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Prefacio 
a la tercera 

edición

Al igual que en las ediciones anteriores, mi propósito continúa siendo enseñar 
todo lo posible en un primer curso acerca de grupos, anillos y campos.

Se han eliminado los cuatro capítulos sobre topología algebraica que apare
cían marcados con un asterisco en las ediciones anteriores. Me parece que dichas 
secciones muy pocas veces se cubrían en clase. Se dispone de ejemplares de las 
ediciones anteriores en bibliotecas y con muchos libreros personales. Cualquier 
persona que se interese actualmente en leer la breve e intuitiva introducción a la 
topología algebraica puede localizarlos.

Algunos profesores objetaron la omisión de las demostraciones en las edicio
nes anteriores donde, en secciones no marcadas con asterisco, simplemente se 
enunciaron importantes teoremas de la teoría de grupos. Por consiguiente, he 
añadido secciones marcadas que prueban dichos teoremas. También incluí capí
tulos sobre la acción de un grupo en un conjunto, seguidos de aplicaciones al 
conteo de Burnside y a los teoremas de Sylow con demostraciones completas. Se 
ha incluido un apéndice sobre inducción matemática.

He agregado algunos ejercicios. Tomé en cuenta algunos comentarios y 
omití las respuestas a los ejercicios pares así como a cualquier ejercicio que 
requiera demostración. Los ejercicios sobre las demostraciones carecen de senti
do cuando éstas se encuentran a sólo treinta segundos de distancia.

Estoy satisfecho de la respuesta que tuvieron la primera y segunda ediciones, 
no sólo por parte de estudiantes preuniversitarios y de licenciatura, sino además 
de estudiantes de posgrado que preparan sus exámenes generales. Espero que 
esta tercera edición continúe siendo útil.

A través de los años he recibido muchas sugerencias y me han corregido 
diversos errores, lo cual agradezco. Quiero agradecer especialmente a George 
Bergman, quien me envió doce páginas de comentarios y sugerencias, así como 
material suplementario, con base en sus experiencias con el libro en el salón de 
clases. Sus opiniones tuvieron gran influencia en esta revisión.

J. B. F.



Prefacio 
a la primera 

edición

El objetivo básico de esta obra es proporcionar un libro de texto a partir del cual 
el estudiante medio de matemáticas adquiera en un primer curso la mayor 
exhaustividad y profundidad posibles en el estudio del álgebra abstracta, exclu
yendo el álgebra lineal. Debido a que el álgebra con frecuencia constituye el 
primer encuentro del estudiante con una disciplina matemática abstracta, el 
objetivo secundario es sembrar las semillas a partir de las cuales crecerá una 
actitud matemática moderna. El dominio de este texto deberá constituir una base 
fírme para un trabajo más especializado en álgebra y será de gran ayuda para 
cualquier estudio axiomático ulterior de las matemáticas.

De acuerdo con nuestro objetivo secundario, el texto comienza con una 
sección introductoria acerca del papel de las definiciones en matemáticas, el cual 
rara vez se menciona. Para poner énfasis en la importancia de las definiciones, 
cada término, a lo largo del texto, aparece en negritas en su definición.

La parte 1 trata de grupos. El estudio de los grupos y en general de todo el 
material del texto, toma en cuenta, en la medida de lo posible, la experiencia del 
estudiante con el álgebra. Con frecuencia resulta difícil, aunque de importancia 
para el estudiante, comprender el concepto de grupo factor. Por consiguiente, el 
estudio de grupos factores y homomorfismos se posterga hasta que el estudiante 
haya tenido tiempo de asimilar el concepto de grupo, para lo cual el análisis es 
paulatino y detallado.

En las secciones sin asterisco de la parte I, se presentan algunos resultados 
importantes bien analizados y con abundantes ejemplos, aunque sin demostra
ción. Me parece que en vista de la amplitud del campo de las matemáticas, es 
importante adiestrar a los estudiantes para entender y hacer uso de resultados 
aceptados sin sentir que deben corroborar antes cada detalle de las demostracio
nes. Por supuesto que los matemáticos profesionales lo han hecho durante años. 
Esta política concuerda con mi objetivo de lograr cierta profundidad en álgebra,



en particular debido a que en muchas escuelas se dedica un solo semestre al 
estudio de lo que nos ocupa en este libro.

La parte 11 está dedicada a anillos y campos. No se escatiman esfuerzos para 
señalar las analogías con el estudio anterior de los grupos. En la parle II se da 
principal atención al tema de teoría de campos, que nos conduce a la teoría de 
Galois y la incluye. Los espacios vectoriales se íratan brevemente, sólo con el fin 
de desarrollar los conceptos de independencia lineal y dimensión, necesarios en 
teoría de campos. Debido a que los estudiantes suelen encontrar difícil la teoría 
de campos, he intentado darle un tratamiento paulatino aclarando siempre lo que 
queremos lograr y cómo lo haremos.

En todo el texto, sin comentarios ni disculpas, se usan propiedades de los 
racionales que los estudiantes ya conocen aunque nunca hayan visto sus justifica
ciones rigurosas. Me he dado cuenta que el estudiante medio tiene dificultad para 
entender la razón de iniciar el estudio formal de resultados que conoce hace años. 
Después de haber adquirido una visión global de la naturaleza de las estructuras 
algebraicas, los estudiantes podrán ver estas propiedades de otra manera. Esta 
forma de estudio concuerda además con mi objetivo inicial de lograr cierta 
profundidad en un primer curso.

En vista de que mi deseo es que los estudiantes de álgebra aprendan lo más 
posible, decidí tratar de manera muy intuitiva el material de teoría de conjuntos, 
y sólo conforme fuera necesario. Hay dos maneras de adquirir el conocimiento de 
las aplicaciones de la teoría de conjuntos: estudiarla per se o sumergirse en ella y 
usarla según sea necesario. De acuerdo con mi experiencia, los estudiantes en
cuentran el estudio de los «prerrequisitos de teoría de conjuntos» at inicio de un 
curso de álgebra, como la parte más desalentadora. A este respecto, mi enfoque es 
reflejo de mí disposición a sacrificar a lo largo del libro la elegancia de la 
presentación matemática y a veces hasta el lenguaje, en aras de la comprensión en 
este primer curso.

El texto contiene material suficiente para un curso de dos semestres con 
alumnos medios. Sin embargo, las secciones no marcadas con asterisco se planea
ron de manera especifica con el fin de formar un curso de un semestre. Estas 
secciones son independientes: en ellas no se emplea el material marcado con asteris
co, y representan mi intento de presentar material de cierta profundidad e/t álgebra, 
incluso la teoría de Galois, a un grupo medio, en un solo semestre. Desde luego, es 
posible formar una gran variedad de cursos de un semestre a partir del material 
disponible. Ciertos capítulos marcados con asterisco son adecuados para su 
estudio fuera de clase, en particular los capítulos 10. 37, 39 y 48. Si no hay tiempo 
suficiente para terminar la teoría de campos en el texto, el capítulo 35. que 
analiza minuciosamente el teorema de Kronecker, o bien el capítulo 39, pueden 
convertirse en sección final satisfactoria. En mi opinión, no vale la pena comenzar 
el capítulo 40 si no hay tiempo para terminar el material no marcado con 
asterisco.

Los ejercicios al final de un capítulo a menudo están divididos en dos grupos 
por una recta horizontal. Los que se encuentran en la parte superior se recomien
dan para un grupo medio y probablemente son los que el autor asignaría a sus 
alumnos de la Universidad de Rhodc Island. Con el objeto de que la transición a



tas matemáticas abstractas sea para los estudiantes tan fácil como sea posible, los 
ejercicios del primer grupo son sobre todo de cálculos. Los estudiantes medios 
están completamente perdidos frente a una serie de ejercicios que comienzan con 
las palabras probar o demostrar. Claro que el adiestramiento en las demostracio
nes es importante. Por lo general, el primer grupo de ejercicios contiene alguno 
marcado con una daga, lo que significa que requiere demostración. Es politica del 
autor reunir estos ejercicios marcados, leerlos y hacer que los estudiantes los 
reescriban y, si es necesario, capacitarlos para escribir matemáticas y no tonte
rías. Los ejercicios del segundo grupo a menudo incluyen varios que requieren 
demostración así como algunos adicionales donde se calcula. El asterisco en un 
ejercicio rto denota dificultad\ sino que dicho ejercicio depende de algún material 
marcado con asterisco en el texto. Debido a que deseo promover una actitud 
matemática positiva, algunos ejercicios, en particular al principio del texto, son 
de naturaleza un tanto matemática. Al final del libro hay respuestas o comenta
rios acerca de casi todos los ejercicios que no requieren demostraciones. Las 
demostraciones que se solicitan en los ejercicios no están dadas en las respuestas; 
no creo que sea pedagógicamente sensato tener tan a la mano dichas demostra
ciones.

Durante el semestre de primavera de 1966, en la Universidad de flfhode 
Island, se usó una primera versión mimeografíada de este libro. Quiero expresar 
aquí mi agradecimiento a Gcorge E. Martín quien impartió una de las secciones 
del curso. Sus comentarios y sugerencias fueron de gran valor al preparar esta 
versión para su publicación.

J. B. F.
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[1]

Algunas palabras 
preliminares

0.1 EL PAPEL DE LAS DEFINICIONES

La mayoría de los estudiantes no comprenden la enorme importancia que tienen 
las definiciones en matemáticas. Esta importancia surge, en parte, de la necesidad 
de Jos matemáticos de comunicarse entre si acerca de su trabajo. Si dos personas 
que tratan de intercambiar opiniones acerca de un tema tienen ideas diferentes 
acerca del significado de ciertos términos técnicos, puede haber malos entendidos, 
fricciones y, quizá, hasta derramamiento de sangre. Imaginen los aprietos en que 
se encuentra un carnicero frente a un cliente iracundo que trata de comprar lo 
que todo el mundo llama un costillar pero él insiste en llamar lomo. Desafortuna
damente, parece imposible alcanzar el ideal de una terminología generalizada, ni 
siquiera entre seres tan precisos como los matemáticos. Por ejemplo, cuando se 
habla de funciones en matemáticas, los matemáticos han dado, al término rango, 
dos significados distintos. Es por ello que, hoy dia se tiende a evitar el uso de este 
término ambiguo y en su lugar, se usa imagen o contradominio. En matemáticas 
debemos luchar para evitar ambigüedades.

Un ingrediente muy importante de la creatividad matemática es la capacidad 
de elaborar definiciones útiles que conduzcan a resultados interesantes.

Un estudiante que inicia estudios de posgrado podría pensar que invierte 
mucho tiempo discutiendo definiciones con sus compañeros. Cuando el autor 
hacía estudios de posgrado oyó quejarse a un estudiante de física, quien afirmaba 
que durante la comida los estudiantes de matemáticas siempre se sentaban juntos 
y discutían, y que el objeto de sus discusiones era siempre una definición. Es 
común, en los exámenes orales, preguntar definiciones. Si un estudiante no puede 
explicar el significado de un término, probablemente tampoco pueda dar respues
tas sensatas a preguntas que incluyan dicho concepto. -



2 ALGUNAS PALABRAS PRELIMINARES

Se entiende que toda definición es una proposición del tipo si y  sólo si 
aunque se acostumbre suprimir el sólo si. Por tanto, cuando definimos: «un 
triángulo es isósceles si tiene dos lados de igual longitud», en realidad queremos 
decir que un triángulo es isósceles si y sólo si tiene dos lados de igual longitud. 
Ahora bien, no piensen que es necesario memorizar una definición palabra por 
palabra. Lo importante es comprender el concepto para que cada estudiante 
pueda definir precisamente ese mismo concepto con sus propias palabras. Así, la 
definición «un triángulo isósceles es aquel que tiene dos lados iguales», es total
mente correcta. También es correcta la definición «un triángulo isósceles es aquel 
que tiene dos ánguios iguales», pues los triángulos que llamamos isósceles en 
estas definiciones, son los mismos.

Es importante notar que una vez definido un concepto, para probar algo cor 
respecto a dicho concepto, se debe usar la definición como parte de la demostra
ción. Inmediatamente después de definir un concepto, la definición es la única 
información disponible acerca del concepto.

A lo largo del libro, cuando un término aparece en negritas, es porque se está 
definiendo. Los principales conceptos algebraicos se definen de manera explícita; 
muchos otros se destacan con negritas, sin dar una definición explícita. De esta 
forma se destacarán uteas en párrafos del libro, teoremas y ejercicios.

0.2 CONJUNTOS

La importancia básica de las definiciones en matemáticas es también una debili
dad estructural, por la razón de que no todos los conceptos usados pueden 
definirse. Supongamos, por ejemplo, que definimos el término conjunto: «un 
conjunto es una colección bien definida de objetos». Es natural preguntarse de 
inmediato el significado de colección. Quizá definamos entonces: «una colección 
es un agregado de cosas». ¿Y qué es un agregado? Ahora, como nuestro lenguaje 
es finito, después de algún tiempo se nos acabarán las palabras nuevas y tendre
mos que repetir algunas de las ya cuestionadas. Entonces, la definición es circular 
y, obviamente, carece de sentido. Los matemáticos saben que debe haber algunos 
conceptos sin definición o primitivos. Por el momento, están de acuerdo en que 
conjunto debe ser uno de dichos conceptos primitivos. No definiremos conjunto, 
pero esperamos que al usar expresiones como «el conjunto de todos los números 
reales» o «el conjunto de todos los miembros del senado de Estados Unidos», las 
ideas que de su significado tienen distintas personas sean lo bastante similares 
para permitir la comunicación.

Resumimos brevemente algunas de las cuestiones que se asumirán con res
pecto a los conjuntos.

1 Un conjunto S  está formado por elementos, y si a es uno de estos elementos, 
lo denotaremos por a e S.

2 Existe sólo un conjunto sin elementos. Es el conjunto vacio, que denotam os 
por 0 .
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3 Podemos describir un conjunto aludiendo a una propiedad que caracterice a 
los elementos, como «el conjunto de todos los miembros del senado de 
Estados Unidos», o listando ios elementos. La manera usual de describir un 
conjunto mediante el listado de sus elementos, consiste en encerrar en llaves 
las designaciones de los elementos, separados por comas, por ejemplo, ¡1 ,2 , 
15}. Si se describe un conjunto mediante la propiedad P(.v) que caracteriza a 
sus elementos .v, también es común usar la notación {x ¡ P(.v)], que se lee «el 
conjunto de todas las .v tales que la proposición P(.v) acerca de v es verdade
ra». Así,

{2, 4, 6, 8} = {.v | .v es un número entero positivo par < 8}
-  {2.v| .y =  1 ,2 , 3, 4).

4 Decir que un conjunto está bien definido, significa que si S  es un conjunto y a 
es un objeto, entonces, o a está sin lugar a dudas en S, lo que se denota por 
a € S, o a, sin lugar a dudas, no está en S, lo que se denota por a $ S. Por 
tanto, no debemos decir «considérese el conjunto S  de algunos números 
positivos», pues no está definido si 2 e S  o 2 i  S. Por otra parte, sí podemos 
considerar el conjunto T de todos los enteros positivos primos. Todo entero 
positivo es definitivamente primo o no lo es. Así, 5 e T y 14 $T. En la 
práctica puede ser difícil determinar si un objeto está realmente en un 
conjunto. Por ejemplo, cuando este libro entró a la imprenta no se sabia si 
2(2‘?) + 1 estaba en T\ sin embargo, 2<2I,) + I con certeza o es primo, o no 
lo es.

Para el estudiante al cual está dirigido este libro, no será posible basar cada 
definición en el concepto de conjunto. El autor está consciente de que construye 
sobre definiciones muy intuitivas, particularmente, al principio del libro. La 
primera definición del capítulo 1 dice: «una operación binaría en un conjunto es 
una regla . . .  conjunto». Y . . .  ¿qué es una regla?

En este libro trabajaremos con varios conjuntos de números ya conocidos. 
Abordaremos el asunto de la notación de estos conjuntos de una vez y para 
siempre.

Z es el conjunto de todos los enteros (es decir, números enteros: positivos, 
negativos y cero).
Z + es el conjunto de todos los enteros positivos. (Se excluye el cero.)
Q es el conjunto de todos los números racionales (esto es, números que 
pueden expresarse como el cociente m//r de enteros, donde n 0).
Q + es el conjunto de todos los números racionales positivos.
R es el conjunto de todos los números reales.
R + es el conjunto de todos los números reales positivos.
C es el conjunto de todos los números complejos.
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0.3 PARTICIONES Y RELACIONES 
DE EQUIVALENCIA

Se describió Q como e1 conjunto de todos los números que pueden expresarse 
como cocientes mjn de enteros, donde n #  0. Sería incorrecto describir Q como el 
conjunto S  de todas las «expresiones cociente» mjn para ni y n en Z y n #  0, 
pues, claramente* 3 y |  son expresiones de cociente distintas pero sabemos que 
representan el mismo número racional. De hecho, cada elemento de Q está 
representado por un número infinito de distintos elementos de S. En aritmética, 
identificamos como uno solo a los elementos de 5  que representan el mismo 
número racional en Q.

La ilustración del párrafo anterior es típica de algunas situaciones en las que 
consideraremos elementos diferentes de un conjunto como aritmética o algebrai
camente equivalentes, de manera que nuestro conjunto se parte en celdas, cada 
una de las cuales podremos considerar como una entidad aritmética o algebraica 
única. Si b es un elemento de dicho conjunto, /> representa, por lo general, la celda 
de todos los elementos identificados con b. Por ejemplo, en el conjunto anterior S 
de cocientes formales, tenemos

Demos una definición precisa de dich'1 partición.

Definición Una partición de un confMnto es una descomposición del conjun
to en celdas, tales que todo elemento del conjunto está en exactamente utui 
de las celdas.

Dos celdas (o conjuntos) que no tengan elementos en común son ajenas. Asi, 
las celdas de una partición de un conjunto son ajenas.

¿Cómo sabremos si dos expresiones cocientes mjn y ris de nuestro conjunto 
S  anterior están en la misma celda, esto es, si representan al mismo número 
racional? Una manera de decidirlo es reducir ambas fracciones a su expresión 
más simple. Esto puede ser difícil; por ejemplo, 1909/4897 y 1403/3599 represen
tan el mismo número racional, pues

n e Z y n ^ 0

1909 23*83 1403 23*61
y 3599 “  59 614897 59 * 83

Sin embargo, aun con una cal fiadora manual, puede ser difícil encontrar estas 
factorización es, es una tarea de adivinar y corregir un poco tediosa. Pero como
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saben, en aritmética de fracciones sucede que m/n =  r/s si y sólo si ms =  nr. Esto 
nos da un criterio más eficaz para resolver nuestro problema, a saber,

(I909)(3599) = (4897)(1403) = 687049!.

Denotemos por a ~  b el hecho de que a eslá en la misma celda que b para 
una partición dada de un conjunto que contenga tanto a a como a b. Es claro que 
siempre se satisfacen las propiedades siguientes:

a ~  a. El elemento a está en la misma celda que él mismo.
Si a ~  b entonces b ~  a. Si a está en la misma celda que ó, entonces b está en 
la misma celda que a.
Si a ~ b y  b ~  c, entonces a ~ c. Si a está en la misma celda que b y b está 
en la misma celda que c, entonces a está en la misma celda que c.

El siguiente teorema es fundamental; afirma que una relación ~ entre elementos 
de un conjunto que satisface las tres propiedades recién descritas, produce una 
partición natural dei conjunto. Muchas veces, exhibir una relación con estas 
propiedades, es la forma más concisa de describir una partición de un conjunto, y 
es por esta razón que analizamos ahora este material.

Teorema 0.1 Sea S un conjunto no vacío y  sea ~  una relación entre elemen
tos de S que satisface las propiedades siguientes:
1 (Reflexividad) a — a para todas las a e 5.
2 (Simetría) Si a ~  b, entonces b — a.
3 (Transitividad) Si a ~  b y  b ~  c, entonces a ~  c.
Entonces, ~  produce una partición natural de S, donde

a = {x e S \ x  ~  a}

es la celda que contiene a a para todas las a e S. Recíprocamente, rada 
partición de S da lugar a una relación natural ~  que satisface las propiedades 
reflexiva, simétrica y transitiva si se define a b como a e 5.

Demostración Ya hemos demostrado la parte «recíproca» del teorema. ¡
Para la afirmación directa, sólo falta demostrar que las celdas definidas por 

á = {x e S  | x  ~  a] si constituyen, en efecto, una partición de S, esto es, que todo 
elemento de 5  está en exactamente una celda. Sea a€  S. Entonces a s á ,  por la 
condición 1, de modo que a está en al menos una celda.

Supongamos ahora que a también estuviera en la celda 5. Es necesario
mostrar que a =  5 como conjuntos; esto mostraría que a no puede estar en más
de una celda. Para ello mostramos que cada elemento de a está en ¿i y cada 
elemento de E está en a. Sea x e á . Entonces, x  ~  a. Pero aeE, luego a ~  b; 
entonces, por la condición transitiva (3), x  ~ b de modo que x e í  Así, á es parte 
de E. Sea ahora >■ e S. Entonces y  ~  b. Pero a e E, de manera que a ~  b y, por 
simetría (2), b ~  a. Entonces, por transitividad, y ~  a, de modo que y  e  a. De aquí
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que B  también es parte de a y, por tanto* B ~ a, con lo cual queda completa 
nuestra demostración. ■

Definición Una relación -  en un conjunto S, que satisfaga las propiedades 
reflexiva, simétrica y transitiva descritas en el teorema 0.1, es una relación de 
equivalencia en S. Cada celda a en la partición natural dada por una relación 
de equivalencia es una ciase de equivalencia.

Por lo general, reservamos el símbolo — para una relación de equivalencia. 
Usaremos para una relación entre elementos de un conjunto S  que no es por 
fuerza una relación de equivalencia en 5.

El término natural, que aparece dos veces en el teorema 0.1, tiene el siguiente 
significado: si se empieza con una relación de equivalencia, luego se forma la 
partición de clases de equivalencia y se considera después la relación dada por 
esta partición, se trata de la relación de equivalencia original. En forma análoga, 
si se comienza con una partición, luego se pasa a la relación de equivalencia y 
después se construyen las clases de equivalencia, se obtiene la partición original.

Ejemplo 0.1 Verifiqúese directamente que

m¡n ~  rjs si y sólo si ms =  nr

es una relación de equivalencia en el conjunto S  de expresiones cociente formales 
que consideramos antes.

Rejlexwidad. mfn ~  mjn, puesto que mn ~  nm.

Simetría. Si mfn ~  rjs, entonces, ms = nr. De aquí que rn = sm y, por tanto, 
rfs ~  mjn.

TransUividad. Si mjn ~  rjs y r/s ~  ujv, entonces ms ~  nr y rv = su. Reor
denando términos y sustituyendo, obtenemos mvs = vms =  vnr — nrv — 
— nsu ~  ñus. Como j / 0 ,  deducimos que mv = nu, entonces, mfn ~  ujv.

Se considera que cada clase de equivalencia de S es un número racional. ■

El análisis del conjunto S  de expresiones cociente formales que culminó con el 
ejemplo 0.1 es un caso particular del trabajo que llevaremos a cabo en el capí
tulo 26.

Ejemplo 0J2 Defínase una relación en el conjunto Z mediante n Mm  si y sólo 
si nm ^  0 y véase si á? es una relación de equivalencia.

Rejlexwidad. a á? a, pues a2 ¿  0 para toda a e Z.

Simetría. Si a M b, entonces ab > 0; por tanto, ba 2: 0 y b & a.

TransUividad. Sí a á? b y b 9t c, entonces ab £  0 y be ¿  0. Entonces, ab2c = 
=  acb2 > 0. Si supiéramos que b1 > 0, podríamos deducir que «c > 0 y, por 
tanto, que a0lc. Debemos examinar por separado el caso en que b — 0.
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Pensándolo bien vemos que —3 .^ 0  y Oj-^5, pero — 3 ^ 5 ,  así que la 
relación dt no es transitiva y, por tanto, no es una relación de equivalencia. ■

Para cada w e Z 4 tenemos una relación de equivalencia en Z muy importante: la 
congruencia módulo n. Para ó, k e Z definimos h congruente con k módulo n, lo 
cual se escribe h s k (mod n), si h — k es divisible entre n, es decir, que h — k = ns 
para alguna s e Z ,  Por ejemplo, 17 = 33 (mod 8) puesto que 17 — 33 = 8( — 2). 
Las clases de equivalencia para la congruencia módulo n son las clases 
residuales módulo n. Cada una de estas clases residuales contiene un número 
infinito de elementos. Por ejemplo, pueden convencerse fácilmente de que, para la 
congruencia módulo 8, la clase residual que contiene el 17 y el 33 es

, -47 , -39, -3 1 , -2 3 , -1 5 . - 7 ,  1,9, 17, 25, 33, 41, 49, ■ • •}.

Esta clase residual contiene cada octavo número, comenzando con 1. De hecho, 
hay siete clases residuales más en la partición dada por la congruencia módulo 8.

En el ejercicio 0.18 pedimos mostrar que, en efecto, la congruencia módulo n 
es una relación de equivalencia y que examinen algunas otras clases residuales.

Ejercidos-------------------------------------------------------------------------------

En ¡os ejercicios 1 ai 4, descríbase el conjunto listando sus elementos.

0.1 {.x e R | .v2 =  3} 0i2 {m e Z | m2 — 3}

0l3 {m e Z [ mn = 60 para alguna n e Z} 0.4 {/n e Z\ m2 — m < 115}

En los ejercicios 5 al 10 dígase si lo descrito es en efecto un conjunto (si está bien 
definido). Dése otra descripción paro cada conjunto.

<L5 {n e Z 4 | n es un número grande}

0.6 {ir e Z | n2 < 0}

0.7 {n e Z | 39 < n3 < 57}

08 {.x e Q | el denominador de .x es mayor que 100}

0.9 {.x e Q | se puede escribir x  con denominador mayor que 100}

O10 {.x e Q 1 x se puede escribir con denominador menor que 3}

En los ejercicios II ai 19, determínese si ia relación dada es una relación de equivalencia 
en el conjunto. Descríbase la partición que surge de cada relación de equivalencia.

0.11 ndtm en Z si nm > 0 0.12 x& y  en R si x ^  y
0.13 xdty  en R si |jc| = |y| 0.14 x& y  en R si \x — y\ £  3

0.15 n0lm  en Z 4 si n y m tienen el mismo número de dígitos en la notación usual de
base diez.

0.16 n 0t m en Z 4 si n y m tienen el mismo dígito final en la notación usual de base diez.
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0.17 ndlm  en Z + si n — m es divisible entre 2.
0.18 Sea n un entero en Z +, muéstrese que la congruencia módulo n es una relación de
equivalencia en Z. Descríbanse las clases residuales para n = 1, 2, 3.

0.19 El siguiente es un famoso argumento falso. Encuéntrese el error. «El criterio de
rellexividad es redundante en las condiciones para una relación de equivalencia, ya que de 
a ~  ó y ó a (simetría) deducimos a ^  a por transitividad.»

En los ejercicios 20 al 24, encuéntrese el número de relaciones de equivalencia posibles 
en un conjunto S, a partir det número de sus elementos, i Usar el teorema 0.¡.)
OJO 1 elemento 0.21 2 elementos 0.22 3 elementos

0.23 4 elementos 0.24 5 elementos
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Operaciones 
binarias

1.1 MOTIVACION

¿Cuál es el ingrediente básico del álgebra? El primer contacto de un niño con el 
álgebra se da cuando se le enseña a sumar y multiplicar números. Analicemos lo 
que en realidad sucede.

Supongamos que ustedes visitan una civilización desconocida en un mundo 
desconocido y observan a una criatura de ese mundo, en un salón de clases, 
enseñando a sumar a otras criaturas. Supongamos además que ustedes ignoran 
que el grupo aprende a sumar, ustedes simplemente están colocados en esa 
habitación como observadores y se pide hacer un informe sobre lo que han visto 
exactamente. El maestro emite unos ruidos que suenan aproximadamente como 
glup, poit. Los alumnos responden bimt. A continuación el maestro dice ompt, 
gaft y los alumnos responden poit. ¿Qué están haciendo? Ustedes no pueden 
informar que están sumando números, pues ni siquiera saben que los sonidos 
representan números. Naturalmente, ustedes comprenden que existe comunica
ción. Todo lo que pueden decir con seguridad es que estas criaturas conocen 
alguna regla, de manera que al designarse ciertos pares de cosas en su lenguaje, 
una después de otra, como glup, poit, ellos pueden ponerse de acuerdo en una 
respuesta, bimt. Este proceso es igual al que ocurre en un aula de primer año al 
enseñar a sumar; el maestro dice cuatro, siete y los alumnos responden once.

De este modo, al analizar la suma y la multiplicación de números, vemos que 
la suma es básicamente una regla que se aprende y que nos permite asociar a 
cada dos números en un orden dado, un número como respuesta. La multiplica
ción también es una regla, pero diferente. Por último, nótese que al jugar con los 
estudiantes, los maestros deben tener algo de cuidado acerca de los pares de cosas 
que dicen. Si de repente un maestro de primer año dice diez, cieto, los pobres
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alumnos se confundirán. La regla está definida sólo para pares de elementos del 
mismo conjunto.

1.2 DEFINICION Y PROPIEDADES

Como matemáticos, tratemos de recoger la parte medular de estas ideas básicas 
en una definición útil. Como ya dijimos en la sección introductoria, no intenta
mos definir un conjunto.

Definición Una operación binaría * en un conjunto, es una regla que asigna 
a cada par ordenado de elementos de un conjunto, algún elemento del 
conjunto. •

La palabra ordenado es muy importante en esta definición, pues da la 
posibilidad de que el elemento asignado al par (a, b) pueda ser diferente del 
elemento asignado al par (b, a). También tuvimos cuidado de no decir que a cada 
par ordenado de elementos se le asigna otro o un tercer elemento, pues queremos 
permitir casos tales como los que ocurren en la suma de números, donde a (0, 2) 
se le asigna el número 2.

En las primeras secciones denotaremos por a * b al elemento asignado al par 
(a, b) por *. Si en un análisis simultáneo hay diferentes operaciones binarias, se 
usarán subíndices o supraíndices en * para distinguirlos. El método más impor
tante para describir una operación binaria particular • en un conjunto dado es el 
de caracterizar al elemento a * b  asignado a cada par (a, k) mediante alguna 
propiedad definida en términos de a y ó.

Ejemplo 1.1 Defínase en Z+ una operación binaria * por a • h que es igual 
al mínimo entre a y ó o al valor común si a =  b. Así, 2 * 11 = 2; 15 * 10 = 10 y 
3 * 3 =  3. B

Ejemplo \ 2  Defínase en Z + una operación binaria *' mediante a *' b = a. Asi, 
2 . '3  = 2; 25*'10 = 25 y 5 *'5 = 5. ■ ,

Ejemplo 13 Defínase en Z + una operación binaria *" mediante o *" h =  
=  (a * b) + 2 donde * está definida en el ejemplo 1.1. Asi, 4 *" 7 =  6; 25 * " *) = II 
y 6 *'' ó = 8. ■

Quizá les parezca que estos ejemplos no son importantes, pero piénsenlo bien. 
Supongamos que van a una tienda a comprar una deliciosa barra de chocolate. 
Supongamos que ven dos barras idénticas, la etiqueta de una dice y la 
etiqueta de la otra dice 94¿ Por supuesto, toman la de 94£. Su capacidad para 
saber cuál quieren depende del hecho de que alguna vez en su vida aprendieron la 
operación binaria * del ejemplo 1.1. £ j  una operación muy importante. Asi mismo.
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la operación binaría *' del ejemplo t.2 claramente depende de la habilidad para 
distinguir orden. A menudo se ilustra la importancia del orden pensando en el lío 
que resultaría si trataran de ponerse primero los zapatos y después los calcetines. 
No deben apresurarse a descartar algunas operaciones binarías creyendo que son 
de poca importancia. Es claro que las operaciones usuales de suma y multiplica
ción de números tienen una importancia práctica bien conocida por todos.

Escogimos los ejemplos 1.1 y 1.2 para demostrar que una operación binaria 
puede o no depender del orden del par dado. Asi, en el ejemplo 1.1, a * b = b * a 
para toda a, be  Z +, y en el ejemplo 1.2 esto no sucede, pues 5 *'7 =  5 pero 
7 *' 5 = 7.

Supongamos ahora que se desea considerar una expresión de la forma 
a* b * c. Una operación binaría * permite combinar sólo dos elementos y aquí 
hay tres. Las maneras obvias de intentar combinar los tres elementos son 
(a * 6) * c o a * (b • c). Con • definida como en el ejemplo 1.1, (2 * 5) * 9 se calcula 
2 * 5 =  2 y después 2 * 9 = 2. Asi mismo, 2 * (5 • 9) se calcula 5 * 9  =  5 y después 
2 * 5 =  2. De aquí que (2 * 5) * 9 =  2 * (5 * 9) y se observa fácilmente que para 
esta *

{a • b) * c = a * {b • c),

de manera que no existe ambigüedad al escribir a*b*c .  Pero para *" del 
ejemplo 1.3

(2 *" 5) *"9 = 4 *" 9 =. 6,

mientras que 

. 2 *'' (5 *'' 9) = 2 *" 7 =  4.

S

Así, (a *" b) *"c no necesariamente es igual a a *"(b *"c\ y la expresión a •" b •" c 
puede ser ambigua. .

Definición Una operación binaria * en un conjunto S  es conmutativa si (y 
sólo si) a * b =  b * a para toda a%be S .  La operación * es asociativa si (y sólo 
si) (a * b) * c =  a • (ó * £■) para toda a, b, ce  S.

Como señalamos en la sección introductoria, es costumbre en matemáticas 
omitir las palabras y  sólo rí de una definición. Se entiende que las definiciones son 
siempre afirmaciones del tipo si y sólo si. Los teoremas no siempre son afirmado- 

I nes del tipo si y  sólo si y  dicha convención nunca se usa para teoremas.
No es difícil mostrar que si * es asociativa, entonces expresiones más largas 

como a * b * c * d  no son ambiguas. Para propósitos de cálculo, los paréntesis 
pueden insertarse de cualquier modo; el resultado final de dichos cálculos será el 
mismo.
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1.3 TABLAS

Para un conjunto finito, también se puede definir una operación binaria en el 
conjunto, mediante una tabla. El ejemplo siguiente muestra cómo lo haremos en 
este libro.

Ejemplo 1.4 La tabla 1.1 define la operación binaria * en S  = {a, ó, c) mediante 
la regla

(/-¿simo lugar en la izquierda) * (y'-ésimo lugar arriba) =
= (lugar en el /'-ésimo renglón y  y-ésima columna de! cuerpo de ia labia).

Así, a* b = c y h * a = a de modo que * no es conmutativa. ■

Tabla 1.1

El estudiante puede observar fácilmente que una operación binaria definida 
mediante una tabla es conmutativa si y  sólo si ¡a tabla es simétrica con respecto a ¡a 
diagonal que empieza en la esquina superior izquierda de la tabla y termina en la 
esquina inferior derecha. Suponemos siempre que los elementos del eonjunto 
están listados en la parte superior de la tabla en el mismo orden en que están 
listados a  la izquierda.

Con excepción del 1.4, nuestros ejemplos de operaciones binarias se han 
definido en conjuntos de números. Es importante comprender que las operacio
nes binarias pueden definirse en cualesquiera conjuntos. En efecto, estudiaremos 
muchas operaciones binarias importantes en conjuntos cuyos elementos no son 
números. Algunos de los ejemplos dados más adelante consisten en conjuntos 
cuyos elementos son funciones. Suponemos que los estudiantes están familiariza
dos con ciertas funciones por sus cursos de cálculo, entre otros. Comprendemos 
que quizá por el momento no entiendan el concepto de función; y más adelante 
diremos algo sobre ello. Sin embargo, ya queremos ligar los conceptos recién 
presentados con las matemáticas que ya saben.

1.4 ALGUNAS PALABRAS DE ADVERTENCIA

Partiendo de su propia experiencia, el autor sabe del caos que puede resultar si a 
un estudiante se le pide definir alguna operación binaria en un conjunto. Obscr-
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vese que al definir una operación binaria * en un conjunio S  debemos estar 
seguros de que

1 se asigne exactamente un elemento a cada par ordenado posible de elemento 
de S,

2 para cada par odenado de elementos de S, el elemento asignado esté en S.

Con respecto a la condición 1, los estudiantes suelen dar reglas que asignan un 
elemento de S  a la «mayoría» de los pares ordenados, pero para algunos pares la 
regla no determina ningún elemenlo. En este caso, no se ha definido *. También 
puede suceder que para algunos pares, la regla asigna cualquiera entre varios 
elementos de S, esto es, existe ambigüedad. En caso de ambigüedad, * no está 
bien definida. Si se viola la condición 2, entonces S  no es cerrado bajo *.

Ilustraremos ahora algunos intentos por definir operaciones binarias en 
conjuntos. Algunos son fallidos, como se señala. Puesto que no se compararán las 
operaciones, denotaremos todas por *,

Ejemplo 1.5 En Q, «defínase» * p o ra  * b = a¡b. Aquí, * no está definida ya que 
esta regla no asigna un número racional al par (2, 0). ■

Ejemplo 1.6 En Q + defínase * por a * b — a¡b. Aquí se satisfacen las condicio
nes 1 y 2 y * es una operación binaria en Q +, *

Ejemplo 1.7 En Z + «defínase» • por a * h  = a¡b. Aquí se viola la condición 2, 
pues 1 *3 no está en Z +. Así, * no es una operación binaria en Z + ya que Z + no 
es cerrado bajo *. m

Ejemplo 1.8 Sea S el conjunto de todas las funciones con valores reales defini
das para todos los números reales. Defínase * como la suma usual de dos 
funciones, esto es, /* g «= k donde A(x) =  f (x)  + g(.x) para f  g e S  y .r e R. Esta 
definición de ♦ satisface las condiciones 1 y 2 y nos da una operación binaria en 
S. m

Ejemplo 1.9 Sea S  como en el ejemplo 1.8, defínase * como el producto usual de 
dos funciones, esto es, f  * g  = h donde fr(x) =  f(x)g{x). De nuevo esta definición 
es buena y  da una operación binaria en S. m

Ejemplo 1.10 Sea S  como en el ejemplo 1.8, «defínase» * como el cociente usual 
de f  por g, esto e s , / * g *= h donde á(x) =  f(x)fg(x). Aquí se viola la condición 2, 
ya que las funciones en S  deben estar definidas para todos los números reales y 
para alguna g e S ,  g(x) será cero para algunos valores de x  en R y ó(.t) no estaría 
definida en esos números en R. Por ejemplo, si f (x)  = eos x  y g(x) =  x 2 entonces 
frlO) no está definida, de modo que k $  S. ■

Ejemplo 1.11 Sea S  como en el ejemplo 1.8; «defínase» * por f  *g = h donde h 
es una función mayor que f  y g. Esta «definición» es completamente inútil. En
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primer lugar, no se ha definido lo que significa que una función sea mayor que 
otra. Aún si se hubiera hecho, cualquier definición razonable conduciría a la 
existencia de muchas funciones mayores que /  y que g y * no estarla bien 
definida. ■

Ejemplo I.12 Sea S  un conjunto formado por veinte personas, todas ellas con 
diferente estatura. Defínase * por a * b = c donde c es la persona más alta de las 
veinte en S. Esta es una operación binaria conecta en el conjunto, aunque no sea 
particularmente interesante. ■

Ejemplo 1.13. Sea 5  como en el ejemplo 1.12, «defínase» * por a* b = c donde c 
es la persona más baja en 5 que es más alta que a y que b. Esta • no está definida 
pues si o o ó es la persona más alta del conjunto, a * b no está determinada. ■

Ejercidos-------------------------------------------------------------------------------

I.l Sea la operación binaria * definida en S = {a, b, c, d, e} mediante la tabla I.2.
a) Calcúlese ó*4c«cy[(c i*c)*e]*adela  tabla.
b) Calcúlese (a»ó) * c y a * (ó * c) de la tabla. ¿Se puede decir, con base en este cálculo, 

que ■ es asociativa?
c) Calcúlese {b *d) +c y b*(d* c) de ia tabla. ¿Se puede decir, con base en este cálculo, 

que • es asociativa?
d) ¿Acaso * es conmutativa? ¿Por qué?

Tabla 1.2
*I a b c d €

a a b c b d

b b c a e C

c c a b b a
d b e b e d

e d b a d c

1.2 Complétese la tabla 1.3 de manera que se defina una operación binaria * conmutati
va en S = {«, b, c, rf).

Tabla 1.S

0 a b c d

a a b c

b b d c

c c a d b

d d a
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I J  La tabla I.4 puede completarse para definir una operación binaria • asociativa en 
S - ¡o. ó, c, d, I■ Supóngase que esto es posible y llénense los lugares vacíos.

Tabla 1,4
4 a b c el

a a h V d

h b 0 c d

c c d ( d

d

1.4 Determínese si cada una de las definiciones de * dadas a continuación, da una 
operación binaria en el conjunto dado. En caso de que * no sea una operación binaria, 
diga si las condiciones I ó 2 o ambas, de la sección 1.4, se violan.

a) En Z*, defínase * por a * b = a — b.
bj‘ En Z +, defínase * por a * b =  ct.
cj En R, defínase * por o  * b =  a — b.
d) En Z ',  defínase * por a * b — c, donde c es el menor entero mayor que a y que b.
e) En Z +t <dpfínasc • por a • b =c, donde c es al menos 5 unidades mayor que a +  b.
f) E nZ * , defínase * por a*b = c, donde c es el mayor entero menor que el producto de

a y b.

*1.5 Pruébese que si * es una operación binaria en un conjunto 5, asociativa y conmuta
tiva, entonces .

' (a * b) * (o * d) =  [(d * r) • a] * b

para toda a, b, c, de S. Supóngase qué la ley asociativa se cumple, como en la definición, 
sólo para temas, esto es, supóngase sólo

(x  • > ) * ;  =  * *  ( y  * z)

{jara toda .r, y, z e S.

1.6 Para toda operación binaria * definida a continuación, determínese cuál * es conmu
tativa y cuál * es asociativa.

a) En Z, defínase * por a * b — a — b.
b) En Q, defínase * por a*b  =  ab +  l.
c) En Q, defínase * por a * b =  ab!2-
d) En Tj*, defínase * por a*b  =  2°b.
e) En Z + , defínase * por a • b =  a*. ■

1.7 ¿Falso o verdadero?

  a) Si * es cualquier operación binaría en cualquier conjunto S, entonces a * a = a
para toda a e S.

  b) Si * es cualquier operación binaría conmutativa en cualquier conjunto S, enton
ces a • (b * c) =  (ó * f) *a para toda a, b, ce S,

l
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c) Si * es cualquier operación binaria asociativa en cualquier conjunto S, entonces 
a * (b * c) = (A * cj * a para toda a, b, c e S.

d) Las únicas operaciones binarias importantes son aquéllas definidas en-conjuntos 
de números.

e) Una operación binaría * en un conjunto 5 es conmutativa sí existe a, b e S tal 
que a * b = b * a.

f) Toda operación binaría definida en un conjunto de un solo elemento es conmu
tativa y asociativa.

g) Una operación binaria en yn copjunto £ asigna al menos un elemento de S a
todo par ordenado de elementos de ■

h) Una operación binaría en un conjunto £ asigna a lo más un elemento de S a 
todo par ordenado de elementos de S.

i) Una operación binaria en un conjunto S asigna exactamente un elemento de S a 
todo par ordenado de elementos de

j) Una operación binaría en un conjunto 5 puede asignar más de un elemento de S
a algún par ordenado de elementos de 5.

lü  Dése un conjuntqjdiferente a los descritos en los ejemplos del libro y que no sea un 
conjunto de números. Defínanse dos operaciones binarias diferentes • y • ' en este conjun
to. Asegúrese que el conjunto esté bien definido.
1.9 Sea S un conjunto con exactamente un elemento. ¿Cuántas operaciones binarias 
diferentes pueden definirse en SI Respóndase a la pregunta si S tiene 2 elementos; si tiene 
3 elementos; si tiene n elementos.

1.10 ¿Cuántas operaciones binarías conmutativas diferentes pueden definirse en un con
junto de 2 elementos?; ¿en un conjunto de 3 elementos?; ¿en un conjunto de n elementos?

1.11 Obsérvese que las operaciones binarias * y *' en el conjunto (a, b) dadas por las 
tablas - '

proporcionan el mismo tipo de estructura algebraica en {a, b} en el sentido de que si se 
reescríbe la tabla pata •' .

b a

b b b

a b a

es como la de * sólo que los papeles de a y b están intercambiados.

a) Dése una definición natural del concepto de que dos operaciones binarias • y *' en el 
mismo conjunto dan estructuras algebraicas de! mismo tipo, y que generalice es la 
observación.

b) ¿Cuántos tipos diferentes de estructuras algebraicas están dados por las 16 operacio
nes binarias diferentes posibles, en un conjunto de 2 elementos?



Grupos

2 . 1  M o m m a o N

Continuemos el análisis de nuestra experienda con el álgebra. Una vez que 
dominamos los problemas de calcular sumas y multiplicaciones de números 
estuvimos en condidones de aplicar estas operadoncs binarias a la soludón de 
problemas. A menudo los problemas llevaban a  ecuaciones que contenían algún 
número desconoddo x  que era necesario determinar. Las ecuadones más senci
llas son las lineales de las formas a + x  = b para la operación de suma y ax -  b 
para la multiplicadón. La ecuadón lineal aditiva siempre tiene solución numéri
ca; también la multiplicativa, siempre que a #  0. En efecto, la necesidad de 
soludones de las ecuadones lineales aditivas como 5 + x  -  2 es una magnifica 
motivación para los números negativos. De manera similar, la necesidad de 
números radonales se muestra mediante ecuaciones como 2x = 3, y la necesidad 
del número complejo i se muestra mediante la ecuadón x 2 =  — l.

Quisiéramos ser capaces de resolver ecuaciones lineales que contengan ope
raciones binarias. Sin embargo, esto no es posible para toda operadón binaria. 
Por ejemplo, la ecuación a * x  = a no tiene soludón en S =  {o, b, e} para la 
operadón • del ejemplo 1.4. Veamos cuáles son las propiedades de la operación 
de suma de los enteros Z que nos permiten resolver la ecuadón 5 + x  = 2 en Z. 
No debemos recurrir a la resta, pues lo que nos ocupa es la soludón en términos 
de una sola operación binaría, en este caso, la suma. Los pasos para la solución 
son los siguientes:

5 + x  =  2 está dado
- 5  + (5 + *) =  —5 + 2 sumando - 5
(— 5 + 5) + jc =  —5 + 2 ley asociativa
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0 + jr = —5 + 2 calculando —5 + 5
jr = — 5 + 2 propiedad del 0
x  = — 3 calculando - 5  +  2.

Estrictamente, no hemos mostrado aquí que —3 es una solución, sino que es la 
única posibilidad de solución. Para mostrar que —3 es una solución, basta 
calcular 5 + (—3). Puede hacerse un análisis similar para la ecuación 2jc =  3 en 
los números racionales:

2x = 3 está dado
Í(2jc) = j{3) multiplicando por j

(j  • 2)x =  \  ■ 3 ley asociativa
l ■ x = $ ■ 3 calculando j  • 2

x  = 3 propiedad del l
x  = f  calculando |  ■ 3

Veamos qué propiedades deben tener un conjunto S  y una operación binaría 
* en S  para permitir la imitación de este procedimiento en una ecuación a * x  =  b 
para a,beS.  Es básica para el procedimiento la existencia de un elemento e en S 
con la propiedad de que e* x  — x  para toda r e  S. En el ejemplo aditivo, 0 
desempeñó el papel de e, y el i en el ejemplo multiplicativo. Después, necesitamos 
un elemento a' en S que tenga la propiedad de que tí * a =  En el ejemplo 
aditivo — 5 desempeñó el papel de d,  y en el ejemplo multiplicativo lo hizo Por 
último, necesitamos la ley asociativa. El resto es cuestión de cálculos. Se puede 
observar fácilmente que para resolver la ecuación x * a  = b (hay que recordar 
que a * x  no necesariamente es igual a x  * a); nos gustaría tener un elemento c en 
S  tal que x~*e = X para todas las x €  S  y una o' en 5 tal que ZT *'a‘ =  e. Con todas 
estas propiedades de * en S  estaríamos seguros de poder resolver ecuaciones 
lineales. Estas son precisamente las propiedades de un grupo.

2.2 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Definición Un grupo <(7, *) es un conjunto <?, junto con una operación 
binaria * en G, tal que se satisface los siguientes axiomas:

3?l La operación binaría * es asociativa.
ífj Existe un elementó e en G tal que e * x  = x * e  = x  para todas las

x e G .  (Este elemento e es un elemento identidad para * en (7*.)
*f3 Para cada a en G existe un elemento d  en G con la propiedad de que

d  *a = a* a = e (El elemento d  es un inverso de a respecto a *.)

* Recuérdese que las Befólas indican que se rali definiendo un término. Véase el último párrafo de la 
sección 0.1. Por tanto, un demento identidad para una operación binaria • en un conjunto ó1 es 
cualquier elemento e que sattfaga h x  = i * í * i  para todas las xeS.
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Muchos libros incluyen otro axioma para un grupo, a saber, que G sea 
cerrado bajo la operación *, es decir, que (a * b)e G para todas las a, A £ G. Para 
nosotros, ésta es una consecuencia de la definición de operación binaria en G.

Debemos señalar en este momento, que seremos descuidados con la nota
ción. Obsérvese que un grupo no sólo es un conjunto G. Más bien, que un grupo 
<G, *> consta de dos entidades, el conjunto G y la operación binaria • en G. Hay 
dos ingredientes. Denotar al grupo por el símbolo de conjunto G es lógicamente 
incorrecto. Sin embargo, conforme se avanza en la teoría, las extensiones lógicas 
de la notación \G, •') se vuelven tan voluminosas que dificultan la lectura de la 
exposición. En algún momento, todos los autores se rinden, descuidan la nota
ción y denotan al grupo sólo por la letra G. Decidimos reconocerlo y ser 
descuidados desde el principio. Sin embargo, insistimos en que al hablar de un 
grupo específico G, debe aclararse cuál será la operación del grupo en G, pues un 
conjunto contiene gran variedad de posibles operaciones binarias definidas, cons
tituyendo grupos diferentes. Algunas veces emplearemos la notación <G, *> por 
razones de claridad en nuestros análisis.

Teorema 2.1 Si G es un grupo con una operación binaria *, entonces las leyes 
de cancelación izquierda y  derecha se cumplen en G, es decir, a * b =  a * c
implica b = c y b * a  = c * a  implica b =  c para a, b, ce  G.

Demostración Supóngase que a • b = a* c. Entonces, por existe a’ y

d  *{a *b) =  d  *(a* c).

Por la ley asociativa

( d * a) * b = (d * a)* c.

Por la definición de d  en d  * a =  e, luego

e * b = e * c.

Por la definición de e en 9 2

. b = c

En forma análoga, d c b * a  = c*a  podemos deducir que b =  c multiplican
do por a' por la derecha y usando los axiomas de grupo. ■

Nótese que fue necesario usar la definición de grupo para probar este teorema.

Teorema 2.2 Si G es un grupo con operación binaria * y si a y b son 
elementos cualesquiera de G, entonces las ecuaciones lineales a* x — b y 
y * a  = b tienen soluciones únicas en G.
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Demostración Nótese que

a * (a' * b) = {a * a ) * b 
= e * h 
= b

ley asociativa 
definición de ¡i 
propiedad de e

Por tanto, .* =  d  * b es una solución de a * ,v = b. De manera análoga, y  = b * a' 
es una solución de y * a = b.

Para mostrar que y es única, supóngase que y * a =  b y y, * o =  b Entonces, 
y * a =  ly * a y por el teorema 2.1 y =  y,. La unicidad de x  se prueba de manera 
similar. ■

Claro que para proba: ia unicidad en el último teorema pudimos haber seguido 
el mismo procedimiento empleado para motivar la definición de grupo que 
muestra que si a * x  =  b entonces x  =  a’ * b. Sin embargo, preferimos ilustrar la 
manera usual de probar que un objeto es único. Supongamos que se tienen dos 
de dichos objetos, y que es necesario probar que deben ser el mismo. Nótese que 
las soluciones .v =  a' * b y y = b * d  no son necesariamente iguales a menos que 
* sea conmutativa.

Definición Un grupo G es abeliano si su operación binaria * es conmutativa.

Pongamos algunos ejemplos de conjuntos con operaciones binarias que dan 
grupos y otros que no dan grupos.

Ejemplo 2.1 El conjunto Z + con la operación 4- no es un grupo. No existe un 
elemento identidad para + en Z +. ■ '

Ejemplo 2.2 El conjunto de todos los enteros no negativos {incluyendo el 0) con 
la operación + sigue no siendo grupo. Existe un elemento identidad 0, pero no 
un inverso para 2. ■

Ejemplo 2 3  El conjunto Z con la operación + es un grupo. Se satisfacen todas 
las condiciones de la definición. El grupo es abeliano. ■

Ejemplo 2.4 El conjunto Z + con la operación de multiplicación no es un grupo. 
Existe una identidad, el I, pero no hay inverso para 3. ■

Ejemplo Z5 El conjunto Q + con la operación multiplicación es un grupo. Se 
satisfacen todas las condiciones de la definición. El grupo es abeliano. ■

Ejemplo 2.6 Defínase • en Q + por a * b = abjl. Entonces .



y también J V
*  l \

be abe -
a  * ( b *  c)  -  W *  — 1 =  — ■

\j  2 ' 4

Por ta n to ,« es asociativa. Es claro que

2 * a ~ a * 2 = a

para todas las a e Q + de modo que 2 es un elemento identidad para *. Por 
último,

4 4 ia * -  ~  -  * a -  2,
a a

de manera que á  = 4¡a es un inverso de a. De aquí que Q + con la operación * es 
un grupo. ■

Existe otro resultado acerca de grupos que deseamos probar en esta sección.

Teorema 2.3 En un grupo G con operación * hay una sola identidade tal que

e * x — x * e = x

para todas las x e G. De la misma manera, para cada a e G  existe un solo 
elemento a' tal que

d * a  = a * d  = e.

En resumen, la identidad y  los inversos son únicos en un grupo.

Demostración Supóngase que e * x  — x * e  — x y  también que e¡ * x = x * e, - 
=  x  para todas las xeG .  Déjense competir n e y el . Considerando e como 
identidad, e * e 1 =  e t. Pero considerando e1 como identidad, e * e l =  e. Por 
tanto,

eL =  e * í-j =  e, 

y la identidad en un grupo es única.

Supóngase ahora que d * a ^ a * d —e y que a" * a = a * a" = e. Entonces

a * a" = a * a' =  e

y, por el teorema 2.1,

o" =  d,
de manera que el inverso de o en un grupo es único. ■

Para su información, queremos hacer notar que las estructuras algebraicas for
madas por conjuntos con operaciones binarias en las cuales no se cumplen todos

22 GRUPOS .
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los axiomas de grupo, también se estudian ampliamente. De estas estructuras más 
débiles, es el semigrupo, un conjunto con una operación binaría asociativa, la qile 
quizá haya acaparado más atención. Recientemente se han estudiado también las 
estructuras no asociativas.

Por último, es posible dar axiomas formalmente más débiles para un grupo 
<G, *> a saber:

1 La operación binaría * en G es asociativa.

2 Existe una identidad izquierda e en G tal que e * x  = x  para todas las x e  G.

3 Para cada a e G  existe un inverso izquierdo a' en G tal que a' * a = e.

A partir de esta definición de un soto lado podemos probar que la identidad 
izquierda también es una identidad derecha y que un inverso izquierdo también 
es un inverso derecho para el mismo elemento. Por tanto, no deberíamos decir 
que estos axiomas son más débiles, pues dan lugar a las mismas estructuras 
llamadas grupos. Es posible que en algunos casos sea más fácil corroborar estos 
axiomas izquierdos, que corroborar los axiomas válidos para tos dos lados. Desde 
luego, es fácil deducir por simetría que también hay axiomas derechos para un 
grupo.

2.3 GRUPOS FINITOS Y TABLAS DE GRUPO

Hasta ahora nuestros ejemplos han correspondido a grupos infinitos, esto es, de 
grupos donde el conjunto G tiene un número infinito de elementos. El estudiante 
se preguntará si puede existir una estructura de grupo en algún conjunto finito; la 
respuesta es si, y ciertamente, dichas estructuras son muy importantes.

Puesto que un grupo debe tener al menos un elemento, a saber, la identi
dad, el conjunto más pequeño que puede dar lugar a un grupo es un conjunto {?) 
de un elemento. La única operación binaria * posible en {?} está deñnida por 
e * e = e. El estudiante puede corroborar de inmediato que se cumplen los tres 
axiomas de grupo. En cada grupo, el elemento identidad es siempre su propio 
inverso.

Tratemos de construir una estructura de grupo en un conjunto de dos 
elementos. Como uno de los elementos debe desempeñar el papel de identidad, 
digamos que el conjunto es {e,«}. Busquemos una tabla para una operación 
binaria * en {e, a\ que dé una estructura de grupo. Cuando demos una tabla para 
una operación de grupo, siempre colocaremos los elementos en la parte superior, 
hacia la derecha, en el mismo orden en que los colocamos del lado izquierdo, 
hacia abajo, colocando en primer lugar la identidad, como en la tabla siguiente;

* <*

r

a
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Como e será la idenlidad, entonces

e * x  = x * e = x

para todas las .?£{?, a], y nos vemos obligados a llenar la labia de la manera 
indicada más adelante, si es que * va a dar un grupo.

* e a

e e a

a a

Además, a debe tener un inverso a’ tal que

a * a' =  a' * a = e.

En nuestro caso d  debe ser e o a. Puesto que obviamente d  = e no funciona, 
debemos tener d  =  a de tal modo que debemos completar la tabla de la siguiente 
manera:

* e a

e e a

a a €

Se satisfacen así todos los axiomas de grupo, excepto, quizá, la ley asociativa. 
Veremos adelante, en una situación más general, que esta operación * es asociati
va. Ustedes pueden aceptarlo en este momento, o hacer el tedioso trabajo de 
corroborar todos tos casos.

Con base en estos ejemplos, podremos enumerar algunas condiciones que 
una tabla que defina una operación binaria en un conjunto finito debe satisfacer, 
para dotarlo de una estructura de grupo. Es necesario que algún elemento del 
conjunto, que siempre denotaremos por e, actúe como identidad. La condición 
e * x = x  significa que el renglón de la tabla que contiene a e en el extremo 
izquierdo, debe contener exactamente los elementos que aparecen hasta arriba de 
la tabla, en el mismo orden. En forma análoga, la condición x * e  = x  significa 
que la columna de la tabla bajo e, debe contener precisamente los elementos que 
aparecen en el extremo izquierdo, en el mismo orden. El hecho de que cada 
elemento a tenga un inverso derecho y un izquierdo, quiere decir que en el 
renglón frente a a debe aparecer el elemento e y que en la columna bajo a debe 
aparecer e en primer lugar. Así, e debe aparecer en cada renglón y en cada 
columna. Sin embargo, podemos mejorar esto. Por el teorema 2.2, no sólo tienen 
soluciones únicas las ecuaciones a * x  = e y y* a' = e, sino también las ecuacio-
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nes a* x = b y y + a = b. Por un argumento análogo, esto significa que cada 
elemento b del grupo debe aparecer una y sólo una vez en cada renglón y en cada 
columna de la tabla. '

De manera recíproca, supongamos que una tabla para una operación binaria 
en un conjunto finito es tal, que hay un elemento actuando como identidad y que 
cada elemento del conjunto aparece precisamente una vez en cada renglón y en 
eada columna. Se puede ver entonces, que la estructura es de grupo si y sólo si se 
cumple la ley asociativa. Si una operación binaría * está dada por una tabla, por 
lo común es laborioso verífiear que se cumple la ley asociativa. Si la operación * 
se define mediante alguna propiedad que caracteriza a a * ó, suele ser fácil verifi
car el cumplimiento de la ley asociativa. Afortunadamente, este segundo caso 
resulta ser el más frecuente.

Se ha visto que hay esencialmente un solo grupo de dos elementos, en el 
sentido de que si denotamos los elementos por e y a colocando primero a la 
identidad e, la tabla debe ser así

Supongamos que un conjunto tiene tres elementos. Como antes, podemos 
hacer el conjunto {e,a, ó}. Para que e sea una identidad; en este conjunto, una 
operación binaría * debe tener una tabla como se muestra en la tabla 2.1. 
Quedan cuatro lugares por llenar. El estudiante puede ver de inmediato que la 
tabla 2.1 debe completarse como se muestra en la tabla 2.2, si cada renglón y 
cada columna debe contener precisamente una vez cada elemento. De nuevo se 
pide aceptar, sin demostración, el hecho de que esta operación es asociativa, de 
modo que * sí da una estructura de grupo en G =  {e, a, b).

Tabla 2.1 Tabla 2.2

Supongamos ahora que G' es cualquier otro grupo de tres elementos e 
imaginemos una tabla para G' donde la identidad aparece en primer lugar. 
Debido a que pudimos llenar la tabla para G =  {e, a, b) de una sola manera, 
vemos que si llamamos e a la identidad de G\ a al siguiente elemento y b al 
último, la tabla de G' que resulte será la misma que la de G. En otras palabras, las 
características estructurales son las mismas para ambos grupos; un grupo se verá
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exactamente igual a otro con sólo cambiar el nombre a sus elementos. Por tanto, 
cualesquiera dos grupos de tres elementos son estructuralmente el mismo. Esta es 
nuestra introducción al concepto de isomorftsmo. Los grupos G y G' son isomor- 
fos. Algunas veces este concepto parece algo difícil a los estudiantes. No se
tratará aquí, más adelante lo haremos de manera precisa.

ejercidos--------------------------------------------------------------------------------

2.1 Para cada operación binaria * definida en el conjunto señalado dígase cuándo * dota 
al conjunto de una estructura de grupo. De no resultar grupo, dése el primer axioma en el
orden 9 ,; 9¿  ífjt de la sección 2.2 que no se cumpla.

a) Defínase * en Z por a * b — ab
b) Defínase * en Z por a • b = a — b
c) Defínase • en R + por a * b = ab
d) Defínase * en Q por a * b = ab
e) Defínase • en el conjunto de todos los números reales distintos de cero por a * b = ab
f) Defínase * en C por a * b = a + b
12 Considérense nuestros axiomas 9 ,;  C91 y para un grupo. Están dados en el orden 
y f t f S y  Otros posibles órdenes para enunciarlos son 2; íf
y <3jf-£fx. De estos seis órdenes posibles, precisamente tres son aceptables para una 
definición. ¿Qué órdenes no son aceptables y por qué? (Recuérdese que la mayoría de los 
profesores pregunta la definición de grupo cuando menos en un examen.)

13 Muéstrese mediante cálculos y por el teorema 13 que si G es un grupo con operación 
binaria *, entonces, para todas las a, be G, tenemos que (a * ó)' =  b'* a'. ¿Cuál sería una 
expresión análoga para (a * b' * c)'?

14 Precédase de la siguiente manera para mostrar que hay dos tipos diferentes posibles 
de estructura de grupo en un conjunto de cuatro elementos. Sea el conjunto |e, a, b, c} con 
la identidad e para la operación del grupo. Entonces la tabla de grupo debe comenzar 
como se muestra en la tabla 2.3

Tabla 2.s
4 e a b c

e e a b c

a a ?

b b

c c

El cuadro marcado con la interrogación no puede llenarse con a. Debe llenarse ya sea con 
la identidad e o con un elemento diferente de e y de a. En el último caso no se pierde 
generalidad al suponer que este elemento es b. Si este cuadro se llena con e, la tabla puede 
completarse entonces de dos maneras, para dar un grupo. Encuéntrense estas dos tablas. 
(No es necesario corroborar la ley asociativa.) Si se llena el cuadro con b, entonces se 
puede completar la tabla de un solo modo para dar un grupo. Encuéntrese esta tabla.
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(Tampoco aqui es necesario corroborar la ley asociativa.) De las tres tablas obtenidas, dos 
dan el mismo tipo de estructura de grupo. Determínese cuáles son y muéstrese de qué 
manera debería cambiar el nombre de los elemcnlos de una tabla para que ambas sean la 
misma. ¿Son conmutativos todos los grupos de 4 elementos?

123 Muéstrese que si G es un grupo finito con identidad e y con un número par de 
elementos, entonces existe <¡ d  e, en G, tal que a* a = e.
2.6 ¿Falso o verdadero?
  a) Un grupo puede tener más de un elemento identidad.
  b) Cualesquiera dos grupos de tres elementos son isomorfos.
  c) En un grupo, cada ecuación lineal tiene solución.
  d) La actitud correcta frente a una definición es memorizarla de manera que pueda

luego repetirla palabra por palabra como viene en el texto.
  c) Cualquier definición de grupo dada por alguna persona es correcta siempre que

lo que sea grupo según su definición, sea grupo también según la definición del 
libro.

  f) Cualquier definición de grupo dada por alguna persona es correcta siempre que
esa persona muestre que todo lo que satisface su definición también satisface la 
dd libro y viceversa.

—  g) Todo grupo finito de tres elementos como máximo es abeliano.
  h| Una ecuación de la forma a* x* b = c siempre tiene solución única en un

grupo.
  i) El conjunto vacío puede considerarse como grupo.
  j) Hasta ahora, en el libro no se han presentado ejemplos de grupos no abelianos.

2.7 Dése una tabla para una operación binada en el conjunto {f, a, ó} de tres elementos 
que cumpla los axiomas y ífj de grupo, pero no el axioma 9 1.
2L8 De acuerdo con el ejercicio 1.9, hay 16 operaciones binarias posibles en un conjunto 
de 2 dentemos. ¿Cuántas dotan al conjunto de estructura de grupo? ¿Cuántas de las 
19,683 operaciones binarias posibles en un conjunto de 3 elementos dotan al conjunto de 
una estructura de grupo?
1S Sea S d  conjunto de todos los números reales excepto — 1. Defínase * en S  por

a * b ^ a + b  +  ab.

a) Muéstrese que • da una operadón binaria en S.
b) Muéstrese que <5, *> es un grupo.
c) Encuéntrese la solución de la ecuación 2 * x * 3  = 7enS.
2.10 Sea R* el conjunto de todos los números reales excepto d 0. Defínase * en R* por 
a*b = |n|6.
a) Muéstrese que * da una operadón binaria asociativa en R*.
b) Muéstrese que existe una identidad izquierda para * y un inverso derecho para cada

demento en R*.
c) Con esta operadón binaria, ¿es R* un grupo?
d) Expliqúese la importanda de este ejercido.
2.11 Si * es una operadón binaria en un conjunto S, un elemento x de S  es idempotente 
pan * si x * x = x. Pruébese que un grupo tiene exactamente un elemento idempotente. 
(Pueden usarse los teoremas que ya se han demostrado en el texto.)



28 GRUPOS

2.12 Muéstrese que todo grupo G con identidad e tal que x * x = e para todas las x e  G, 
es abeliano. [ Sugerencia: considérese (ai)2.]

2.13 Pruébese que un conjunto G, junto con una operación binaría * en G que satisface 
los axiomas izquierdos 1, 2 y 3, dados al final de la sección 2.2, es un grupo.

2.14 Pruébese que un conjunto no vado G junto con una operación binaria * en G tal 
que las ecuaciones

a*x = b y y  + a = b tienen soluciones en G para todas las a, b, e G,

es un grupo. [Sugerencia: úsese el ejerdcio 2,13.]

2.15 Las siguientes «definiciones» de grupo, que deberán criticarse, se han reproduddo 
literalmente, incluyendo ortografía y puntuación, de los exámenes de algunos alumnos.

a) Un grupo G es un conjunto de elementos junto con una operación binaria * tal que se 
satisfacen las siguientes condiciones

• es asociativa 
Existe e e G tal que

e * x = x*e = x = identidad.

Para toda ae G existe un a' (inverso) tal que

a • d  =  a' -a =  e

b) Un grupo es un conjunto G tal que
La operación en G es asociativa.
existe un elemento identidad (e) en G.
para toda a e G, existe un a' (inverso para cada elemento)

c) Un grupo es un conjunto con una operación binaría tal que
está definida la operación binaria
existe un inverso
existe un elemento identidad

d) Un conjunto G se llama un grupo sobre la operación binaria * tal que para todas las 
a,b,€ G

Operación binaria • es asociativa bajo ta suma 
existe un elemento {e} tal que

a*e -  e*a = e 

Para todo elemento a existe un elemento d  tal que

a *d  =  d  *a — e



Subgrupos

3.1 NOTACION Y TERMINOLOGIA

Es el momento de explicar algo de terminología y notaciones convencionales 
usadas en la teoría de grupos. Por regla general, los algebristas no usan un 
símbolo especial • para denotar una operación binaria diferente de la suma y 
multiplicación usuales. Se afierran a la notación convencional de la suma y la 
multiplicación e incluso llaman la operación suma o multiplicación, dependiendo 
del símbolo usado. Es obvio que el símbolo paTa la suma es + y la multiplicación 
se denota con la yuxtaposición de los factores sin un punto, si es que no hay 
confusión. Asi, en lugar de la notación a » b  usaremos ya sea a + b que se lee 
«la suma de á y ó» o ab que se lee «el producto de a y ó». Hay una especie de 
acuerdo entre caballeros en cuánto a que el símbolo +  se use sólo para designar 
operaciones conmutativas. Los algebristas se sienten muy incómodos cuando ven 
a + b ^  b + a. Por esta razón, al desarrollar nuestra teoría de grupos, en una 
situación general donde la operación pueda ser o no conmutativa, usaremos 
siempre la notación multiplicativa.

Los matemáticos usan con frecuencia el símbolo 0 para denotar una identi
dad aditiva y el símbolo l para denotar una identidad multiplicativa, aunque en 
realidad no se denoten los enteros 0 y l. Claro que si alguien habla al mismo 
tiempo de números, podría haber confusión, y se prefiere el uso de símbolos 
como e o  u como elementos identidad. Por tanto, una tabla para un grupo de tres 
elementos se vería como la tabla 3.1 o bien, como dicho grupo es conmutativo, se 
vería como la tabla 3.2. En situaciones generales seguiremos usando e para 
denotar el elemento identidad de un grupo.
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Tabla 3.1 Tabla 3.2
I a b + 0 a b

1 1 a b 0 0 a b

a a b 1 a a b 0

b b 1 a b b 0 a

Se acostumbra denotar el inverso de un elemento o en un grupo, con a~l en 
notación multiplicativa, y con - a  en notación aditiva. En adelante usaremos 
estas notaciones en lugar del símbolo d .

Expliquemos un término más, que se usa tanto, que amerita una definición 
aparte.

Definición Si G es un grupo finito, entonces el orden \G | de G es el número 
de elementos en G. En general, para cualquier conjunto Gnito S, |S| es el 
número de elementos en S.

Por último, en lugar de la frase con ¡a operación binaria de usaremos la 
palabra bajo, así que «el grupo R con la operación binaría de suma» se convierte 
en «el grupo R bajo la suma».

3.2 SUBCONJUNTOS Y SUBCRUPOS

Habrán notado que hemos tenido a veces grupos contenidos en grupos mayores. 
Por ejemplo, el grupo Z bajo la suma está contenido en el grupo Q bajo la suma, 
el cual a su vez está contenido en el grupo R bajo la suma. Cuando vemos al 
grupo <Z, + )  como contenido en el grupo <R, + > es importante notar que la 
operación 4- en los enteros n y m  como elementos de <Z, +  )  produce el mismo 
elemento n +  m que resultaría si se pensara en n y m como elementos de <R, +  >. 
Por tanto, no debemos considerar tü grupo <Q +, ■) como contenido en <R, +> 
aunque Q + está contenido en R como conjunto. En este ejemplo, 2-3 = 6 en 
<Q+, mientras que 2 +  3 =  5 en <R, + ). No sólo se requiere que el conjunto 
de un grupo esté contenido en el conjunto del otro, sino también que la opera
ción de grupo en el conjunto menor asigne el mismo elemento a cada par 
ordenado de este conjunto menor que el asignado por la operación de grupo del 
conjunto mayor. Daremos una sene de diüniciones para precisar estas ideas.

Definición Un conjunto B  es un subconjunto de un conjunto A denotado por 
B ^ A o A ^ B s i  cada elemento de B  está en A. Las notaciones B cz A o 
A => B  se usarán para B  £  A, pero B ¥= A.

Nótese que de acuerdo con esta definición, para cualquier conjunto A, A 
misma y 0  son subconjuntos de A. -
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Definición Si A es cualquier conjunto, entonces A es el subconjunto impro
pio de A. Cualquier otro subconjunto de A es un subconjunto propio de A.

Definición Sea G un grupo y sea S un subconjunto de G. Si para cada a, 
be S e s cierto que el producto ab calculado en G también está en S, entonces 
S  es cerrado bajo ta operación de grupo de G, La operación binaria en S, asi 
definida, es la operación inducida en S desde G,

Podemos ahora precisar el concepto de grupo contenido en otro.

Definición Si H  es un subconjunto de un grupo G cerrado bajo la opera
ción de grupo de G y si H  es él mismo un grupo bajo esta operación 
inducida, entonces H es un subgrupo de G. Denotaremos por H < G o 
G ¿  H el hecho de que H  es un subgrupo de G, y H (G  o G> H  significará que 
H ¿  G, pero H

Asi, <Z, + > <  <R, + >, pero <Q+, •> no es un subgrupo de (R, + > aunque, 
como conjuntas, Q* c  R. Cada grupo G tiene como subgrupos a G mismo y (?}, 
donde e es el elemento identidad de G.

Definición Si G es un grupo, entonces G es el subgrupo impropio de G. 
Todos los otros subgrupos son subgrupos propios. Además, (e} es el subgrupo 
trivial de G. Todos ios otros subgrupos son no triviales.

Daremos algunos ejemplos.

Ejemplo 3,1 Q + bajo multiplicación es un subgrupo propio de R + bajo 
multiplicación. ■

Ejemplo 3¿  Hay dos tipos diferentes de estructuras de grupo de orden 4 (véase 
el ejercicio 2.4). Se describieron por sus tablas de grupo (tablas 3.3 y 3.4). El grupo 
V es el 4-grupo de Klein; la notación V proviene de la palabra alemana vier- 
gruppe.

Tabla 3.3 TaMa 3.4
+ 0 1 2

i 
“ t

;

e a b c

0 0 l 2 3 e e a b c
1 1 2 3 0 a a e c b

2 2 3 0 1 b b c e a
3 3 0 1 2 c c b Q e

El único subgrupo propio no trivial de Z4 es [0, 2}, Nótese que {0, 3} no es 
un subgrupo de Z4 pues {0, 3} no es cerrado bajo + . Por ejemplo, 3 + 3 =  2 y 
2 i  {0, 3); sin embargo, el grupo V tiene tres subgrupos propios no triviales,
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{e, a}\ {e, 6} y {e, r}. Aqui, {e, a, A} no es un subgrupo puesto que {e. a. ó¡ no es 
cerrado bajo la operación de V. Por ejemplo, ab -  c y c$  ¡í\ a, b\. ■

A menudo es conveniente dibujar un diagrama reticular de los subgrupos de un 
grupo. En dicho diagrama una recta que baja de un grupo G a un grupo H 
significa que H  es un subgrupo de G. Por tanto, el grupo más grande está más 
arriba en el diagrama. La figura 3.1 contiene los diagramas reticulares para los 
grupos Z4 y V del ejemplo 3.2.

Z*

{<U}

ío;
(a)

Hg. 3.1 (a

Nótese que si H ^  G y a e H entonces, por el teorema 2.2, la ecuación 
ax = a debe tener solución única, a saber, el elemento identidad de H. Pero esta 
ecuación también puede verse como una ecuación en G y ventos que esta solución 
única debe ser también la identidad e de G. Un argumento análogo aplicado a la 
ecuación ax = e considerada tanto en H  como en G, muestra que el inverso a ~ ' 
de a en G es también el inverso de a en el subgrupo H.

Conviene tener un criterio de rutina para determinar si un subconjunlo de 
un grupo G es un subgrupo de G. El siguiente teorema proporciona dicho 
criterio. Aunque hay criterios más compactos que involucran una sola condición, 
preferimos éste, por ser más transparente, para un primer curso.

Teorema 3.1 Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si r
sólo si

1 H es cerrado bajo ¡a operación binaria de G\
2 ia identidad e de G está en H\
3 para todos los a e  H es cierto que a~1e H también.

Demostración El hecho de que si H <>G entonces deben cumplirse las condicio
nes 1, 2 y 3, se desprende de inmediato de la definición de subgrupo y de las 
observaciones que preceden al enunciado del teorema.

De manera recíproca, supóngase que //e s  un subconjunto de un grupo G tal 
que se cumplen las condiciones I, 2 y 3. Por 2 tenemos de inmediato que ' l ,  se 
satisface. También &3 se satisface por 3. Falta corroborar el axioma asociativo 
í f 1. Pero, con seguridad, para toda a, b, c e  H cs cierto que (<■//?)<■ = tt(hc) en H  ya 
que en realidad podemos considerarla una ecuación en G, donde se cumple la ley 
asociativa. De aquí que H < G. m '

(b)
Diagrama reticular para Z. (b) Diagrama reticular para V.
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3.3 SUBGRUPOS CICLICOS

En el ejemplo 3.2 observamos que {0, 3} no es un subgrupo de Z4. Veamos qué 
tan grande tendría que ser un subgrupo H de Z4 que contenga el 3. Tendría que 
contener la identidad 0 y el inverso de 3 que es 1. También H debería contener a 
3 + 3 que es 2. Asi, el único subgrupo de Z4 que contiene el 3 es Z4 mismo.

Se imitará ahora este razonamiento en una situación general. Como ya se 
dijo, para un argumento general se usa siempre la notación multiplicativa. Sea G 
un grupo y sea a e G. Un subgrupo de G que conlenga a debe, por el teorema 3.1, 
contener oa, lo que denotaremos por a1. Entonces, debe contener a1 a lo que 
denotamos por a3. En general, debe contener út*, que es el resultado del cálculo de 
productos de a por si mismo, n factores para cada entero positivo n. (En notación 
aditiva denotaríamos esto por na.) Estas potencias enteras positivas de a confor
man un conjunto cerrado bajo multiplicación. Sin embargo, es posible que el 
inverso de a no esté en este conjunto. Desde luego, un subgrupo que contenga a 
debe contener también a~1 y, por tanto, a~ ' a ~ lo que denotamos por a~2 y en 
general, debe contener a~m para toda m e Z * .  Debe contener la identidad 
e = aa~l. Por razones simbólicas obvias, estamos de acuerdo en que a° sea e. En 
resumen, se ha mostrado que un subgrupo de G que contenga a, debe contener 
todos los elementos cf (o na para grupos aditivos) para toda n e Z. Es decir, un 
subgrupo que contenga a debe contener {a"|n e Z}. Obsérvese que estas potencias 
<f de a no son por fuerza distintas. Por ejemplo, en el grupo V del ejemplo 3.2

a2 =  e, a3 =  a, a* = e, a~ l =  a, y así sucesivamente.

Es fácil ver que se cumple la ley usual de los exponentes cTcf =  fl"+" para m, 
r e  Z, Es claro para m, n e Z +. Podemos ilustrar otro tipo de caso con un 
ejemplo:

a~2as = a~ ia~1aaaaa =  a ~ l(a~la)aaaa — a~1eaaaa =  a ~ 1{ea)aaa 
=  a~laaaa =  (a~*a)aaa — eaaa =  (ea\aa = aaa = a3

Dejamos los detalles de la demostración del caso general a los estudiantes que no 
teman aburrirse. Casi se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.2 . Sea G un grupo y  sea a e G. Entonces

H = {fl*|neZ}

es un subgrupo de G y  es el menor subgrupo de G que contiene a, esto es, cada
subgrupo que contiene a contiene

, Se podrá distinguir entre los términos mínima! y menor cuando se apliquen a subconjuntos de un 
conjunto 5  que tengan alguna propiedad. Un uibconjunto H  de S  es minimal con respecto a la 
propiedad si //tiene la propiedad y ningún subconjunto K ¡z H , K *  H  tiene la propiedad. Si H  tiene 
la propiedad y H E K  para todo subconjutilo K  con la propiedad, entonces H  es el subconjunlo 
menor con la propiedad. Puede haber muchos subconjuntos minimales, pero sólo un suboonjunto 
menor. Para ilustrar, {e, a), (e, ó} y {e, (} son lodos los su bg rapos no triviales minimales del grupo V. 
(Véase la figura 3.1.) Sin embargo, V no contiene un subgrupo no trivial menor.
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Demostración Verifiqúese si se cumplen las tres condiciones dadas en el teore
ma 3.1, para que un subconjunlo de un grupo dé un subgrupo. Puesto que eft f  = 
= o’"1’ para r, .ve Z, el producto en G de dos elementos de //e s tá  en ff. Asi, H  es 
cerrado bajo la operación de grupo de G. Además, a° = e de modo que e e H  y 
para t í  e H, a~ 'e  H y a~ 'd  = e. Todas las condiciones se satisfacen y, por tanto, 
H s G .

Los argumentos previos al enunciado del teorema muestran que cualquier 
subgrupo de G que contenga a, debe contener H así, H es el subgrupo menor de G 
que contiene a. a

Definición El grupo H del leorema 3.2 es el subgrupo cíclico de G generado 
p o r a y se denotará por <u>.

Definición Un elemento a de un grupo G genera G y es un generador de G si 
<«) =  G. Un grupo G es cíclico si existe algún elemento a en G que genere G.

Ejemplo 3.3 Sean Z 4 y V los grupos del ejemplo 3.2. Entonces Z 4 es cíclico y 
lanío I como 3 son generadores, esto es,

<1> = <3> =  Z4

Sin embargo, V no es cíclico pues <o), <ó) y <c) son subgrupos propios de 2 
elementos. Es claro que <c> es el subgrupo trivial de un elemento. ■

Ejemplo 3.4 El grupo Z bajo la suma es un grupo cíclico. Tanto t como — 1 son 
generadores del grupo. ■ ’■

Ejemplo 3 3  Considérese el grupo Z bajo la suma y búsquese <3>. Aquí, la 
notación es aditiva y <3> debe contener

3 3 + 3 =  6 3 +  3 +  3 = 9 y así sucesivamente,
0 —3 - 3  +  — 3 = —6 — 3 +  — 3 + —3 = - 9  y así sucesivamente.

En oirás palabras, el subgrupo cíclico generado por 3 consta de todos los 
múltiplos de 3, positivos, negaiivos y el cero. Denotamos esie subgrupo por 3Z, 
así como por <3>. De manera similar, nZ será el subgrupo cíclico <n) de Z. 
Nólese que 6Z < 3Z. ■

Ejercidos------------------------------------------------ -------------------------------

11 Determínese cuáles de los siguientes subconjuntos de los números complejos son 
subgrupos bajo la suma del grupo C de los números complejos bajo la suma.

a) R b) Q* c) 7Z
d) El conjunto /R de los números imaginarios puros incluyendo 0
e) El conjunto >rQ de los múltiplos racionales de tt
f| El conjunto {jt" | n e Z} '
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32 A continuación se dan varios grupos. Proporciónese una lista completa de todas las 
relaciones de un grupo cuando es subgrupo de algún otro grupo lisiado.

Gi = Z bajo la suma
G, = I2Z bajo la suma
G3 = Q + bajo la multiplicación
G4 = R bajo la suma
Gs = R + bajo la multiplicación
Gt = {n"|f>€Z} bajo la multiplicación
G, = 37. bajo la suma
G9 =  el conjunto de todos los múltiplos enteros de 6 bajo la sume 
G, = {6"|neZ} bajo la multiplicación.

3 J  Escriban» al menos 3 elementos de cada uno de los siguientes grupos cíclicos.

a) 25Z bajo la suma
b) {(jf | n e Z} bajo la multiplicación
c) {»*|neZ} bajo la multiplicación

X4 ¿Cuáles de los siguientes grupos son cíclicos? Para cada grupo ciclico obténganse 
todos los generadores del grupo.

G, = < Z ,+ >  G3 = < Q ,+ )  Gj = <Q+, •> G4 = < 6Z ,+ >
G s = {6* | n e Z} bajo la multiplicación 
G* = {a +  b y¡2 |a , b,€Z} bajo la suma

35 Estúdiese la estructura de la tabla del grupo Z4 del ejemplo 3.2.

a) Por analogía, complétese la tabla 3.3 para obtener el grupo cíclico Z6 de 6 elementos. 
(No es necesario probar la ley asociativa.)

b) Calcúlense los subgrupos < l), (2), <3>. (4 ) y (5 ) del grupo Z 6 dado en la parte a).
c) ¿Qué elementos son generadores para el grupo Zt de la parte a)?

*14» Muéstrese que si H y K son subgrupos de un grupo abeliano G, entonces {Mr | he H 
y k £ K) es un subgrupo de G.

3-7 ¿Falso o verdadero?

  a) La ley asociativa se cumple en todo grupo.
  b) Puede haber un grupo donde falle ia ley de la cancelación.
  c) Todo grupo es un subgrupo de si mismo. '



3 6  SUBGRUPOS

d) Todo grupo tiene precisamente dos subgrupos impropios.
e) En lodo grupo cíclico, todo elemento es un generador. _
f) Hasta ahora, no se ha dado en el libro un ejemplo de grupo que no sea abeliano.
g) Todo conjunto de números que es grupo bajo la suma, también es grupo bajo la 

multiplicación.
h) Se puede definir un subgrupo como subconjunto de un grupo.
i) Z4 es un grupo cíclico.
j) Todo subconjunto de todo grupo es un subgrupo bajo la operación inducida.

3.8 Encuéntrese el error en el siguiente argumento: «La condición 2 del teorema 3.1 es 
redundante, ya que puede derivarse de I y 3, para ello sea ae H. Entonces, a -1 e H por 3 
y, por f, aa~1 => e es un elemento de tí, le cual prueba 2.»

3.9 Muéstrese que un subconjunto no vacío tí  de un grupo G es un subgrupo de G si y 
sólo si oh~1 e H para toda a, be H. (Este es uno de los criterios más compactos menciona
dos antes del teorema 3.1.)

3.10 Pruébese que un grupo cíclico con un soto generador puede tener a lo más 2 
elementos.

3.11 Pruébese que si G es un grupo abeliano con identidad e, entonces todos los 
elementos x  de G que satisfacen la ecuación x1 = e forman un subgrupo t í  de G.
3.12 Repítase el ejercicio 3.11 para la situación general del conjunto t í  de todas las 
soluciones x de la ecuación x“ = e, para un entero fijo n £  I, en un grupo abeliano G con 
identidad e.
3.13 M uéstrese que si a e G, donde <7 es un grupo finito con identidad e, entonces existe 
n e  Z + tal que a" = e. .,

3.14 Sea la operación binaría de un grupo G cerrada en un subconjunto finito no vado 
H de G. Muéstrese que H es un subgrupo de G.
3.15 Sea G un grupo y a un elemento fijo de Gt muéstrese que

tí, — {xeG \ xa — ax}

es un subgrupo de G.
3.16 Generalizando el ejercicio 3.13, sea S cualquier subconjunto de un grupo G.
a) Muéstrese que Hs =  ¡ t e G \ xs =  sx para toda s e S} es un subgrupo de G.
b) Con referencia a la parte a), el subgrupo Hc es el centro de G. Muéstrese que HG es un 

grupo abeliano. .

3.17 Sea H un subgrupo de un grupo G. Para a, be G sea a ~  b si y sólo si ab' 1 € tí. 
Muéstrese que ~  es una relación de equivalencia en G.
3.18 Para los conjunlos H y K defínase la intersección H r\K por

H n  K = { jc |x e / f y j r e K } .

Muéstrese que si H ¿  G y K <, G, entonces H r\ K <, G.
3.19 Muéstrese, mediante nn ejemplo, la posibilidad de que la ecuación cuadrática 
.v1 -  (' tenga más de dos soluciones en algún grupo G con identidad e.
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Permutaciones i

4.1 FUNCIONES Y PERMUTACIONES

En este capítulo y en el siguiente trabajaremos con grupos cuyos elementos son 
entes llamados permutaciones. Estos grupos nos proporcionarán los primeros 
ejemplos de grupos que no son abelianos. Mostraremos, en un capítulo posterior, 
que cualquier grupo es estructuralmente el mismo que algún grupo de permuta
ciones. Por desgracia, este resultado, que parece muy importante, no resulta útil 
en particular.

Quizás estén familiarizados con la idea de permutación de un conjunto como 
un rearreglo de elementos del conjunto. Asi, para el conjunto {1, 2, 3, 4, 5} se 
podría dar, esquemáticamente, un rearreglo de los elementos, como en la figura 
4.1, y obtener el nuevo arreglo {4, 2, 5, 3, 1}. Pensemos en este diagrama 
esquemático de la figura 4.1 como una traslación o una transformación de cada 
elemento de la columna de la izquierda, en un único elemento (no necesariamente 
distinto) del mismo conjunto listado a la derecha. De este modo, el 1 va a dar al 
4, el 2 se transforma en el 2, y así sucesivamente. Más aún para ser permutación 
del conjunto, esta transformación debe ser tal que cada elemento aparezca una y 
sólo una vez en la columna de la derecha. Por ejemplo, el diagrama en la iígura

1 -  4 l -  3

2 - 2 2 -  2

3 -  5 3 - 4

4 - 0 4 - 5

3 -  1 5 - 3

Figura 4.1 Figura 4.2
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4.2 no da una permutación, pues en la columna derecha, el 3 aparece dos veces 
mientras que el 1 no aparece. Definiremos una permutación como dicho tipo de 
transformación. Sin embargo, la idea general de asignar a cada elemento de algún 
conjunto un elemento del mismo o quizá de un conjunto diferente, se presentará 
tan a menudo en nuestro trabajo que daremos primero una definición aparle de 
este concepto. El concepto es el de función, término que ya han encontrado.

Figura u

Definición Una fundón o transformación $ de na conjunto A en un conjunto
B  es una regla que asigna a cada demento a de A exactamente un elemento b 
de B, Se dice que transforma a tn  b {o que <t> Aera a tn  b) y  que 
transforma o Uera A en B.

La notación clásica para denotar que j> lleva a en ó es

m  =  b

Sin embargo, con frecuencia usaremos la notación

a§ =  b

También se encuentra en la literatura la notación a* =  ó. El elemento b es la 
imagen de a  ha jo ó. El hecho de que 4  Ikva A en B se representará simbólica
mente por

$  A —* B

Será útil para d  estudiante considerar una funciÓD en términos de la figura 
4.3. De las tres notaciones posibles dadas después de la definición que expresan 
que lleva a en ó, el estudiante conoce la notación =  b por cursos anterio
res.

Hgura 4,4
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Muchos algebristas prefieren las notaciones atp = b y tí* = b por la siguiente 
razón: si <f> y ^  son funciones con 4> '■ ¿ & y B -*C, entonces existe una
función natural que lleva A en C como se ilustra en la figura 4.4. Esto es, se puede 
ir de A a C vía B, usando las funciones ^  y i¡t. Esta función que lleva A en C 
es la función compuesta constituida por <t> seguida de <//. En la notación clásica 
4>(a) = A y t¡/(b) -  c luego,

= c

y se denota la función compuesta por El símbolo *l*4> para <p seguida de ^  se 
tiene, entonces, que leer de derecha a izquierda. En las notaciones más recientes 
tenemos a$ = b y tn¡f = c con

W  = c

oíi* = =  r  con

d**' = (tí*)* = c

Por tanto, la función compuesta en estas notaciones es <f»p y  puede leerse de 
izquierda a derecha. Sugerimos al estudiante leer las notaciones a<f> =  b y  a* =  b 
como «la imagen de a bajo 4> es A». Comprenderán que toda esta discusión no es 
acerca del concepto, sino sobre notación. Sin embargo, una mala selección de 
notación puede entorpecer mucho el desarrollo de una teoría matemática.

Volviendo a las permutaciones, de acuerdo con nuestra definición, vemos que 
la asignación de la iigura 4.2 es una función de {1, 2,3,4,5} en si misma. Pero no 
queremos Uamar a esto una permutación. Es necesario escoger aquellas funciones 
4> tal que todo elemento del conjunto es imagen de exactamente un solo elemento. 
De nuevo, existe una terminología para una situación más general.

Definición Una función de un conjunto A en un conjunto B es uno a uno si 
cada elemento de B es imagen de a lo más un elemento de A y es sobre B si 
cada elemento de B  es imagen de al menos un elemento de A.

En términos de la figura 4.3, una función : A -* B es uno a uno si cada 
b e B  tiene a lo más una flecha dirigida hada sí. Derir que <f> es sobre B, es decir 
que toda b e B  tiene al menos una flecha dirigida hacia sí. Puesto que a menudo 
estaremos probando qué dertas fundones son uno a uno, o sobre, o ambas cosas, 
vale la pena mendonar la técnica a utilizar.

1 Para mostrar que <f> es uno a uno, se muestra que a1<f> =  a 20 implica 
a , = a 2

2 Para mostrar que 4> es sobre B, se muestra que para todo b e  B existe a e A 
tal que a<f> = b .
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Por último, señalemos que para <j>: A -* B, el conjunto A es el dominio de 0; el 
conjunto B  es el codominio de <f> y el conjunto A<¡> = {a<¡> | ae A) es la Imagen de 
A bajo <f>.

Para una permutación del conjunto A queremos que cada elemento de A sea 
imagen de uno y sólo un elemento de A , de aqui la siguiente definición.

Definición Una permutación de un conjunto A es una función de A en A que 
es tanto uno a uno como sobre. En otras palabras, una permutación de A es 
una función uno a uno de A sobre A.

También escribimos

<t>'-A *B

para representar una fundón <t> uno a uno de A sobre B.
Es necesario emplear algo de tiempo en estudiar y tratar de entender estas 

ideas; esto fadlitará el cuno. La terminología es todavía la usual, aunque hay 
otra terminología que está más y más en boga, propagada por los disdpulos de 
N. Bourbaki. No usaremos aqui esa terminología, pero la daremos para que 
ustedes comprendan su significado en caso de encontrarla. En la nueva termino- 
logia, una transformación uno a uno es una inyecrión; una transformación sobre 
es una suprayecáón y una transformación que es uno a uno y sobre es una 
biyección. ,

4.2  GRUPOS DE PERMUTACIONES

En las permutaciones de un conjunto se define una operación binaria natural, la 
multiplicación de permutaciones. Sea A un conjunto y sean a y r permutaciones de 
A de modo que o  y t  son funciones uno a uno y llevan A sobre A. La función 
compuesta ax, como se ilustra en la iigura 4.4, con B = C = A; <¡> = a y \ ( i ~ x ,  
nos da una transformadón de A  en A. Ahora bien, ax será una permutadón si es 
uno a uno y sobre A. Usamos la notadón de escribir las fundones a la derecha, 
de manera que ax puede leerse de izquierda a derecha. Mostremos que ax es uno 
a uno. Si

^(trr) = a2(ox\

entonces

=  (íj2<t)t,

y como está dado que t es uno a uno, sabemos que a^a — a2<¡. Pero entonces, 
como a es uno a uno, esto da <jl = a2. De aquí que ax es uno a uno. Para
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mostrar que as es sobre A, sea a e A .  Como t es sobre A, existe a' e A tal que
a rT =  a. Como a es sobre A, existe a" e A tal que a' = d ’a. Entonces,

a = a'i = (a"a)T -  a"(ai),

de modo que <tt es sobre A.
Para ilustrar esto, supóngase que

A =  {t, 2, 3,4,5}

y que a es la permutación dada por la figura 4.1. Escribimos a en una notación 
más común como

( l  2 3 4 5 \
a ~  \4  2 5 3 I /

así, la = 4; 2<r =  2, y asi sucesivamente. Sea

/ I  2 3 4 5 \
T "  \3  5 4 2 1 /

entonces,

A  2 3 4 5 V l 2 3 4 5 \  / I  2 3 4 5 \
U  2 5 3 ljl^3  5 4 2 1 /  1̂ 2 5 1 4 3 /

Por ejemplo,

1(<tt) =  (1ít)t =  4 t  =  2.

Mostremos ahora que la colección de todas las permutaciones de un conjun
to A no vacío forma un grupo bajo esta multiplicación de permutaciones.

Teorema 4,1 Sea A un conjunto no vacio y  sea SÁ la familia de todas las 
permutaciones de A. Entonces SÁ es un grupo bajo la multiplicación de permu
taciones. ■

Demostración Debemos verificar tres axiomas. Como las permutaciones son 
funciones, para mostrar que para las permutaciones a, x y p se cumple que

(ai)p = oít(í),

tenemos que mostrar que cada función compuesta lleva a toda a e A en la misma 
imagen en A. Esto es, debemos mostrar que
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para toda aeA .  Tenemos

o [ ( o t ) p ]  =  t f f í t r r ) ] / j  =  [(a o )d ]p  =  (a c r)  ( t / í )  =  o [ < t ( t / í ) ] .

Por consiguiente, (en)^ y <r(r¿¿) llevan toda al mismo elemento [(a<r)T]/i y 
son, por tanto, la misma permutación. Como no empleamos el hecho de que <r, r 
y ¡i son uno a uno y sobre, en realidad probamos que la composición de funciones 
es asociativa. Entonces, se satisface 9 t.

La permutación i tal que ai = a para todas las a e A ,  obviamente actúa 
como identidad. Por tanto, se satisface (á 2.

Para una permutación a definimos a -1 como la permutación que invierte la 
dirección de la transformación a, esto es no ' 1 será el elemento d  de A tal que 
a — do . La existencia de exactamente un elemento d  con esa característica se 
debe a que, como función, o es uno a uno y sobre. (Véase el ejercicio 4.18,) Es 
claro que

ai = a = d o  = ( o o 'V  = n(o_1o)

y también que

d i  =  d  =  ao~* =  { d o ] o ~ l  =  a'(<ra~í ),

de manera que o~ xo y  oo~l son, ambas, la permutación i. Así, se satisface áf3 ■

Al definir permutación, no fue necesario que A fuera un conjunto finito. Sin 
embargo, casi lodos nuestros ejemplos de grupos de permutaciones tratarán con 
permutaciones de conjuntos finitos. Es claro que bí tanto A como B tienen el 
mismo número de elementos, entonces el grupo de todas las permutaciones de A 
time la misma estructura que el grupo de todas las permutaciones de B. Se puede 

' obtener un grupo a partir del otro simplemente cambiando el nombre a los 
elementos. Este es, de nuevo, el concepto de grupos isomorfos mencionado en el 
capitulo 2 y acerca del cual hablaremos más adelante.

DefinicióB Si A es el conjunto finito {1, 2, . . . ,  n}, entonces el grupo de 
todas las permutaciones de A es el grupo simétrico de n letras y se denota por
SM.

Nótese que Sm tiene a! elementos, donde

t i  = dji -  IRn -  2) . . .  (3K2KD-

4 .3  DOS EJEMPLOS IMPORTANTES

Ejemplo 41 Un ejemplo interesante es el grupo S 3 de 3! =  6 elementos. Sea ej 
conjunto A = {1,2, 3}. Lístense las permutaciones de A y a cada una asígnese
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una letra griega con subíndice. Más adelante se aclararán las razones para 
asignar los nombres y para sombrear la tabla. Sea

f 1 2 3 > ( 1 2 3 \
P0 =

V 1 2 3 J
, A1 =

V 1 3 2 J
f 1 2 3 > ( 1 2 3 \

P 1 =
V 2 3 1 J

, A 2 =
K 3 2 1 J

f 1 2 3 > ( 1 2 3 \
P2 =

V 3 1 2 J
, A3 =

2 1 3 J
Puede verificarse que la tabla de multiplicación dada en la tabla 4.1 es correcta. Nótese 
que este grupo no es abeliano. Este es el primer ejemplo que tenemos de ello. Hemos 
visto que cualquier grupo de a lo más 4 elementos es abeliano. Más adelante veremos que 
un grupo de 5 elementos también es abeliano. Así, S3 tiene el orden menor entre los 
grupos no abelianos. ■

T abla 4 .1

Po Pl P2 Pl P 2 P l

Po Po Pl P2 Pl P 2 P l

p  1 Pl P2 Po P 2 P l Pl
P2 P2 Po Pl P l Pl P 2

P l Pl P-í P 2 Po P2 Pl
P2 P2 Pl P l Pl Po P2

P-í P-í P2 Pl P2 Pl Po

Hay una correspondencia natural entre los elementos de S3 en el ejemplo 4.1 y las 
maneras en que pueden colocarse, una sobre otra, dos copias de un triángulo equilátero 
con vértices 1,2 y 3 (véase la figura 4.5). Por esta razón, S3 es además el grupo D3, de 
simetrías de un triángulo equilátero. Usamos p¡ para las rotaciones y para las imágenes 
reflejadas en bisectrices de los ángulos. La notación D 3
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representa al tercer grupo diédrico. El n-ésimo grupo diédrico Dn. es el grupo de simetrías 
del n-ágono regular.

E jem plo  4  2 Fórmese el grupo diécdrico D4 de permutaciones, correspondientes a los 
rnodos en que puedan superponerse dos copias de un cuadrado con vértices 1, 2, 3 y 4 
(véase la Figura 4.6). D4 será el grupo de simetrías del cuadrado. También se le llama 
grupo octal. De nuevo, úsese una notación y sombreo en la tabla que parece arbitraria, pero 
que se explicará rnás adelante. lntuitivamenle usemos p¡ para rotaciones, p i para imágenes 
reflejadas en bisectrices perpendiculares a los lados y di para 1os reflejos en las diagonales. 
En. este caso hay ocho permutaciones. Sea

f 1 2 3 4 í 1 2 3 4
p0 =

V 1 2 3 4 )
, P1 =

V 2 1 4 3 J
f 1 2 3 4 í 1 2 3 4 \

P1 =
V 2 3 4 1 )

, P2 =
V 4 3 2 1 J

f 1 2 3 4 í 1 2 3 4 \
P2 =

V 3 4 1 2 )
, P3 =

V 3 2 1 4 J
f 1 2 3 4 í 1 2 3 4 \

P3 =

V 4 1 2 3 )
, P4 =

V 1 4 3 2 J
Puede verificarse que la tabla para D4. dada en la tabla 4.2 es correcta. Nótese que D4, 
tampoco es abeliano. Este grupo es sencillamente una belleza. Nos proporcionará 
magníficos ejemplos para casi todos 1os conceptos que presentaremos en teoría de grupos. 
!Qué bellas simetrías hay en la tabla!

T abla 4 .1

Po P l P 2 P l P l P 2 S i S 2

P o Po P l P 2 P-í P l P 2 S i S 2

pl Pl P 2 P l Po S 2 S i P l P 2

P 2 P 2 P l Po Pl P 2 P l s 2 S i

P-í P-Í Po Pl P 2 S i s 2 P 2 P l

P l P l S i P 2 s 2 Po P 2 P l p- í

P 2 P 2 S 2 P l S i P 2 Po P3 p l

S i S i P 2 s 2 P l P3 Pl Po P 2

S 2 s 2 P l S i P 2 Pl P3 P 2 Po



EJERCICIOS 4 5

Hfl. 4.7 Diagrama reticular para D4.

Por último, en la figura 4.7 se muestra el diagrama reticular para los subgru- 
pos de Da. Verifiqúese si es correcto. ■

Ejercidos

4,1 Considérense las tres permutaciones en S6

c = ( l 2 3 4 5 6 \
\3  1 4 5 6 2y

.  = ( '  2 3 4 5 6\
\2  4 l 3 6 5 /

/ I  2 3 4 5 6 \
“ - { s  2 4 3 1 6 /

Calcúlese
a) <n, b) ox1, c) c2(i, d) w _J, e) axo~l.

4J2 ¿Cuáles de las siguientes funciones de R en R son permutaciones de R?

a) f¡: R -> R definida por /,(x) = x + 1
b) R -> R definida por / 2(x) = x1
c) / 3: R -» R definida por / 3(x) =  — x1 .
41 f¿  R -* R definida por f¿x) = ex
e) f t: R -* R definida por / 3(x) = x1 — x2 — 2x

43 Considérese el grupo S3 del ejemplo 4.1.

a) Encuéntrense los subgrupos cíclicos ( p , ), (p3)  y (Pi> de 53
b) Encuéntrense todos los subgrupos, propios e impropios, de S3 y elabórese el diagrama 

reticular correspondiente.
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4.4 Obténgase la tabla de multiplicación para el subgrupo cíclico de Ss generado por

Habrá 6 elemenlos. Sean p, p*t p1, p \  p1 y p° =  p6. ¿Acaso este grupo es isomorfo a S3?

M.5 Sea A un conjunto y a  un elemento de A. Sea Tm el conjunto de todas las permuta
ciones de A que tengan la propiedad de que oa — a. Muéstrese que T, es un subgrupo del 
grupo de todas las permutaciones de A dado en el teorema 4.1.

46 ¿Falso o verdadero?
  a) Toda permutación es una (unción uno a uno.
  b) Toda función es una permutación si y sólo si es uno a uno.
  c) Toda función de un conjunto finito sobre sí mismo debe ser uno a uno.
  d) Hasta ahora no se ha dado en el libro un ejemplo de un grupo que no sea

abeliano.
  e) Todo subgrupo de un grupo abeliano es abeliano.
  f) Todo elemento de un grupo genera un subgrupo cíclico del grupo.
  g) El grupo simétrico Si0 tiene 10 elementos.
  h) El grupo simétrico S3 es cíclico.
  i) S, no es cíclico para cualquier n.
  j) Todo grupo es isomorfo a algún grupo de permutaciones.

4.7 Muéstrese, mediante un ejemplo, que todo subgrupo propio de un grupo no abeliano 
puede ser abeliano.

4L8 Para las permutaciones <r, r y p del ejercicio 4.1, encuéntrese

4.9 En forma análoga a (os ejemplos 4.1 y 4.2, considérese un n-ágono plano regular para 
n ^  3. Cada una de las maneras en que puedan superponerse dos copias de dicho n-ágono, 
corresponde a cierta permutación de los vértices. El conjunto de estas permutaciones es un 
grupo, el n-ésúno grupo diédrico bajo la multiplicación de permutaciones. Encuéntrese 
el orden de este grupo />„. Proporciónense argumentos geométricos para probar que este 
grupo tiene un subgrupo con justo la mitad de elementos que tiene el grupo.

4.10 Considérese un cubo que quepa exactamente en una caja cúbica. Como en el caso 
de los ejemplos 4.1 y 4.2, las maneras en que se puede colocar e( cubo dentro de la caja, 
corresponden a cierto grupo de permutaciones de los vértices del cubo. Este grupo es el 
grupo de movimientos rígidos del cabo. (No debe confundirse con el grupo de simetrías del 
cuba que se analizará en los ejercicios del capítulo 10.) ¿Cuántos elementos tiene este 
grupo? Proporciónense argumentos geométricos para probar que este grupo tiene al 
menos tres subgrupos diferentes de orden 4 y al menos cuatro subgrupos diferentes de 
orden 3.

4.11 Muéstrese que S, es un grupo no abeliano para s i l

2 3 4 
4 5 1

a) 10)1 b) |<0 ¡ c) d) p™

4.12 Para complementar el ejercicio 4.11, muéstrese que si n £: 3, el único elemento a de 
S. que satisface ay = ya para toda y e S„ es a =  i, la permutación identidad.
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4,13 Sean A un conjunto, B un subconjunto de A, y b un elemento fijo de B. ¿Cuál de los 
siguientes es un subgrupo de SA7

es la órbita de a bajo a. Encuéntrense las órbitas de 1 bajo cada una de las permutaciones 
del ejercicio 4.1.

4.15 Respecto al concepto definido en el ejercicio4.14 muéstrese que si para a,be A, 0t , 
y <9b ,  tienen algún elemento en común, entonces r
4.16 Si A es un conjunto, entonces un subgrupo H de SÁ es transitivo en A si para toda a, 
be A existe oe  H tal que Muéstrese que si A es un conjunto no vacio finito, 
entonces existe un subgrupo cíclico finito H de SA con |ff| =  \A\ que es transitivo en A.
4.17 Con respecto a los ejercicios 4.14 y 4.16, muéstrese que para o e SA, (a )  es transitivo 
en A si y sólo si <9̂ w =  A para alguna a e A.

El siguiente ejercicio es de teoría de conjuntos. Se pide probar algo que en el texto usa
mos de manera intuitiva.
4.18 Sea $:A  -* B. La transformación 0 _1: B -* A es una inversa de 0 si (jc0)0_1 -  x  
para toda xeA  y (y 0 ' ’)0 = y  para toda yeB.
a) Muéstrese que 0 es una Inyección si y sólo si tiene inversa.
b) Muéstrese que la inversa de una biyecdón 0  es única.

a) {ae SA\bo -  b) 
c) { re  SA | Bo £  B\

b) {oeSM Anefl} 
d) A; «  £}

4.14 Sea A un conjunto y ae SÁ. Para un ae A fijo, el conjunto

= {aa'ineZ)



Permutaciones II

5.1 CICLOS Y NOTACION CICLICA

Existe otra notación para permutaciones. Supongamos que se distribuyen equita
tivamente los cinco números 2, 4, 3, 6, 8 en una circunferencia, como se muestra 
en la Figura 5.1. Supóngase que el círculo se rota 2ji/5 radianes en sentido 
contrarío al que giran las manecillas del reloj, de manera que el 2 queda en la 
posición que antes ocupaba el 4, el 4 a la que ocupaba el 3 y así sucesivamente.
Sea <r la permutación en S9 que deja fijos al 1, 5 y 7 y actúa sobre los elementos
restantes mediante la rotación del círculo descrita. Entonces,

/ I  2 3 4 5 6 7 8Y
9 y l 4 6 3 5 8 7 2}

Esta permutación <r es un ciclo de longitud 5; para ello se introduce una notación 
nueva, más compacta

ir =  (2, 4, 3, ó, 8).

La nueva notación es la notación cíclica. Cada elemento que aparece en (2,4,3,6, 8) 
se lleva al elemento siguiente excepto el último, que va a dar al primero. Se 
considera que los elementos que no aparecen en la notación quedan fijos bajo la 
permutación.
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i

A

Figura 5.1

Definición Una permutación o de un conjunto A es un ciclo de longitud n si
existen a ,, a2, ■ ■ ■, aH e A tales que

0 , 0 = 0 ! ,  a2ú — fl3, ap,_i<r =  o„ a #  =  o,

y jetr = x  para toda x e A  tal que x ^ { a t , a2, . . . .  o.}. Escribimos 
o = (o,, a i, . . a,).

Al usar la notación cíclica, el conjunto A debe estar claramente ubicado 
en el contexto.

\ 1 >
Ejemplo 5.1 Si A = [I, 2, 3, 4, 5}, entonces

Puesto que los ciclos son tipos particulares de permutaciones, pueden multipli
carse como cualesquiera dos permutaciones. Sin embargo, el producto de dos 
cidos no necesariamente es un cido.

Ejemplo 5.2 Sean (1, 4, 5, 6) y (2, l, 5) ciclos en el grupo S6 de todas las 
permutaciones de {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Entonces,

2 3 4 
2 5 I

Obsérvese que

{1, 3, 5, 4) =  {3, 5, 4, 1) = (5,4, 1, 3) = (4, 1, 3, 5). .

2 3 4 5 
1 3  2 6

y
2 3 4 5 
4 3 5 2

Ninguna de estas dos permutaciones es un ciclo. ■
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En una colección de ciclos éstos son ajenos cuando ningún elemento de A aparece 
en las notaciones de dos ciclos diferentes de la colección; esto es, si dos ciclos 
diferentes de la colección no mueven a ningún elemento de A. En términos de 
transformaciones, los ciclos serán ajenos si para todos los ciclos de la colección, 
excepto a lo más un ciclo, todo elemento de A va a dar a él mismo.

Hay que convenir en que cualquier ciclo de longitud 1 representa la permu
tación identidad,

Se demostrará que cualquier permutación de un conjunto finito es producto 
de ciclos ajenos. La demostración será constructiva, es decir, los pasos de la 
demostración pueden emplearse, dada una permutación, para encontrar su repre
sentación como producto de ciclos ajenos. Nos parece que se aprende más de esta 
demostración que de un argumento inductivo elegante y formal. Ilustraremos la 
técnica con un ejemplo.

Ejemplo 5 3  Considérese la permutación

/ I  2 3 4 5 6 \
\6  5 2 4 3 1 /

Escríbase como producto de ciclos ajenos. En primer lugar, el 1 se mueve al 6 y el 
6 al 1, produciendo el ciclo (l, 6). A continuación el 2 se mueve al 5, que a su vez 
se mueve al 3, el cual se mueve al 2, o (2, 5. 3). Esto abarca todos los elementos 
excepto el 4, que permanece fijo. Así,

G \ 3 í h * 1**
Es claro que la multiplicación de ciclos ajenos es conmutativa, así que no es 
importante el orden de los factores (1,6) y (2, 5, 3). ■

Teorema 5.1 Cada permutación a de un conjunto finito A es producto de 
ciclos ajenos.

Demostración No se pierde generalidad al suponer que A  =  {1, 2, 3, . . . ,  «}. 
Considérense los elementos

1, lo, lo 2, lo 3, . . .

Como A es finito, no pueden ser distintos todos estos elementos. Sea 1 <f el primer 
término en la sucesión que se repita. Entonces, l*/ =  1 porque si lo* = 1 cr* con 
0 <  s < r, tendríamos 1 < /" ' =  1 con r — s < r contradiciendo la selección de r. 
Sea

r i = ( l ,  lo, lo 2, . . .„  l o '- 1).
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Vemos que t , ,  tiene el mismo efecto que a en todos los elementos de A que 
aparecen en esta notación cíclica para Tt.

Sea / el primer elemento de A que no aparece en esta notación cíclica para r,. 
Se repite el argumento anterior con la sucesión

I, ia, ia1, . ,

y obtenemos un ciclo r 2. Ahora bien, r2 jy r, son ajenos ya que si tuvieran en 
común algún elemento j  de A, serian idénticos, pues cada ciclo podría construirse 
mediante aplicaciones repetidas de la permutación a  comenzando en j.

Para continuar, se elegirá ahora el phmcr elemento de A que no aparece en 
las notaciones cíclicas de t , ni de t 2, y1 se construirá t j ,  y así sucesivamente. 
Como A es finito, este proceso debe terminar en alguna r„, Es claro que el 
producto

t i t 2 • •  rm

tiene el mismo efecto en cada elemento de A que o; así,

o =  TiT2 • ■ ■ r„. a

Será posible convcnoerse fácilmente de que la representación de una permutación 
como producto de ciclos ajenos, ninguno de los cuales es la permutación identi
dad, es única, salvo el orden de los factores.

5.2 PERMUTACIONES PARES E IMPARES

Definición Un ciclo de longitud 2 es una transposición, \

De este modo, una transposición deja lijos todos los elementos excepto dos y 
lleva a cada uno de éstos en el otro. Un cálculo muestra que

(*i. «j a.) =  (<*i. ai){<*u Oí ) ' - (*i. <*.)■

Por tanto, cualquier cido es producto de transposiciones. Tenemos, entonces, él 
siguiente corolario al teorema 5.1.

C.orohvio Cualquier permutación de un conjunto finito de al menos dos 
elementos es un producto de transposiciones.

De manera intuitiva, este corolario afirma que cualquier rearreglo de n 
objetos se puede lograr intercambiando sucesivamente pares de ellos.

Ejemplo 5A AI continuar tas observaciones previas al corolario, vemos que 
(1 ,6,X2, 5, 3) es el producto (I, 6)(2, 5)(2, 3) de transposiciones, a
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Hemos visto que toda permutación de un conjunto finito que tenga al menos 2 
elementos, es producto de transposiciones. Las transposiciones pueden no ser 
ajenas y no es única esta representación de la permutación. Por ejemplo, siempre 
es posible insertar al principio la transposición (a, ó) dos veces, pues (o, b)(a, b) es 
La permutación identidad. Lo cierto es que el número de transposiciones que se 
usan para representar una permutación dada debe ser siempre par o siempre 
impar. Este es un hecho importante y la demostración usual, que puede encon
trarse en la primera edición de este libro, implica una construcción bastante 
artificial. En 1971, William I. Miller publicó una demostración que nos parece 
mejor y que damos aqui*

Teorema 5.2 Ninguna permutación de un conjunto finito puede expresarse 
como un producto de un número par de transposiciones y como un producto de 
un número impar de transposiciones.

Demostración No se pierde generalidad al considerar el conjunto A = 
=  {1,2, . . . ,n }  y suponer que n ^  2, de manera que existan las transposiciones.

Estudiemos primero el caso especial de la permutación identidad i. Desde 
luego, j puede expresarse como un producto de un número par de transposicio
nes, digamos t =■ (1, 2)(1, 2). Debemos mostrar que si

t = *1̂ 2 ' '  ‘ Tjh

donde cada t, es una transposición, entonces k  debe ser par. Sea m cualquier 
entero que aparezca en alguna de las transposiciones en la ecuación [5.1] y sea z¡ 
la primera transposición, contando de izquierda a derecha, en la cual aparece m. 
No podemos tener j  — k  pues, de ser así, i no hubiera dejado fijo a m. Ahora bien, 
zjij+, debe tener la forma de alguno de los lados izquierdos de las siguientes 
identidades fáciles de verificar

(m, x)(m, x) =  i '

1 ^  <m’ x^ m' ^  =  y ^ m’ x> r5jn
v (m, X )0 , z) = (y, z){m , x)

" '  (m. *)(*, y) =  (*, y){™, y)

Si sustituimos la identidad correcta en la ecuación [5.2], en lugar de tji¡+, en la 
ecuación [5,1], sucede que reducimos en 2 el número k de transposiciones o 
trasladamos la primera aparición de m un lugar a la derecha. Repetimos este 
procedimiento hasta eliminar m de la expresión de la ecuación [5.1]; hay que 
recordar que m no puede aparecer por primera vez en la transposición final, así 
que en algún momento debe aparecer la situación de la primera identidad en la 
ecuación [5.2] para eliminar a m por completo. A continuación elegimos otro

1 Willtain I. Miller, «Ef«n and Odd Permutations», Mathemaiics Associations o f  Two-Year Co/legea, 
Journal 5(1971}: 32.
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entero en A que aparece en la ecuación [5.1] reducida y lo eliminamos de la 
ecuación [5.1] mediante un proceso similar y continuamos hasta que el lado 
derecho de la ecuación [5.1] se reduzca a la sucesión w - i, Como al sustituir 
una identidad de la ecuación [5.2] el número k  permanece igual o se reduce en 2, 
vemos que k debe haber sido par.

Es fácil probar el teorema partiendo del caso especial para i. Supóngase que

ff = t, i 2 ••• i r = t; tí  ••• T'r 

Como cada transposición es su propia inversa, obtenemos

,  =  ffff- • =  T , T i  . • • • T'J) - 1 =  1 , 1 2  • ■ • v i  • ■ • T j T j .

Mostramos, en este caso particular, que r + s es un número par, de modo que r y 
s son ambos números pares o ambos son números impares. ■

Definición Una permutación de un conjunto finito es par o impar de acuer
do con que pueda expresarse como el producto de un número par de 
transposiciones o como el producto de un número impar de transposiciones, 
respectivamente.

5.3 GRUPOS ALTERNANTES

Afirmamos que para n ^  2, el número de permutaciones pares en S„ es igual al 
número de permutaciones impares; es decir, SK se descompone equitativamente y 
ambos números son (n!)/2. Para mostrarlo, sea Am el conjunto de permutaciones 
pares en S, y sea Bt el conjunto de permutaciones impares para n 2. A 
continuación definiremos una función uno a uno de A n sobre Bt. Esto es precisa
mente lo que se necesita para mostrar que A„ y B, tienen el mismo número de 
elementos.

Sea t  cualquier transposición fija en S„ que existe porque n >  2. Podemos 
suponer que r =  (1, 2). Definimos la función

mediante

oK =

esto es, <reAn va a dar a (1, 2)a bajo Obsérvese que como a es par, la 
permutación (1, 2)c aparece como el producto de (1 +  número par) o sea un 
número impar de transposiciones, asi que, en efecto, (1, 2)a está en Bñ. Si para c y 
n e A ,  sucede que = pkj, entonces

(1, 2)tr = (1, 2)p,
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y como 5", es grupo, tenemos a =  p. Así, es una función uno a uno. Por último,

T = (I, 2) = t ', '

así que si p e Bn, entonces

r 'V e / I BJ

y
(T "V )¿r =  t ( t  ~1p) =  p.

Por consiguiente, Á, es sobre Bn. De aquí que el número de elementos en A„ es el 
mismo que el número de elementos en Bm puesto que existe una correspondencia 
bi unívoca entre los elementos de ambos conjuntos.

Nótese que el producto de dos permutaciones pares es par. También, como 
n 2, A tiene dos elementos a y b, y i = (a, b){a, b) es una permutación par. Por 
último, nótese que si expresamos <r como producto de transposiciones, el produc
to de las mismas transposiciones tomadas en el orden opuesto es o~ '. Por tanto, 
si o es una permutación par, tr~1 también debe ser par. Haciendo referencia al 
teorema 3.1, se ve que hemos probado:

Teorema 5.3 Si n ^  2, la colección de todas las permutaciones pares de 
{1, 2, 3 ,..  ., n} forma un subgrupo de orden d ¡2 del grupo simétrico S„.

Definición El subgrupo de Sm que consta de las permutaciones pares de 
n letras es el grupo alternante A , d e n letras.

Tanto Sm como A m son grupos muy importantes. Ya mencionamos, sin 
demostración, que cada grupo finito es estructuralmente idéntico a algún subgru
po de SM para alguna n. La importancia de A„ aparecerá más adelante.

Ejercicios----------------------- ----------------------------- ------------- -------------

5.1 Los ciclos siguientes son permutaciones de {1, 2, 3, 4, S, 6, 7, 8}. Calcúlense los 
productos que se indican.
a) (1, 4, 5)(7, 8)(2, 5, 7) b) (1, 3, 2,7)<4, 8, ó>
c) {I, 2)<4, 7. 8)(2, l)(7, % 8. 1, 5)

5.2 Exprésese cada una de las siguientes permutaciones de {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) como 
producto de ciclos ajenos y después como producto de transposiciones.

/ I  2 3 4 5 6 7 8 \  / l  2 3 4 5 6 7 8 \
\ 8 2 6 3 7 4 5 1 ^  1 \ 3  6 4 I t  2 5 í j

/ I  2 3 4 5 6 7 8\
\ 3 I 4 7 2 5 8 ój
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f53  Pruébese lo siguiente acerca de SA si n ¿  2.
a) Toda permutación en Sm puede escribirse como producto de a lo más n — I transposi

ciones.
b) Toda permutación en S. que no es un ciclo puede escribirse como producto de a lo 

más n — 2 transposiciones.
c) Toda permutación impar en S. puede escribirse como producto de 2n + 3 transposi

ciones y toda permutación par como producto de 2n + 8 transposiciones.

M  ¿Cuáles de las permutaciones en del ejemplo 4.1 son permutaciones pares? Obtén
gase la tabla para el grupo alternante Ay

SS Un elemento a de un grupo G con identidad e tiene orden r> 0 s i< / = ey ninguna
polenda positiva menor de a es la identidad. Considérese el grupo St del ejercicio 5.1.

a) ¿Cuál es el orden del ciclo (1,4, 5, 7j?
b) Enuncíese un teorema sugerido por la parte a).
c) ¿Cuál es el orden de o = (4, 5){2, 3, 7) y cuál el de t = (1, 4)(3, 5, 7, 8)?
d) Encuéntrese el orden de cada una de las permutaciones dadas en el ejercido 5.2 

tomando en cuenta su descomposición en producto de cidos ajenos.
e) Enúndese un teorema sugerido por las partes c) y d). [Sugerencia: las palabras 

importantes que buscan son mínimo común múltiplo.']

Sj6 ¿Falso o verdadero?

—  a) Toda permutación es un ciclo.
■ b) Todo rido es una permutación.

—  c) Se pudieron haber dado las defin ¡dones de permutaciones pares e impares antes 
del teorema 5.2.

—  d) Cualquier subgrupo no trivial de S9 que contenga algunas permutaciones impa
res, contiene una transposición.

—  c) As tiene 120 elementos.
—  f) Sm no es cíclico para ninguna n ¿  1,
---- 8) A3 es un grupo conmutativo.
—  h) S1 es tsomorfo al subgrupo de todos los elementos de St  que dejan fijo al 

número 8.
—  i) S1 es isomoifo al subgrupo de todos los elementos de que dejan fijo al 

número 5.
—  j) Las permutaciones impares de St  forman un subgrupo de Ss.

5.7 Muéstrese que para todo subgrupo H de Sn para n 2: 2, todas las permutaciones en 
H son pares o exactamente la mitad son pares.

5JJ Sea <t una permutadón de un conjunto A. Diremos que «o mueve ae A»$íao # a. Si 
A es un conjunto finito, ¿cuántos elementos mueve un rielo o e SA de longitud ni
5.9 Sea A un conjunto infinito. Sea H el conjunto de todas las <r c SA que mueven sólo un 
número finito de elementos de A (véase ejercicio 5.8). Muéstrese que H es un subgrupo de 
Sa
5.10 Sea A un conjunto infinito. Sea fC el conjunto de todas las oe SA que mueven a lo 
más 50 elementos de A (véase ejercicio 5.8). ¿Es K un subgrupo de SA1 ¿Por qué?
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5.11 Demuéstrese de manera más elegante el teorema 5.1; empléese un argumento por 
inducción sobre el número de elementos movidos por a (véase ejercicio 5.8).

5.12 Considérese Sm para una n S  2 fija y sea a una permutación impar fija. Muéstrese 
que toda permutación impar en S, es producto de o y alguna permutación en A,.
5.13 Demuéstrese que si a es un ciclo, entonces a 2 es un ciclo, siempre que la Longitud de 
a sea un entero impar.

5.14 Siguiendo la línea de pensamiento iniciada en el ejercicio 5.13, complétese lo si
guiente con una condición que incluya n y r de tal manera que el enunciado resultante sea 
un teorema

Si <7 es un ciclo de longitud n, enionces n' también es un ciclo si y sólo s i , , .

5.15 Sea G un grupo y sea o un elemento fijo de G, muéstrese que la transformación 
At : G -* G dada por git  =  ag para g e G, es una permutación del conjunto G.
5.16 Con referencia a) ejercicio 5.15, muéstrese que / /  =  {¿Ja€ C }  es un subgrupo de 

el grupo de todas las permutaciones de G.

5.17 Con referencia a! ejercicio 4.16, muéstrese que H del ejercicio 5.16 es transitivo en el 
conjunto G. [Sugerencia: esto es un corolario inmediato de uno de los teoremas del 
capitulo 2.]
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Grupos cíclicos

6.1 PROPIEDADES ELEMENTALES

Recuérdese lo siguiente del capítulo 3:

Sí G es un grupo y aeG , entonces

f í =  {a"|/ieZ}

es un subgrupo de G (Teorema 3.2). Este grupo es el subgrupo cíclico de G 
generado por a. Además, dado un grupo G y un elemento aeG , si

G = { ( f \n e Z ) ,

entonces o es un generador de G y el grupo G =  <o) es cíclico. ■

El propósito de esta sección es clasificar todos los grupos cíclicos y todos los 
subgrupos de los grupos ciclicos.

Teorema 6.1 Todo grupo cíclico es abeliano.

Demostración Sea (7 un grupo cíclico y sea o un generador de G tal que

G -  <£j> = { if\n e Z } .
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Si Si y %i son dos elementos cualesquiera de <?, existen enteros r y s tales que 
g, ~ ¡f y g2 = a1. Entonces,

gigi = dral = ar+r =  = <fd =

de modo que G es abeliano. ■

Seguiremos usando la notación multiplicativa para nuestro trabajo general acer
ca de grupos cíclicos, a pesar de saber que son abelianos.

Existe un reciproco débil, pero muy importante, del teorema 6.1 que discuti
remos con detalle más adelante. A saber, es posible mostrar que todo grupo 
abeliano «suficientemente pequeño» puede construirse a partir de grupos cíclicos, 
de una cierta manera. Por tanto, los grupos cíclicos son fundamentales en el 
estudio de los grupos abelianos. Los grupos cíclicos son una especie de tipos 
elementales de grupos abelianos. Podría esperarse que una parte de un tipo 
elemental sea de nuevo un tipo elemental. El siguiente teorema muestra que, en 
efecto, asi sucede. En primer lugar daremos un lema aparentemente trivial, pero 
muy importante, de la teoría de los números.

Lema 6 J  {Algoritmo de la división para Z) Si m es un entero positivo y  n es 
cualquier entero, entonces existen enteros únicos q y  r tales que

Demostración Daremos una explicación diagramática intuitiva con base en la 
figura 6.1. Sobre el eje x  real usado en geometría analítica, se marcan los 
múltiplos de m  y la posición de n. Ahora bien, n caerá en un múltiplo q m d e m y  
se puede tomar r igual a 0, o n caerá entre dos múltiplos de m. Si éste es el caso, 
sea qm el primer múltiplo de m a la izquierda de n. Entonces, r es como se 
muestra en (a figura 6.1. Nótese que 0 <, r <  m. Después de pensarlo un poco, se 
verá que la unicidad de q  y de r es clara a partir de los diagramas. ■

n = mq + r y  O ^ r c m .

H>0, ^>0“+ H------- 1----- —I-
0 m 2m qm ($+!>«

r

H  ••• — 1--------h
- mi 0

Figura 6.1

Teorema 6*2 Un subgrupo de un grupo cíclico es cíclico.

Demostración Sea G un grupo cíclico generado por a y sea H  un subgrupo de <?. 
Si H = {e}, entonces H  =  <e> es cíclico. Sí f í  /  {e}, entonces <f e H  para alguna 
n € Z +. Sea m e Z + minimal, tal que <f*e H.
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Afirmamos que c = ¿T genera H, esto es,

/ / = < íT> = <c>.

Debemos mostrar que toda be H es una potencia de c. Como b e  H y H £  G, 
b = ( f  para alguna n. Encuéntrense q y r tales que

n = mq +  r para 0 £  r < m

mediante el lema 6.1. Entonces,

( f  = amíf+r = (amfa r,

y

d  =  (am)~V .

Ahora, como r f  c H, cT e H  y H  es un grupo, tanto (a*)- * como t f  están en H. 
Así,

(a*)- V  e H, esto es a1, e //.

Ya que m fue el menor entero positivo tal que ame H y O < ,r < m ,  debemos tener 
r = 0. Por tanto, n — qm y

b = ( f  = (a"F = 

de modo que b es una potencia de c. m

Por alguna razón, suele pedirse a los estudiantes en un examen de este curso, 
en el examen oral para la maestría, o en otros exámenes, que demuestren el 
teorema 6.2. Esto es algo fácil de hacer, pero sirve para averiguar si el estudiante 
es capaz de entender y construir demostraciones. En primer lugar, nótese que el 
teorema trata de grupos cíclicos, acerca de los cuales no hemos probado, hasta 
ahora, prácticamente nada, por tanto, debe usarse la definición de grupo cíclico. 
Es decir, hay que mostrar que un subgrupo H  de un grupo cíclico G es cíclico. 
Debe tenerse en cuenta que G cíclico significa que existe a e G  tal que todo 
elemento de G es de forma o” para n e L  y que, del aire, hay que sacar un 
elemento c de H  que haga lo mismo en H. Todo esto proviene sólo de la definición 
de grupo cíclico. Lo ingenioso consiste en definir c. Sin embargo, se trata de una 
selección natural, ya que es el'único elemento de H  que podemos expresar en 
términos de a. Después hay que mostrar que c sirve, esto es, que c genera H.

Como se observó en los ejemplos 3.4 y 3.5, Z bajo la suma es cíclico y para 
un entero positivo n, el conjunto nL  de todos los múltiplos de n es un subgrupo 
de Z bajo la suma; es el subgrupo cíclico generado por n. El teorema 6.2 muestra 
que estos subgrupos cíclicos son los únicos subgrupos de Z bajo la suma. Se 
enuncia esto como corolario.

Corolario Los subgrupos de Z bajo la suma, son precisamente los grupos nZ 
bajo la suma para n e  Z.
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6.2 CLASIFICACION DE GRUPOS CICLICOS

Sea G un grupo cíclico con generador a. Consideremos dos casos.

CASO 1 G tiene un número infinito de elementos, esto es, el orden de G es infinito. 
En este caso afirmamos que dos exponentes distintos h y k no pueden dar 
elementos iguales ct y o* de G. Supóngase que a* = o* y que, digamos, h > k. 
Entonces,

iA r*  -  - c,

la identidad y h — k  > 0. Sea m el menor entero positivo tal que am = e (nótese la 
analogía con la construcción en la demostración del teorema 6.2). Afirmamos que 
G tendría entonces únicamente los distintos elementos e, a, a1, .. am~l . Sea 
a* e G; encuéntrense q y r tales que

n = mq +  r para 0 <, r < m

por el lema 6.1. Entonces,

a- = cT>+T =  (a")V  =  e V  = d

para 0 <  r < m. Esto significaría que G es finito, contradiciendo la hipótesis del 
caso 1. Por tanto, todas ¡as potencias de a son distintas.

Supóngase que G‘ es otro grupo cíclico infinito con generador b. Es claro 
que si se cambia el nombre dp ó" por el de o* puede parecer que G' es exacta* 
mente igual a <7, es decir, los grupos son isomorfos. Lo anterior se hará de nuevo, 
con sumo cuidado, en el siguiente capitulo. Por consiguiente, iodos ¡os grupos 
cíclicos infinitos son iguales excepto, quizá, por ¡os nombres de tos elementos y  las 
operaciones. Tomaremos a Z con la operación de suma como el prototipo de 
cualquier grupo cíclico infinito. De ahora en adelante, en la parte I, «el grupo Z» 
será siempre «el grupo Z bajo la suma».

Ejemplo 6.1 Podrá parecer extraño que Z y 3Z, ambos grupos cíclicos infinitos 
bajo la suma, sean estructuralmente idénticos a pesar de que 3Z <  Z. Podría 
decirse que 1 e Z pero 1 ¿  3Z, así que ¿cómo pueden ser estrueturalmente iguales? 
Los nombres no importan, y si al 1 lo nombramos 3, al 2 lo nombramos 6 y en 
general al n lo nombramos 3n, habremos convertido Z en 3Z como grupo 
aditivo. ■

CASO II G tiene orden finito. En este caso, no todas las potencias positivas de 
un generador a de G son distintas, así que para alguna h y k  tendremos t f  =  a*. 
Siguiendo la argumentación del caso T, existe un entero m tal que a* =  f  y 
ninguna potencia positiva menor de a es e. Entonces, el grupo G consta de los 
distintos elementos e, a, a2, . . . ,  am~x.

Como suele usarse n para el orden de un grupo cíclico finito en general, 
cambiaremos la notación para lo siguiente, estableciendo m = n.
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Ejemplo 6.2 Es agradable imaginar los elementos e =  a°, a1, a1, . . t f~ l de un 
grupo cíclico de orden n, distribuidos equitativamente sobre una circunferencia 
(véase la figura 6.2). El elemento e =  á° está localizado en la parte inferior y el 
elemento íj* está localizado a A de estas unidades iguales, medidas en sentido 
contrario al que giran las manecillas del reloj, desde e =  a°. Para multiplicar a* y 

mediante este diagrama, se comienza desde o* y se avanza, en el sentido 
contrarío al que giran las manecillas del reloj, k unidades más. Para ver en 
términos aritméticos dónde se termina, encuéntrense q y r tales que

El término nq nos lleva q veces alrededor del círculo hasta llegar a t f . m

Definición Sea n un entero positivo fijo y sean hy  k  enteros cualesquiera. El 
número r tal que

es la suma de h y  k módulo n.

Teorema 6 J  El conjunto {0, 1, 2, . . . ,  n — 1} es un grupo cíclico Z„ de 
elementos bajo la suma módulo n.

En el capítulo 0 se analizó la congruencia módulo n\ vemos que si h + k = r 
en Z„ entonces, para la suma en Z, tenemos h + k = r (moda).

La demostración del teorema 6.3 es fácil y servirá para practicar el algoritmo 
de la división. (Véase el ejercicio 6.8.) Verifiqúense mentalmente íí„  íf2 y 
Recuérdese el diagrama de la figura 6.3 como se explicó en el ejemplo 6.2. Esto 
permitirá renombrar el elemento a* de] ejemplo 6.2 con h.

Por tanto, hay un grupo cíclico de orden n para cada entero positivo n. En la 
parte I, Z. será el grupo dado por el teorema 6.3. Al igual que en el caso infinito, 
es claro que si G y G' son dos grupos cíclicos de n elementos cada uno, con 
generadores a y  b, respectivamente, entonces, ai cambiar el nombre de I f  por 
G’ se verá exactamente como G. Esto es, cualesquiera dos grupos cíclicos del 
mismo orden finito son isomorfos.

h +  k  =  nq + r para 0 <  r < n.

h + k = nq + r para 0 ^  r <  n

3

2

<fi—e 
Figura 6.2

o
Figura 6.3
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6.3 SUBGRUPOS DE GRUPOS CICLICOS FINITOS

Hemos terminado la clasificación de grupos cíclicos y nos dedicaremos ahora a 
los subgrupos. El corolario del teorema 6.2 proporciona información completa 
acerca de los subgrupos de los grupos cíclicos infinitos. A continuación daremos 
el teorema básico con respecto a los generadores de subgrupos para los grupos 
cíclicos finitos.

Teorema 6.4 Sea G un grupo cíclico con n elementos generado por a. Sea 
b e G y  sea b =  tf. Entonces, b genera un subgrupo cíclico H de G con njd 
elementos donde d  es el máximo común divisor (abreviado mcd) de n y s.

Demostración Se sabe, a partir del teorema 3.2, que b genera un subgrupo 
dd ico  H  de G. Sólo falta mostrar que H  tiene n/d  elementos. Siguiendo la 
discusión en el caso I anterior, podemos observar que H  tiene tantos elementos 
como la menor potenda de b que dé la identidad. Ahora bien, b =  u* y bM =  e si 
y sólo si (o T  *= <*"“ = e o si y sólo si n divide a ms. ¿Cuál es el menor valor de m 
tal que n divide a ms? Si d es el mayor número que divide n y s, entonces, en la 
expresión n = dfn/d), el factor d d e n  dividirá al factor j  de ms. No se absorben en 
s factores primos de n/d además del factor d, ya que escogimos d  como el mayor 
entero que divide tanto n como s. Así, n/d se absorbe en m y la menor de dichas m 
es m = (njd). m

Ejemplo 6 J  Considérese Z tJ con generador a =  1. Como el máximo común 
divisor (mcd) de 3 y 12 es 3, 3 =  3 • 1 genera un subgrupo de =  4 elementos, a 
saber

<3> =  {0, 3, 6, 9}.

Como el mod de 8 y 12 es 4, 8 genera un subgrupo de ^  = 3 elementos, a saber

<8> =  {0,4,8}.

Puesto que el mcd de 12 y 5 es 1, 5 genera un subgrupo de V  =  12 elementos, 
esto es, 5 es un generador de todo el grupo Z 1}. ■

El siguiente corolario es resultado inmediato del teorema.

Corolario Si a es un generador de un grupo cíclico finito G de orden n, 
entonces, ios otros generadores de G son los elementos de la forma tf, donde r y  
n son primos relativos, esto es, donde el máximo común divisor de r y  n es 1.

Ejemplo 6A Encuéntrense todos los subgrupos de Z 18 y elabórese el correspon
diente diagrama reticular. Todos los subgrupos son cíclicos. Por el corolario del 
teorema 6.4, los elementos 1, 5, 7, 11, 13 y 17 son todos generadores de Z 1R. 
Comenzando con 2,

<2> =  (0, 2. 4, 6, 8, 10,12, 14, 16}
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es de orden 9 y liene como generadores a los elemenlos de la forma 2h, donde h es 
primo relativo con 9, a saber, h = 1, 2,4, 5, 7 y 8, asi que 2h = 2, 4, 8, 10, 14 y 16. 
El elemento 6 de <2) genera {0,6, 12] y 12 es también generador de este 
subgrupo.

Hasta ahora hemos encontrado todos los subgrupos generados por 0 , 1,2, 4, 
5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14 y 16. Nos faltan por considerar 3, 9 y 15.

<3> =  {0, 3 ,6 ,9 , 12,15],

el 15 también genera este grupo de orden 6 pues 15 = 5 ■ 3 y el med de 5 y 6 es 1. 
Por último,

<9> = {0,9).

El diagrama reticular de estos subgrupos de Z lg se da en la figura 6.4.
Este ejemplo es muy fácil; quizás al escribirlo con tan horrible minuciosidad 

haya parecido difícil. Los ejercicios ayudarán a desarrollar esta habilidad. ■

ejercicios------------------------------------------------------------------------------

6.1 Encuéntrese el número de generadores d ito s grupos cíclicos de órdenes 6, 8, 12 y 60.

V4L2 Muéstrese que un grupo que tenga sólo un número finito de subgrupos debe ser un 
grupo finito.

6J  Encuéntrese el número de elementos en cada uno de los grupos cíclicos indicados.

a) El subgrupo cíclico de Zso generado por el 25.
b) El subgrupo cíclico de generado por 30.
c) El subgrupo cíclico </) del grupo C* de números complejos distintos de cero, bajo la 

multiplicación.
d) El subgrupo cíclico del grupo C* de la parte c) generado por (1 -I- i)/.Jl.
e) El subgrupo cíclico del grupo C* de la parte c) generado por.] -I- i.



^  6.4 Para cada uno de los siguientes grupos, encuéntrense todos los subgrupos y elabórese 
el diagrama reticular correspondiente

a) Z ]¡ b) Z jt  c) Z g

63 Encuéntrense todos los órdenes de los subgrupos de Z6, Z8, Z[-2, Z60 y Z ,T.

6¿6 ¿.Falso o verdadero?

  a) Todo grupo cíclico es abeliano.
  b) Todo grupo abeliano es ciclíco.
  c) Q bajo la suma es grupo ciclico.
  d) Todo elemento de todo grupo cíclico genera al grupo.
  e) Existe al menos un grupo no abeliano para cada orden finito > 0.
—  f) Todo grupo de orden <, 4 es cíclico.
  g) Todos los generadores de Z ]0 son números primos.
  h) Sj es un grupo cíclico.
  i) es un grupo cíclico.
  j) Todo grupo ciclico de orden > 2 tiene al menos dos generadores distintos.

6.7 Muéstrese, mediante un contraejemplo, que el siguiente «reciproco» del teorema 6.2 
no es un teorema: «Si un grupo G es tal que todo subgrupo propio es cíclico, entonces G es 
cíclico»,

621 Sea + .  la suma módulo n en Z , = {1, 2, 3 , . . n}. Pruébese que (Z*. + .)  es 
un grupo. [Sugerencia: la asociatividad es el único axioma no trivial. Empléese el algo
ritmo de la división y muéstrese que tanto r-t-Js-t-,,») como (r+ ^ ) + rr, son el residuo de 
r + s +  t al dividirlo entre ni]

6.9 Sea G un grupo, supóngase que aeG  genera un subgrupo cíclico de orden 2 y 
además es el único elemento con esa propiedad. Muéstrese que ax =  xa para todas las 
xeG. (Comentario: Quizá se haya observado que puede ser difícil encontrar una demos
tración en álgebra, aun cuando existan demostraciones fáciles. Por lo general, no se 
pueden dibujar «figuras» que ayuden a visualizar la demostración. A menudo se tiene que 
inventar el «truco» adecuado. Para encontrar los trucos adecuados hace falta experiencia, 
intuición y a veces sólo suerte. Uno de los principales algebristas de este siglo observó 
alguna vez que la manera de hacer investigación en álgebra es pensar en algún truco y 
después encontrar un problema que se pueda resolver con esc truco, en lugar de tratar de 
encontrar el modo de resolver un problema especifico. Bien, inténtese resolver este ejerci
cio; si se presentan dificultades, consúltese el «truco» que está en la sección de respuestas.)

6.14 Sea G = (a) un grupo cíclico finito^de orden n.

a) Muéstrese que todo subgrupo H á  G tiene la forma <0"), donde m > 0 es algún 
divisor de n y muéstrese que, para enteros positivos m y ni que dividan a n, tenemos 
<a") -  si y sólo si m = m'.

b) Sea D{n) el conjunto de los enteros positivos divisores de n y sea S(G) el conjunto de 
los subgrupos de G. Tradúzcase el resultado de la parte a) como un enunciado acerca 
de que cierta transformación de D(n) a S(G) es uno a uno y sobre. -

c) Muéstrese que si dos subgrupos del grupo cíclico finito G tienen el mismo orden, 
entonces son iguales. ¿Qué enteros son órdenes de los subgrupos de G?

d) Proporciónese un ejemplo para mostrar que para grupos finitos no cíclicos G, la 
conclusión de la parte c) no es necesariamente cierta.



6.11 Sean p y q números primos. Encuéntrese el número de generadores del grupo cíclico

6.12 Sea p un número primo. Encuéntrese el número de generadores del grupo cíclico 
donde r es un entero ^  1.

6.13 Muéstrese que en un grupo cíclico finito G de orden n, la ecuación x m = e tiene 
exactamente m soluciones x  en G para cada entero positivo m que divida a n.
6.14 Con respecto al ejercicio 6.13, ¿cuál es la situación si I <  w <  /i y m no divide a ni

6.15 Muéstrese que Zf  no tiene subgrupos propios sí p es un número primo.

6.16 Sea G un grupo abeliano y sean H y K subgrupos cíclicos finitos con \H\ = r y 
1*1 = J.
a) Muéstrese que si r y j  son primos relativos, entonces G contiene un subgrupo cíclico 

de orden rs.
b) Generalizando la parte a), muéstrese que G contiene un subgrupo cíclico cuyo orden 

es el mínimo común múltiplo de r y s.



isomorfismo

7.1 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES
Nos ocuparemos ahora de precisar, en términos matemáticos, la idea de que dos 
grupos G y G' son estructuralmente iguales o isomorfos. Hemos tratado de dar la 
idea de que los grupos G y G' son isomorfos, si son idénticos salvo por el nombre 
de los elementos y las operaciones. De este modo, podemos obtener G' a partir de 
G cambiando el nombre de un elemento x en G por el nombre de cierto elemento 
x? en <?'. Esto es, a cada x  e G se le asigna una contraparte xf e G'. En realidad, no 
es m is que una función 4> con dominio G. Es claro que dos elementos diferentes x 
y y  en G deben tener contrapartes diferentes xf =  xtf> y y' = y$  en G \ es decir, la 
función <j> debe ser uno a uno. Además, cada elemento de G' debe ser la contra
parte de algún elemento de G, o sea que la función 0 debe ser sobre G'. Esto 
cambia el nombre de tos elementos. Por último, si los grupos serán estructural
mente el mismo y si, por el momento, denotamos la operación del grupo de G por 
* y la de G‘ por entonces la contraparte de x  * y  debería ser xf *' / ,  o (x * y)<f> 
debería ser {x<f>) *' iy<f>). Por lo común, se omiten las notaciones • y *' para las 
operaciones y se usa la notación multiplicativa, esto es,

(xy)4> =  (x<¿)(W>).
Nótese que la multiplicación xy  del lado izquierdo en (xy)4> =  (x<¡>)(y<f>) es la 
multiplicación en G, mientras que la multiplicación (x<f>)(y4>) del lado derecho es 
la de G'. Reunimos estas ideas en una definición.

Definición Un isomorfismo entre un grupo G y  un grupo G' es una función ^  
uno a uno, que lleva a G sobre G' y tal que para todas las x y y  en G,

(xyty =  (x4>)(y<}>).
Los grupos G y G’ son isomorfos. La notación usual es G ~  G'.



Probemos ahora un teorema que resulta muy obvio, si consideramos que un 
isomorfismo es un cambio de nombre de un grupo de modo que sea como otro. 
Desde luego, lo probaremos a partir de nuestra definición de isomorfismo.

Teorema 7,1 Si <p:G —* G‘ es un isomorfismo entre G y G' y  e es la identidad 
de G, entonces e<f> es la identidad en G'. Además,

a~l$  = para todas las a zG .

Para abreviar, un isomorfismo lleva la identidad a la identidad y  los inversos a 
los inversos.

Demostración Sea x  e G’. Como <t> es sobre, existe x e G tal que x<p =  x'. Enton
ces

x! = x<¡> = (ex)<j¡ =  (e<f>)(x<t>) = (etf'Jx'.

De manera análoga,

x? = x<¡> =  (xe)4> =  (x4>)(e<t>) = x'(e<t>).

Así, para cada x ’ e G‘ tenemos

(e<f>)x' = x' = x ‘{e<t>),

de modo que e<t> es la identidad de G 
Tenemos además que para a e G

e<j> = (a~1a)$ = (a-1^»)(a0).

De manera análoga,

e<t> =  (aa~l)<fr -  (a<t>)(a~*<(>).

Así, a~1<¡> = ■

7.2 COMO MOSTRAR QUE DOS GRUPOS 
SON ISOMORFOS

En el pasado, algunos alumnos del autor han tenido dificultades para compren
der y emplear el concepto de isomorfismo; se utilizó ya en varías secciones antes 
de precisarlo, con la esperanza de que se comprendieran su importancia y su 
significado. En cuanto a su uso, daremos ahora un esbozo del procedimiento que
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seguiría un matemático para mostrar, a partir de la definición, que dos grupos, G 
y G \  son isomorfos.

PASO 1 Definir la función (p que da el isomorfismo de G con G ‘. Esto significa 
describir, de alguna manera, cuál seria x<¡> en G J para toda r e C .

PASO 2 Mostrar que ¡p ss una función uno a uno.

PASO 3 Mostrar que <p es sobre G ‘.

PASO 4 Mostrar que Ia i )íí> =  [x<p){y<p) para todas las x. y e G. Esto es sólo 
cuestión de cálculos. Se calculan ambos lados de la ecuación y se ve si son iguales.

Ilustraremos esta técnica con un ejemplo.

Ejemplo 7.1 Mostremos que R  bajo la suma es isomorfo a R *  bajo la multipli
cación.

PASO 1 Para JteR , defínase xtp =  ex. Esto da una transformación tp: R -+ R + .

PASO 2 Si xcp = ytp, entonces ex =  ey, de aquí que =  y. Así, tp es uno a uno.

PASO  3 Si r e R  + , entonces

(In r)<P =  elnr =  r,

donde (In r)e R . Así, <p es sobre R + .

PASO 4 Para x, y e R  tenemos

(je +  y)<p =  ex¥y =  exey =  (x<P)(y<p). m

Ilustraremos de nuevo esta técnica en un teorema.

Teorema 7.2 Cualquier grupo cíclico infinito G es isomorfo al grupo Z  de los 
enteros bajo la suma.

Demostración Supóngase que G  tiene un generador a y úsese la notación multi
plicativa para la operación en G. Asi,

G =  {a"¡ne Zj .

La discusión en el caso 1 de la sección 6.2 para grupos cíclicos infinitos mostró 
que los elementos a" de G  son lodos distintos, esto es, a* #  am si n ^  m.

PASO  ! Definir <p: G -* Z  por a"(p =  n para toda a" e G.

PASO 2 Si (ftp =  am<p, entonces n =  m y a' =  aM. Asi, <P es uno a uno.

PASO 3 Para cada ne Z, el elemento t/'eG  x a a dar a n bajo <p. Así, <p es sobre Z.
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PASO 4 Ahora, ú rV jó  =  a"^mé ~  n +  m. (Nótese que la operación binana estaba 
en el grupo G .) Falta calcular (an<¡>) + se usa +  porque la operación en Z  
es la suma. Pero (o"0) +  (cT<l>) también es n +  m. Por tanto, (anam)i<j> =  (¿/0) +  ■

La demostración anterior fue muy fácil, hay que asegurarse de haber entendido 
los pasos.

Es inmediato que cada grupo G  es isomorfo a sí mismo; la función identi
dad i definida por gi =  g para todas tas ge G lo muestra. Si G es isomorfo a 
G', entonces G' es isomorfo a G; la función 0 1 : G' -* G  para un isomorfismo 
0 :G  -» G' lo muestra (véase el ejercicio 7.6), Por último, si G  es isomorfo a G' y 
G ’ es isomorfo a G", entonces G  es isomorfo a G"; si <¡>: G  -* G ' y 0 ;G ' -> G' son 
isomorfismos, entonces la función compuesta 0 0  lo muestra (véase el ejercicio 
7.7). Debe reconocerse que hemos demostrado que la propiedad de isomorfismo 
es una relación de equivalencia en una colección de grupos. Por el teorema 0.1, 
esto significa que dada una colección na vacía de grupos, siempre se puede partir la 
colección en celdas (clases de equivalencia) tules que cualesquiera dos grupas en tu 
misma celda son isomorfos y no hay grupos en celdas distintas que sean isomorfos.

Hemos visto que cualesquiera dos grupos de orden 3 son isomorfos. Lo  
expresamos diciendo que sólo hay un grupo de orden 3, salvo isomorfismo.

Ejemplo 7.2 Hay un solo grupo de orden 1, uno de orden 2 y uno de orden 3, 
salvo isomorfismo. En el ejemplo 3.2 vimos que de orden 4, hay exactamente dos 
grupos diferentes, salvo isomorfismo; el grupo Z ¿  y el 4-grupo V de Klein. Hay al 
menos dos grupos diferentes de orden 6, salvo isomorfismo, a saber, Z 6 y S h. m

7.3 COMO MOSTRAR QUE DOS GRUPOS 
NO SON ISOMORFOS

Trataremos ahora un tema que se estudia en pocos textos de álgebra:

¿Cómo se demuestra que dos grupos G  y G ' no son isomorfos, de ser ese el 
caso?

Ello significará que no existe función uno a uno 0 de G  sobre G' con la propiedad 
{xy)<¡> ~  (t0)(j0). En general, es claro que no es factible someter a prueba cada 
función uno a uno y detectar si tiene la propiedad anterior, a menos que no 
existan funciones uno a uno. Esto sucede si, por ejemplo, G  y G' son de orden 
finito y tienen distinto número de elementos.

Ejemplo 7 3  Z 4 y S6 no son isomorfos. No existe función uno a uno de Z 4 sobre
s t- ■

En el caso infinito, no siempre está claro si existen o no funciones uno a uno y 
sobre. Por ejemplo, algún estudiante podría pensar que Q  tiene «más» elementos



que Z, pero su profesor puede mostrarle en cinco minutos (¡pidan que lo haga!) 
que hay multitud de funciones uno a uno de Z sobre Q. Sin embargo, jí es cierto 
que R tiene demasiados elementos para ponerlo en una correspondencia uno a uno 
con Z. El profesor tardará otros cinco minutos en mostrar esto.

Ejemplo IA  Z bajo la suma no es isomorfo a R bajo la suma, porque no existe 
fundón uno a uno de Z sobre R. a

En caso de que existan transformaciones uno a uno de G sobre G \ para demostrar 
que los grupos no son isomorfos (si tai es el caso) se suele exhibir alguna propiedad 
estructural que un grupo posee y  el otro no. Una propiedad estructural de un grupo 
es la que debe compartir cualquier grupo isomorfo. No depende de los nombres o 
de cualquier otra característica no estructural de los elementos. Los siguientes
son ejemplos de algunas propiedades estructurales y de otras no estructurales de
los grupos.

Propiedades estructurales posibles

1 El grupo es cíclico.

2 El grupo es abeliano.

3 El grupo tiene orden 8. \

4  El grupo es finito.

5 El grupo tiene exactamente dos ele
mentos de orden 6.

6 La ecuadón x 1 = a tiene una solu
dón para cada demento a en el 
grupo.

Claro que podríamos listar muchas otras propiedades estructurales posibles. El 
hecho de que cada una de las propiedades del 1 al 6 son, en efecto, estructurales, 
conforma un pequeño teorema acerca de grupos isomorfos. En los ejercidos se 
pedirá demostrar algunos de dichos teoremas. (Véanse los ejercidos 7.8 y 7.9.) En 
el texto, se considerarán obviamente estructurales.

Propiedades no estructurales posibles 

Y El grupo contiene al S.

2' Todos los elementos del grupo son 
números.

3' La operadón del grupo se llama 
■ «composidón».

4' Los elementos del grupo son per- 
mutadones.

5' La operadón del grupo se denota 
por yuxtaposidón.

6’ El grupo es un subgrupo de
<R, +>■
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Ejemplo 73  No puede decirse que Z y 3Z bajo la suma no son isomorfos 
porque 17 e Z  y 17 £ 3Z, Estas no son propiedades estructurales, sino que están 
relacionadas con los nombres de los elementos. En realidad Z y 3Z son isomorfos 
bajo la transformación 3Z, donde n<i> = 3n, ■ "

Ejemplo 7.6 No puede decirse que Z y Q, ambos bajo la suma, no son isomorfos 
porque i e Q  y i^ Z .  Pero sí puede decirse que no son isomorfos porque Z es 
ciclico y Q no lo es. ■

Ejemplo 7.7 El grupo Q* de elementos de Q distintos de cero bajo la multiplica
ción, no es isomorfo al grupo R4 de elementos de R distintos de cero, bajo la 
multiplicación. Un argumento es que no existe entre ellos ninguna corresponden
cia uno a uno; otro es que cada elemento en R4 es el cubo de algún elemento de 
R4, esto es, para ae  R4 la ecuación x3 = a tiene solución en R*. Esto no es cierto 
para Q 4; por ejemplo, la ecuación x3 =  2 no tiene solución en Q 4. ■

Ejemplo 7A  El grupo R* de números reales distintos de cero bajo la multiplica
ción, no es isomorfo al grupo C4 de los números complejos distintos de cero, bajo 
la multiplicación. Todo elemento de R4 genera un subgrupo cíclico inlinito, 
excepto 1 y - 1  que generan subgrupos de orden 1 y 2 respectivamente. Sin 
embargo, en C 4, í genera el subgrupo ciclico {/, — 1, — i, 1} de orden 4. Usando 
otro argumento, la ecuación x1 = a tiene solución x en C 4 para toda a e C4, 
pero x 1 = — I no tiene solución en R4. ■

Ejemplo 79  El grupo R 4 de números reales distintos de cero bajo la multiplica
ción no es isomorfo al grupo R de números reales bajo la suma. La ecuación 
x + x  = a siempre tiene solución en <(R, +  )  para toda a eR , pero la ecua
ción correspondiente x  ■ x  = a no siempre tiene solución en <[R4, -), por ejemplo, 
si a = — 1. ■

7.4 EL TEOREMA DE CAYLEY

Obsérvese cualquier tabla de grupo en el libro. Nótese que cada renglón de la 
tabla da una permutación del conjunto de elementos del grupo, según están 
listados en la parle superior de la tabla. De manera análoga, cada columna de la 
tabla da una permutación del conjunto del grupo, según están listados a la 
izquierda de la tabla. En vista de estas observaciones, no debe sorprender que al 
menos todo grupo Jinito G sea isomorfo a algún subgrupo del grupo S G de todas 
las permutaciones de G. Lo mismo sucede con los grupos infinitos: el teorema de 
Cayley propone que lodo grupo es isomorfo a algún grupo formado por permuta-, 
dones, bajo la multiplicadón de permutaciones. Este resultado es al mismo 
tiempo bello y complicado, aunque no tiene un uso importante. Sin embargo, se 
trata de un teorema clásico en la teoría de grupos y aparece en casi todos los



libros de álgebra. Más aún, es el prim er teorema que vemos con cierta compleji
dad y reúne diversas ideas y técnicas expuestas por separado. Todo estudiante 
debe saber lo que propone el teorema de Cayley. Marcamos la demostración con 
un asterisco para indicar que no consideramos que este resultado sea básico para 
el libro.

Para facilitar la comprensión de la demostración, se ha dividido en pasos. 
Comenzando con cualquier grupo dado G, se procede como sigue:

PASO 1 Encontrar un conjunto G' de permutaciones que sea candidato a 
formar un grupo, bajo la multiplicación de permutaciones, isomorfo a G.

PASO 2 Probar que G' es un grupo bajo la multiplicación de permutaciones.

PASO 3 Definir una transformación <¡> :G G ‘ y mostrar que </> es un isomor- 
lismo entre G y G'.

Teorema 7.3 (de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta
ciones.

* Demostración Sea G un grupo dado.

PASO 1 Nuestra primera tarea es encontrar un conjunto G' de permutaciones 
que sea candidato a formar un grupo isomorfo a G. Piénsese en G simplemente 
como conjunto y sea S 0 el grupo de todas las permutaciones de G dado por el 
teorema 4.1. (Nótese que en el caso finito si G tiene n elementos, SG tiene n! 
elementos. Así, en general, es claro que Sa es demasiado grande para ser isomorfo 
a G.) Definamos cierto subconjunto de Sa. Para a e G sea p , la transformación de 
G en G dada por . '

xpa = xa

para xeG . (Podemos pensar en pt  como multiplicación derecha por a.) Si 
xpm = yp* entonces xa =  ya y por el teorema 11, x  = y. Asi, p, es una función 
uno a uno. Además, si y e  G, entonces

* í" i- . ' « *
(yo_1)p. =  (ya~v)a -  y,

asi, p4 lleva a G sobre G. Entonces como p„: G -» G es uno a uno y sobre G, pa es 
una permutación de G, esto es, pB e SG. Sea 1

G' = {p ,\a e  G}.

PASO 2 Afirmamos que G' es un subgrupo de Sc. Debemos mostrar que G' es 
cerrado bajo la multiplicación de permutaciones, que contiene a  la permutación 
identidad y que contiene el inverso de cada uno de sus elementos. En primer 
lugar afirmamos que 1

P&Pb Pútr



ra mostrar que estas funciones son iguales, debemos mostrar que actúan igual 
ire toda x e G .  Ahora

*(P.P*) =  (*pJp* =  (xa)pb =  (xa)b =  x(ab) =  xptb.

. PaPfc =  Pab y P°r tanto, G' es cerrado bajo la multiplicación. Es claro que 
a toda x e  G,

xpt = xe =  x,

ide e es el elemento identidad de G, de modo que pt es la permutación 
ntidad i de SG y está en G‘. Como p„ph =  peb tenemos

PíPfl- 1 ~ Pm- 1 =  P p

.demás

P ü - < P . = P e

aquí que

(Pa) " 1 =  P . - U

modo que (pa)~l e G‘. Entonces, G' es un subgrupo de SG.

.SO 3 Falta probar que G es isomorfo al grupo G‘ descrito. Deñnase 
G -* G' por

=  Pa

a aeG . Si a<j> = b<j) entonces p„ y pb deben ser la misma permutación de G. 
particular, ’

ep„ = ep»

que ea = eb y a = b. Por tanto, <f> es uno a uno. Es inmediato que <t> es sobre 
por la definición de G'. Finalmente, (ab)<¡> = p ^  mientras que

{a<t>)(N>) =  PaPb-

ro ya se dijo que pmb y pj>b son 1a misma permutación de G. Asi,

ipb)4> = (a<t>)(b4>}. u '

ra la demostración del teorema, igualmente pudimos haber usado las permuta
ñes de G definidas por

xXa =  ax  -. .

v
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para .ve <7. (Podemos pensar en Xa como multiplicación izquierda por a .) Estas 
permutaciones formarían un subgrupo G" de S<¡, de nuevo isomorfo a G, pero 
ahora bajo la transformación definida por

aijt = V 1'

Definición El grupo G' en la demostración del teorema 7.3 es la representa
ción regular derecha de G y el grupo G" del comentario anLeríor es la 
representación regidor izquierda de G.

Tabla 7.1 Tabla 7.2

e a b Pr P. Pt

e e a b P, P, P. Pt

a a b e P, P. Pt P.

b b e a Pt, Pt. P. P.

Ejemplo 7.10 Calculemos la representación regular derecha del grupo dado por 
la tabla 7.1. Por «calcular» queremos decir dar los elementos de la representación 
regular derecha y la tabla del grupo. Los elementos son

La tabla para esta representación es como la tabla original cambiando el nombre 
de x  por el de p^  como puede verse en la tabla 7.2. Este «cambiar de nombre» es 
¡a idea Itásica del isomorjismo. Por ejemplo,

(e a b \ ( e  a b \  (e  a b \
a b f  o b )  ~ Pe m

Para un grupo finito dado por una tabla del grupo, p„ es la permutación de los 
elementos con el orden correspondiente a la columna bajo a y la permutación 
corresponde al orden de los elementos en el renglón a la derecha de a. Se 
escogieron las notaciones pt y para sugerir la multiplicación derecha (right) y la 
multiplicación izquierda (/e/i) por a, respectivamente.

Ejercidos--------------- ,-----------------------------------------------------------
7.1 Proporciónense dos argumentos que muestren que Z4 no es isomorfo al 4-gr\ipo V 
de Klein del ejemplo 3.2. "
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12 Divídase la siguiente colección de grupos en subcoleccioncs de grupos isomorfos, 
como se analizó después del teorema 7.2. El asterisco (*) significa todos los elementos del 
conjunto que sean distintos de cero.
Z bajo la suma Ss
Zb R* bajo la multiplicación
"L1 R+ bajo la multiplicación

<¡* bajo la multiplicación 
17Z bajo la suma C* bajo la multiplicación
<J bajo la suma El subgrupo de R* bajo la multiplicación
3Z bajo la suma El subgrupo G de Sé generado por (I, 3, 4)(2, ti)
R bajo la suma

13 Proporciónese una demostración formal (por ejemplo, la dada para el teorema 7.1) 
del enunciado: si ^ es un isomorfismo entre un grupo G y un grupo G\ y H es un 
subgrupo de G, entonces

H<t> = {h4>\heH}

es un subgrupo de G'. (Esto es obvio a partir de la motivación de la definición de 
isomorfismo, pero seria provechoso tratar de escribir una demostración formal basada 
sólo en ta definición de isomorfismo.)
1A Sea G un grupo dclico con generador a, y sea G' un grupo isomorfo a G. 
Si 0:G -* G' es un isomorfismo, muéstrese que para toda xeG, x$ está completamente 
determinado por el valor afy.

13 ¿Falso o verdadero? ,
  a) Cualesquiera dos grupos de orden 3 son isomorfos.
  b) Salvo isomorfismo, hay un solo grupo cíclico de un orden finito dado.
  c) Cualesquiera dos grupos finitos con el mismo número de elementos son isomor-

fos.
  d) Todo isomorfismo es una función uno a uno.

e) Toda runción uno a uno entre grupos es un isomorfismo. .
  I) La propiedad de ser cid ico (o de no ser dclico, según el caso) es una propiedad

estructural de un grupo. . -
  g) Una propiedad estructural de un grupo debe ser compartida por todo grupo

isomorfo.
  h) Un grupo abeliano no puede ser isomorfo a un grupo no abeliano.
_— ̂ i) Un grupo aditivo no puede ser isomorfo a un grupo multiplicativo. ,
  j) R bajo la suma es isomorfo a un grupo de permutadones.

iJb Sea <I>:G -* G' un isomorfismo entre un grupo G y un grupo G\ Muéstrese que la 
transformación 4>~i '■ G' -* G, definida para .v'd*'1 = x  por x<¡> = x' donde jc'eG\ es una 
función bien definida y es un isomorfismo entre G' y G.
7.7 Sea ^:G  -* G' un isomorfismo de un grupo G con un grupo G' y ijf:G' -* G" un 
isomorfismo de G' con un grupo G". Muéstrese que -* G" es un isomorfismo entre
Gy G".
7.8 Sea G un grupo abeliano. Pruébese que ser abeliano es una propiedad estructural de 
G mostrando que si Gf es isomorfo a G, entonces G' también es abeliano.
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7.9 Sea G un grupo ciclico. Pruébese que la propiedad de ser ciclico es una propiedad 
estructural de G. (Véase el ejercicio 7.8.) '

7.10 Un isomorfismo de un grupo con él mismo es un automorframo del grupo. ¿Cuántos 
aulomorfismos hay de Z, de Z6 de Zg de Z y de Z 17? [Sugerencia: empléese el ejer
cicio 7.4.]

7.11 Sea <G, ■ )  un grupo. Considérese la operación binaria * en el conjunto G, definida 
por

a * b =  b - a

para a, heG. Muéstrese que ( G, *> es un grupo y que (G, *) es isomorfo a <G, ■ ). 
[Sugerencia: considérese la transformación <¡> con a<j> = a"1 para aeG ,]

Comentario: Este es un ejemplo donde las notaciones <G, ■ > y (G, * '} son muy útiles. 
Véase la discusión que sigue a la definición de grupo. Nótese que si G es finito, entonces se 
obtiene la tabla del grupo para (G, * ) a partir de la tabla del grupo para <G, ■ ), leyendo 
de arriba hacia abajo en lugar de hacerlo de izquierda a derecha.

7.12 De manera similar a como se hizo en el teorema 7.2, pruébese que todo grupo 
cíclico finito de orden n es isomorfo a Z„.

7.13 Sea G  un grupo y sea g  un elemento fijo de G. Muéstrese que la transformación /, tal 
que xv, =  g x g ~ 1 para x e G, es un isomorfismo de G consigo, es decir, es un automoríismo 
de G (véase el ejercicio 7.10).

*7.14 Calcúlese la representación regular izquierda de Z4. Calcúlese la representación 
regular derecha de Sy usando la notación del ejemplo 4.1.

7.15 Sea (S, *) el grupo de todos los números reales excepto el — 1, bajo la operación * 
definida por a * b  = a+ h + a b  (véase el ejercicio 2.9). Muéstrese que ( S,  *> es isomorfo 
al grupo R* de todos los números reales distintos de cero, bajo la multiplicación. Defínase 
un isomorfismo : R* -* S.

7.16 Sea un isomorfismo de un grupo G con un grupo G’- Si para x e G  pensamos en 
x<¡> como un nuevo nombre para x, o consideramos x<j> como x  con el nombre cambiado, 
entonces la condición {xy)<fr = (x4>)(ytj>) corresponde a la afirmación de que el diagrama en 
la figura 7.1 es conmutativo. La frase «el diagrama es conmutativo» significa que si 
comenzamos en la esquina superior izquierda y seguimos la trayectoria hasta la esquina 
inferior derecha dada por (flecha vertical) (flecha horizontal), da lo mismo que si seguimos 
la trayectoria (flecha horizontal) (flecha vertical). Ilustrando con el isomorfismo $ de la 
respuesta al ejercicio 7.15, si consideramos xij/ como x  cambiada de nombre, para .ve R*, 
obtenemos el diagrama de la figura 7.2 para x  = 2 y y  = 5.

(x, y )
Cambíese nombre

Calcúlese el 
producto en G

Cámbiesc nombre

Calcúlese el 
producto en G'

x>- ■ = (**)(>•<)>)

Figura 7.1
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Cambíese nombre (2, 5)------------------------ ► (1, 4)

Calcúlese el 
producto en R*

Calcúlese el 
produelo en S

9-1*4

Figura 7.2

Comenzando con el grupo R* bajo la multiplicación, supóngase que x cambia de 
nombre a. x — 4 para , f f  R*. Sea ó" el conjunto de todos los números reales excepto 
— 4. Defínase en 5 \ tal que (S lt * ,)  sea isomorfo a R* bajo la multiplicación 
mediante este cambio de nombre.
Repilase la parte al si veR* cambia de nombre a x  — t para te R , fija. Determínese 
primero el conjunto requerido S¡.
Repítase la parte a) si x e R* cambia de nombre a v3 -+- f. Determínese primero el 
conjunto requerido S3.



Productos 
directos

8.1 PRODUCTOS DIRECTOS EXTERNOS

Veamos cuál es, hasta ahora, nuestro acervo de grupos. Comenzando con los 
grupos Gnitos, tenemos el grupo cíclico Z„ ei grupo simétrico S, y el grupo 
alternante An para cada entero positivo n. Tenemos también el grupo octal DA del 
ejemplo 4.2 y el 4-grupo V de Klein, por supuesto, sabemos que existen subgru
pos de estos grupos y que el teorema de Cayley, aplicado a grupos finitos, 
muestra que cada grupo finito es isomorfo a un subgrupo de algún SK Pero no 
hay un camino fácil para calcular todos Los subgrupos de un grupo dado. 
Respecto a grupos infinitos, tenemos grupos que constan de conjuntos de núme
ros bajo la suma o la multiplicación usual, por ejemplo Z y R bajo Ja suma.

Uno de los objetivos de este capítulo es dar a conocer un método constructi
vo para formar más grupos, mediante el uso de los grupos ya conocidos como 
partes constitutivas. Recuperaremos el 4-grupo de Klein a partir de grupos 
cíclicos. En el siguiente capitulo, describiremos, mediante este procedimiento con 
los grupos cíclicos, cómo se obtiene una clase amplia de grupos abelianos que 
incluye todos los grupos abelianos de orden finito. Comencemos con una defini
ción de teoría de conjuntos.

Definición El producto cartesiano de conjuntos S,, S2, . . S„ es el conjunto 
de todas las /i-adas ordenadas (s„ a2, . . a,}, donde e S¡. El producto 
cartesiano se denota por

Sj x  S] x ■■■ x S,
o por

II

Í= i
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También se puede definir el producto cartesiano de un número infinito de 
conjuntos, pero la definición es considerablemente más sofisticada y no se ne
cesita.

Ahora bien, sean los grupos G,, G2, . . . ,  G,; usaremos la notación multiplica
tiva para todas las operaciones de grupo. Considerando las G¡ como conjuntos, 
podemos formar ]"[■„, G{. Mostraremos que puede formarse un grupo de 
]~J"_! <7, mediante una operación binaria de multiplicación por componentes. Que
remos señalar nuestro descuido al usar la misma notación para un grupo y para 
el conjunto de elementos del grupo.

Teorema 8.1 Sean los grupos Gu G2 Gt . Para {ai% a2 f l j  y
(¿i. ¿2........*-) « i n ? - i  G¡ defínase (ü„ a2, . . . ,  a,){b» b2, ..  , bn) como
{aib l, a2b2, ■.., Entonces, j G¡ es un grupo, el producto directo
externo de los grupos G¡, bajo esta operación binaria.

Demostración Nótese que oomo a¡ e Gh b¡ e G¡ y G¡ es un grupo, tenemos que 
a¡b, e G,. Entonces tiene sentido la definición de la operación binaría en [”["*= i G„ 
dada en el enunciado del teorema, esto es, f [ ”.  L G, es cerrado bajo la operación 
binaría.

La ley asociativa en J”[%, G, depende de la ley asociativa en cada compo
nente:

a2, . . . ,  nB)[(ój, b2, . . . ,  c2, . . . ,  c j]  =
= (a ii a2, . .  -.CjKójCi, b2c2, . . b ¿ t )
=  (a i(V i). tt2(b2c2l c„(ó.cj)
=  ((OjóiVi. ia2b2)c2, . . . ,  ia jtm)cn)
= a2b2, . .< 1 ,0 ,)^ !, c2, • • c*)
=  [(a P tf2’ ■ ■ •> <*■)(*!. ¿2. • • ■> *.)](Cl. C2........

Si et es el elemento identidad en Gh entonces es claro que, con la multiplicación 
por componentes, (eu e2, . . . ,  eM) es una identidad en t G¡. Un inverso de 
(a,, a2, . . . ,  a,) es a2 * , . . . ,  a~ l% basta calcular el producto por componen
tes. Por tanto, ]”[?. t G¡ es un grupo. ■

En caso de que la operación en cada G¡ sea conmutativa, usaremos, algunas 
veces, notación aditiva en f7 '- i  G> y nos referiremos a j~[7-1 G¡ como la suma 
directa externa de tos grupos G,. En este caso, en ocasiones se usa la notación 
0 %  i G< en lugar de , G„ especialmente con grupos abelianos con operación 
+ . La suma directa de grupos abelianos Glt G2, . . . ,  G, se puede escribir 
Gx ©  G2 © • ■ ■ ©  G„. Dejamos, oomo ejercicio, la demostración trivial de que el 
producto directo externo de grupos abelianos es abeliano.

Es fácil observar que si el conjunto S, tiene r, elementos para i •= 1 n,
entonces t S, tiene r2r2 • • •/■, elementos, porque en una n-ada hay r, eleccio
nes posibles para la primera componente de S x y para cada una de estas hay r2 
elecciones posibles de S2 para la segunda componente y así sucesivamente.
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Ejemplo 8.1 Considérese el grupo Z 2 x Z3 con 2-3 =  6 elementos, a saber, 
(O, 0), (0, I), (0, 2), (1, 0), (1, 1) y (], 2). Aseguramos que Z 2 x. Z 3 es cíclico. Basta 
encontrar un generador. Se intentará con (1, 1). Las operaciones en Z 2 y Z 3 se 
escriben como aditivas, así que hacemos lo mismo en el producto directo externo 
Z2 x Z 3.

(1. l) = d , 1)
2(1, 1) *  (1, 1) + (1, )) = (0, 2)
3(1, 1) = (1, 1) + (1, I) + (1, 1) = (1,0)
4(1, I) = 3(1, 1) +  (1, 1) = (1,0) +  (1, 1) = (0,1)
5(1, 1) = 4(1, 1) +  (1, 1) = (0, 1) +  (I, 1) = (1, 2)
6(1, 1) = 5(1, 1) +  (1, 1) = (1, 2) +  (1, 1) = (0, 0)

Por tanto, (1, 1) genera todos los Z2 x Z 3. Como sólo hay un grupo ciclico de un
orden dado, salvo isomorfismo, tenemos (Z2 x Z3) ~  Z6. ■

Ejemplo 8.2 Considérese Z3 x Z3. Este es un grupo de nueve elementos. Asegu
ramos que Z 3 x Z 3 no es isomorfo a Z9. Basta mostrar que Z3 x Z 3 no es 
ciclico; como la suma se efectúa por componentes y como en Z3 cada elemento 
sumado tres veces a él mismo da la identidad, lo mismo sucede en Z 3 x Z 3. Asi, 
ningún elemento puede generar al grupo, ya que un generador sumado sucesiva
mente a si mismo daría la identidad después de nueve sumandos. Hemos encon
trado otro grupo de orden 9. Un argumento similar muestra que Z¡ x Z2 no es 
cíclico. Así que Z 2 x Z 2 debe ser isomorfo al 4-gmpo de Klein, a

Los ejemplos anteriores ilustran d  siguiente teorema:

Teorema 8.2 El grupo Zm x Z , es isomorjo a ZM si y sólo si m  y n son 
primos relativos, esto es, si el mcd de m y  n es 1.

Demostración Considérese el subgrupo cíclico de Z„ x Z, generado por (1, 1)
descrito en el teorema 3.2. Se ha mostrado que el orden de este subgrupo dclico 
es la menor potencia de (1, 1) queda la identidad (Oí 0). Tomar aqui una potencia 
de (1, 1), con la notación aditiva, significa sumar repetidamente (1, 1) a si mismo. 
Bajo la suma por componentes, la primera componente 1 e Z m da 0 a los m 
sumandos, a los 2m sumandos, y asi sucesivamente, y la segunda componente 
1 € Z, da 0 a los n sumandos, 2n sumandos, y así sucesivamente. Para que den 0 
de manera simultánea, el número de sumandos debe ser múltiplo de m y de n. El 
número menor que es múltiplo tanto de m como de n será mn si y sólo si el mcd 
de m y n es 1; en este caso, (1,1) genera un subgrupo ciclico de orden .mn, que es 
el orden de todo el grupo. Esto muestra que Z m x Z„ es isomorfo a ZMn si m y n 
son primos relativos.



8.1 PROOUCTOS DIRECTOS EXTERNOS 81

Si el mcd de m y n es d > I, enlonces mnjd es divisible entre m y entre n. Por 
consiguiente, para cada (r, s) en Z„ + Z. tenemos

(r, s) + (r, s) + • • • + [r, s) = (0, 0). 
mnld sumandos

De aqui que ningún elemento (r, s) en Z m x Z„ pueda generar todo el grupo, asi 
que Zm x Z„ no es cíclico y, por tanto, no es isomorfo a Zm„. ■

Es claro que se puede extender este teorema, mediante un argumento induc
tivo, al producto de más de dos factores. Se enunciará como corolario sin entrar 
en los detalles de la demostración.

Corolario El grupo ( Z m¡ es cíclico e isomorfo a Zmimi... si y sólo si los 
números m, para i = n son tales que el mcd de cualesquiera dos de ellos
es I.

Ejemplo 8 3  El corolario anterior muestra que si n se escribe como producto de 
potencias de números primos distintos, como en

entonces Z„ es isomorfo a

x x "  x 

En particular, Z 71 es isomorfo a Z ,  x Z9. ■

Ya se usó en varías ocasiones el concepto de la menor potencia positiva de un 
elemento de un grupo que da la identidad. Se introducirá ahora la terminología 
usual.

Definición Sea G un grupo y ae G. Si existe algún entero positivo n tal que 
<2* = e, el menor de dichos enteros positivos n, es el orden de a. Si no existe 
dicha n, entonces a es de orden infinito.

De esto se desprende que si a es un elemento de ttn grupo G, el orden de a es 
igual al orden del subgrupo cíclico generado por a. Este es un hecho muy útil que 
debe recordarse.

Teorema 8.3 Sea (au a2 Gt. Si a, es de orden finito r¡ en G„
entonces el orden de (a¡, a2, . . an) en n ? “ i es Igual rr>‘n ‘mo común 
múltiplo de todas las r¡.

Demostración Este es el resultado de repetir el argumento usado en la demos
tración del teorema 8.2. Para que una potencia de (at, a2, . . a,} sea igual a
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(ie,, e2, . . ., e„), la potencia debe ser de manera simultánea múltiplo de r¡, para 
que esta potencia de la primera componente a¡ dé et; un múltiplo de r2 para que 
esta potencia de la segunda componente a2 dé e2, y asi sucesivamente. ■

Es obvio que si es un producto directo externo de grupos Gh el subcon-
junto

= {(íi. e¡_i, ait el+1........

esto es, el conjunto de todas las /t-adas con los elementos identidad en todos los 
lugares excepto el i-ésimo, es un subgrupo de ]”["_, G,. También es claro que este 
subgrupo G¡ es naturalmente isomorfo a G, bajo la correspondencia dada por la 
proyección que transforma nh donde

(e\i eit • • ■» ei-ii at> ei+i* ■ ■ ■> =  ai-

El grupo G¡ se refleja en la i-ésima componente de los elementos de G„ y las e¡ en 
las otras componentes simplemente van de acompañantes. Consideremos 

i G¡ como el producto directo interno de estos subgrupos £7,. Los términos 
interno y externo, aplicados a los productos directos de grupos, sólo reflejan si se 
consideran o no (respectivamente), a ios grupos componentes como subgrupos 
del grupo producto. Después de esta sección, por lo común, omitiremos las 
palabras externo e interno y diremos sólo producto directo. El significado correcto 
quedará claro de acuerdo con el contexto. Para quienes lo deseen, en la sección
8.2 (con asterisco) se tratará con cuidado el producto directo interno. Se necesita
rá una definición básica de teoría de conjuntos y  un teorema también básico de la 
teoría de grupos. Se presentan aqui, pues más adelante les daremos otro uso.

Definición Sea {5, | i e /} una colección de conjuntos. Aquí /  puede ser 
cualquier conjunto de Índices. La intersección f ] twl S¡de los conjuntos S¡ es el 
conjunto de todos los elementos que están en todos los conjuntos esto es,

H  Si “= {jc| x e  S, para toda ie /} .

Si /  es finito, /  =  {1, 2, . . . ,  ir} podemos denotar S, por

S t n  S2 n  • • • n  S„.

Teorema 8 .4  La intersección de subgrupos H¡ de un grupo Gpara ie  I  es un 
subgrupo de G.

Demostración Mostremos la cerradura. Sea a e  f ) ,e¡ H{ y b e ,  ¡ Ht de modo 
que a e H ,  para todas las i e I y  b e para todas las i e I .  Entonces abe  H¡ para 
todas las ie  I  ya que H, es un grupo. Así, abe  «, H¡.
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Como H¡ es un subgrupo para todas las l e / ,  tenemos que e e  H¡ para todas 
las i e /  y de aquí e e f ] u t B,.

Para concluir, sí a e ( ] l t ¡ B ít se tiene que a e  B t para todas las i e l ,  luego 
a~l e H t para todas las i e l, lo cual implica que a~l e B t. ■

*8.2 PRODUCTOS DIRECTOS INTERNOS

Definición Sea un grupo G con subgrupos H¡ para i = 1, . , . ,n .
G es el producto Hiedo interno de los subgrupos H¡ si la transformación
4i : n * - i  dad® P°r

(Â , Aj , . . A.W» = A|Aj ' Aj,

es un isomorfismo.

Nótese que bajo este isomorfismo <(>, el subgrupo R¡ de f |* . t H, va a dar de 
manera natural sobre H¡. En vista del isomorfismo que aparece en esta definición, 
todo lo que observemos para un producto directo externo o para un producto 
directo interno tiene una interpretación inmediata para el otro.

Teorema 8.5 Si G es el producto directo interno de los subgrupos
H u H2, . . / / „  entonces cada g e G  puede escribirse de manera única como
g = A,A2 • • • A,, donde h¡ e Ht.

Demostración Usando d  isomorfismo de la definición, basta mostrar que el 
enunciado correspondiente es cierto para el producto directo externo t Ht 
con respecto a sus subgrupos fí„ los cuales son naturalmente isomorfos a H(. 
Debemos mostrar que todo elemento (A|, Al t .. „  h„) de f l i - i  86 puede escri
bir de manera ónica como producto

(flj, e2, . . . ,  em)(e3, a2, . . . ,  <,) • ■ ■ (íj, í j , . . (i,),

donde at £ B,. Esto es obvio. Debemos tener a, = h¡. ■

La definición y el teorema anteriores sugieren que seria interesante examinar
productos de elementos de varios subgrupos de un grupo. En el resto de esta
sección trabajaremos con sólo dos subgrupos de un grupo; aunque las definicio
nes y teoremas pueden generalizarse a más de dos subgrupos.

Sean H  y K  subgrupos de un grupo G. Nos interesa examinar 
[hk \ h e B ,  k e  K}, que denotaremos por HK. Por desgracia, este conjunto HK no 
es necesariamente un subgrupo de G, pues h1k lh1k 1 no por fuerza es de la forma 
hk. Claro que si G es abeliano, o aun si cada elemento A de H  conmuta con cada 
demento k  de K, esto es, hk =  kh, entonces
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donde h3 =  hlhz y k 3 — k jc z son elementos de H  y K  respectivamente. Es fácil 
corroborar que en este caso tenemos un subgrupo, para ee ~ e y (AJfc)-1 = 
= k ~ lh~1 = A"1* ' 1.

Tratemos de obtener algún subgrupo en el caso no conmutativo. Nótese que 
siempre hay al menos un subgrupo de G que contiene HK, a saber, G mismo.

Definición Sean f í  y K  subgrupos de un grupo G. El ensamble H  v K de 
f í  y  K  es la intersección de todos tos subgrupos de G que contienen 
HK = { h k \ h $ H , k e K } .

Es claro que esta intersección es el subgrupo más pequeño posible de G que 
contiene HK. y si los elementos en H  y en K  conmutan, en particular, si G es 
abeliano, tenemos f í  v K  = HK. Nótese que como h = h e y  k  =  ek. H  £  HK y 
K  £  HK> por tanto, H ^ H v K y K ^ f í v K  Pero es claro que H  v K  estará 
contenido en cualquier subgrupo que contenga tanto a H  como a K  Vemos así 
que H  v K es el menor subgrupo de G que contiene a H  y a K.

Concluiremos con un teorema que se utilizará en secciones posteriores mar
cadas con asterisco.

Teorema 8.6 Un grupo G es el producto directo interno de subgrupos H y  K  
si y  sólo si

1 G = H  v  K
2 hk = kh para todas las h e f í  y  todas las k  e K.
3 H  n  K  =  {e}.

Demostración Sea G el producto interno directo de H y K  Afirmamos que Las 
condiciones 1, 2 y 3 son obvias si se considera G como isomorfo al producto 
directo externo de H  y K  bajo la transformación 4>, definida por (A, k)<p = hk. 
Bajo esta transformación,

R - { ( h , e ) \ h e H )■

corresponde a H  y

* = { (* , -

corresponde a K  Entonces, las condiciones J, 2 y 3 siguen inmediatamente de las 
afirmaciones correspondientes acerca de f í  y K en H  x K, las cuales son obvias.

En forma recíproca, supóngase que se cumplen las condiciones 1, 2 y 3. 
Debemos mostrar que la transformación <f> del producto directo externo f í  x K  
en G dada por (A, kyp =  hk es un isomorfismo. Va se definió la transformación <p. 

Supóngase que

(Ai, k,)tf> = (A2, k 2)4>.
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Entonces, hlk l = h2k 2\ de aquí A2 ‘Ai = k2k ^ 1. Pero h2 1h i € H  y k 2k ^ l eK,  y 
son el mismo elemento, por tanto, estáta en H  n  K = por la condición 3. En 
consecuencia, h2 1h1 = e  y h2 = h2. De manera análoga, k l = k 2t así que 
(//,»¿i) = (h2ik 2). Esto muestra que 0 es uno a uno.

El hecho de que por la condición 2 hk — kh para todas las A e H y todas las 
k s K  significa que

H K =  { h k \h s H >k e K }

es un grupo, pues ya vimos que así sucede si los elementos de H  conmutan con 
los elementos de K. De modo que, por la condición 1, HK  = / / v í  = G luego <j> 
es sobre G.

Por último,

[{Ai, ¿ í NAj , *2)]^ =  (A^j, *i*2 W

mientras que

* > )* ]-

Pero por la condición 2, tenemos que ¿ L/r3 = h1k í . Asi,

[(*„ a ,)(a2. = [(*„ * ,)* ][(*„ k M -  ■

Elercldos--------------------------- ----------------------- ----------------------------

8,1 Lístense los ocho elementos de Z2 x Z4. Encuéntrese el orden de cada uno de los 
elementos, ¿Es cíclico este grupo? i
83 ¿Cuál de los subgrupos cíclicos de Z ,x Z ,  tiene el orden mayor y cuál de 

2 x

*8.3 Pruébese que el producto directo externo de grupos abelianos es abeliano.
8.4 Encuéntrense todos los subgrupos propios no triviales de Z2 x Z2. ,
85 Sin tomar en cuenta el orden de los factores, escríbanse productos directos de dos o 
más grupos de la forma Z„ de manera que el producto resultante sea isomorfo a Z 60 de 
todas las maneras posibles.

84> Complétense los enunciados.

a) El subgrupo ciclico de Z24 generado por 18 tiene orden--------
b) Z y x Z4 es, de orden  _____ ,
c) El elemento (4, 2) de Z13 x Z$ tiene orden____
d) El 4-grupo de Klein es isomorfo a Z— x Z__
e) Z2 x Z x Z4 tiene elementos de orden finito.



8.7 ¿Falso o verdadero?
  a) Si C, y Cz son grupos cualesquiera, entonces Gl x Gz siempre es isomorfo a

Gz x Gk.
  b) Es fácil calcular en un producto directo externo de grupos, si se sabe cómo

calcular en cada grupo componente.
  c) Se debe usar grupos de orden finito al formar un producto directo externo.
  d) Un grupo de orden primo no puede ser producto directo interno de dos subgru

pos propios no triviales.
  e) Z2 x Z4 es isomorfo a Z%.
  f) Z2 x Z4 es isomorfo a SB.
  g) Z3 x ZB es isomorfo a SA.
  h) Todo elemento en Z4 x Ze tiene orden 8.
  i) Ei orden de Z12 x Z ,3 es 60.
  j) Zm x Z„ tiene mn elementos ya sea que m y n sean o no primos relativos.

8 6  PRODUCTOS DIRECTOS

8.8 Encuéntrense lodos los subgrupos propios no triviales de Z2 x Z2 x Z2.

8.9 Encuéntrense todos los subgrupos de Z3 x Z3 x Z4 que sean isomorfos al 4-grupo 
de Klein.
8.10 Proporciónese un ejemplo para ilustrar que no todo grupo abeliano es el producto 
directo interno de dos subgrupos propios no triviales. {Véase el ejercicio 8.16 para el 
ejemplo correspondiente en grupos no abelianos.)
8.11 Sea <f un grupo abeliano. Sea H el subconjunto de G que consta de la identidad e
junto con todos los elementos de G de orden 2. Muéstrese que H es un subgrupo de G.

\
8.12 Siguiendo la idea del ejercicio 8.11, determínese si H será siempre un subgrupo del 
grupo abeliano G, si H consta de la identidad e junto con todos los elementos de G de 
orden 3, y de orden A. ¿Para qué enteros positivos ir, será siempre H un subgrupo para 
todo grupo abeliano G, si H consta de la identidad e y todos los elementos de G de orden 
n? Compárese con el ejercicio 3.12.

8.13 Encuéntrese un contraejemplo para el ejercicio 8.11 omitiendo la hipótesis de que G 
es abeliano.
8.14 En ocasiones se oye decir que «la intersección de grupos es un grupo». ¿Por qué esto 
es incorrecto?
*8.15 Enuncíese un teorema similar al teorema del ejercicio 8.3, pero para el caso de un 
grupo que es producto interno directo de subgrupos.
*8.16 Muéstrese que S3 del ejemplo 4.1 no es el producto interno directo de los subgru
pos

*8.17 Sea n = rs, donde r y s son enteros primos relativos, esto es, el mcd de r y s es 1. 
Muéstrese que Z„ es el producto directo interno de sus subgrupos cíclicos <>> y <j>.

*8.18 Considérense los subgrupos H = <2> y K =  <6> de Z13. Determínense HK y 
H v K.
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*8.19 Considérense los subgrupos

^ií y K=i{p^ti2}

de S3 del ejemplo 4.1. Determínense HK y H v K  

*8JÜ Considérense los subgrupos

H  = {Po> } y K  =  {po, 6 2 }

del grupo Z>4 de las simetrías del cuadrado en el ejemplo 4.2. Determínense HK y H v K.

*8J1 Sea. G un grupo. Sean hy  k elementos de G que conmutan y cuyos órdenes ry  s 
son prímos relativos. Apliqúese el teorema 8.6 a tos subgrupos (hy y <A> de (hy v <£) 
para mostrar que hk es de orden rs.
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Grupos abelianos 
finitamente 
generados

Algunos teoremas de álgebra abstracta son fáciles de entender y emplear aunque 
sus demostraciones sean muy técnicas y de presentación extensa. Esta es la 
primera de varias secciones del libro donde explicaremos el significado e impor
tancia de algunos teoremas y pediremos que se usen sin demostrarlos. Por lo 
general, las demostraciones se presentan en secciones posteriores marcadas con 
asterisco. Hoy dia es tan grande el volumen de la literatura matemática, que 
aquellos matemáticos que insistan en corroborar basta el último detalle la de
mostración de cada resultado que usen, no podrán alcanzar límites importantes 
del tema tratado. Los teoremas que presentamos sin demostración en fas seccio
nes no marcadas; están dentro de lo que ya conocemos y consideramos que 
deben ser familiares para el lector. Seria imposible cubrir en un curso de un 
semestre en nivel de licenciatura todos estos aspectos fascinantes si insistiéramos 
en realizar todas sus demostraciones.

9.1 GENERADORES Y TORSION

El primer concepto que se definirá tiene gran importancia. A diferencia de 
nuestro procedimiento anterior, daremos primero una definición elegante y des
pués se explicará a nivel intuitivo en un teorema. Recuérdese, por el teorema 8.4, 
que la intersección de subgrupos de un grupo es un grupo. Sea G un grupo y a¡ 
elementos de G para i e 1, donde /  es un conjunto de Indices. Existe al menos un 
subgrupo de G que contiene todas las a¡, a saber, G mismo. Es obvio que la 
intersección de todos los subgrupos de G que contienen todas las a¡ es el menor 
subgrupo de G que contiene todas tas a¡ para i e /.
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Definición Sea G un grupo y a¡ e G para re / . El menor subgrupo de G que 
contiene {a, \ i e /} es el subgrupo generado por {a¡ | i e /}. Si este subgrupo es 
todo G, entonces {a¡ \ i e /} genere G y las a¡ son generadores de G. Sí existe 
un conjunto finito {a¡ ) i € /} que genere G, entonces G es finitamente gene
rado.

Nótese que esta definición es consistente con nuestra definición anterior de 
generador de un grupo cíclico. Nótese, además, que el siguiente teorema se 
enuncia y demuestra para cualquier grupo G, no sólo para grupos abelianos.

Teorema 9.1 . S i G es un grupo y a, e G para i e I, entonces el subgrupo H de G 
generado por {at \ i e /} consta de precisamente aquellos elementos de G que 
son productos finitos de potencias de exponente entero de a¡, donde, en ese 
producto, pueden presentarse varias veces potencias de alguna a, dada.

Demostración La razón por la cual tenemos que en el producto hay varias 
potencias para una a¡ dada, es que no se supone que G es abeliano. Si G es 
abeliano, entonces (a ,)-3(o2)V i)7 podría simplificarse como pero esto
puede no ser cierto en el caso no abeliano.

K  denotará el conjunto de todos los productos finitos de potencias de 
exponente entero de at. Es claro que K  £  H. Obsérvese que K es un subgrupo y 
entonces, como H es el menor subgrupo que contiene a, para i e l,  habremos 
terminado. Es obvio que un producto de elementos en K  está en K. Como 
(«i)° =  e tenemos e e K. Si para toda k  en K  se forma, a partir del producto que 
da k, un nuevo producto, invirtiendo el orden de las at y poniendo el signo 
opuesto a todos los exponentes, se tendrá á -1, que está en K. Por ejemplo

. _ I 1 ' ■

■ ^ »-1 * r-1 r<f' f i ' i‘ :: +T4.-. •
lo cual está en K. m * • :

Ejemplo 9,1 Z x Z3 está generado por {(1, 0), j(0, 1)}. ■

L os alumnos que estudiaron la sección *8.2 notarán que si A y B  son subgrupos 
de G, entonces el subgrupo ensamble A v B  es precisamente el subgrupo genera
do por A u  B. . . .

Aunque en esta sección tratamos principalmente con grupos abelianos, usa
remos la notación multiplicativa en los análisis generales. Nuestra experiencia 
indica que los estudiantes comprenden más rápido la notación a" que na. En esta 
última notación, él estudiante tiende a cometer el error de pensar h como un 
elemento del grupo.

Definición Un grupo G es un grupo de tontón si todo elemento de G es de 
orden finito. G es Ubre de torsión si ningún otro elemento aparte de la 
identidad es de orden finito. ■
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Teorem a 9.2 En un grupo abeliano G, el conjunto T de todos los elementos de 
G de orden finito es un subgrupo de G, el subgrupo de torsión de G.

Demostración Usamos notación multiplicativa. Sean a y b elementos de T. 
Entonces, existen enteros positivos m y n tales que cT =  i f  =  e. Como G es 
abeliano,

(aby" =  a - ó ”

entonces,

(ai.)" =  = (a*r(A T =  «V" =  e.

Por tanto, ab es de orden finito, luego está en T. Esto muestra que T  es cerrado 
bajo la multiplicación del grupo.

Es d a to  que e es de orden finito y por tanto está en T.
Por último, si a e T  y a" =  e, entonces

e =  e  =  ( a a - ' r  =  a ^ a " ^  =  e(a“ T  =  ( « “ l T ,

asi que a " 1 es de orden finito y, por tanto, está r a l i

Ejemplo 92  Todo grupo finito es ud grupo de torsión, mientras que Z  bajo la 
suma es libre de torsión. Si consideramos Z  x Z 2, el elemento (1, 0) no es de 
orden finito, pero el elemento (0,1) es de orden 2. ES claro que T  =  ((0, 0 \ (0, 1)} 
es el subgrupo de torsión de Z  x Z 2. ■ ' '

9.2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL

Se enunciarán ahora algunos lemas que nos conducirán al teorema principal de 
la sección: el teorema 9.3. Los lemas no se demuestran. El teorema 9.3 se 
demuestra en el capitulo 20 (marcado). La demostración que ahi se presenta no se 
construye mediante la sucesiórí de los lemas dados aqui; seleccionamos estos 
lemas introductorios para llegar en forma gradual a la comprensión de la estruc
tura de grupo descrita en el teorema.

Lema 9.1 S i G es un grupo abeliano finitamente generado con un subgrupo de 
torsión T, entonces G es un producto directo (internó) T  x F  para algún 
subgrupo F  de G que sea libre de torsión.

Demostración La demostración resultará del teorema 9.3, el cual se demuestra 
en el capitulo 20 (marcado). ■ .
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Lema 9,2 Un grupo abeliano F finitamente generado, libre de torsión, es 
isomorfo a Z x Z x - ■ ■ x Z para fl/jpin número m de factores, £1 número m, 
el número de betti de F, es único.

Oemostración La demostración resultará del teorema 9.3, el cual se demuestra 
:n el capitulo 20 (marcado). ■

Lema 9.3 Un grupo abeliano fmito T  es isomorfo a dos tipos diferentes de 
productos directos de grupos cíclicos, como sigue:
1 T es isomorfo a un producto

A pJ ' * ^tP,r X ■ ■ ■ X

donde los p¡ son primos no necesariamente distintos. Este producto directo de 
grupos cíclicos de orden la potencia de un primo isomorfo a f e s  único excepto 
por un rearreglo de los factores.
2 T es isomorfo a un producto directo

Z„, x Z ^ x - x Z ^ .

donde mt divide a mu l . Los números mh los coeficientes de torsión de T  son
únicos.

demostración La demostración resultará del teorema 9.3, el cual se demuestra 
n el capítulo 20 (marcado). ■

.os términos números de betti y coeficientes de torsión provienen de la topología 
Igebraka, donde desempeñan un papel importante.

No es posible exigir que los primos pt que aparecen en la forma 1 del lema 
.3 sean diferentes. Hemos visto, por ejemplo, que Z , x Z 9 x Z , no es isomorfo 
Z ], x Z | ya que el primero tiene elementos a lo sumo de orden 45, mientras 
ue el segundo es cid ico de orden 225.

Piénsese por un momento en la importancia y el enorme poder del lema 9.3. 
*roporciona una descripción, salvo isomorfismo, de todos los grupos abelianos 
ínitos.

Se describirá un método para encontrar un grupo, expresado en la forma 2 
el lema 9.3, que sea isomorfo a un producto directo dado de grupos cíclicos de 
rden la potenda de un primo. Para cada primo que aparezca en el orden del 
rupo, escríbanse ios subíndices en el producto directo donde aparece esc primo, 
n orden de magnitud creciente. Manténganse alineados los extremos derechos de 
>s renglones. Así, comenzando con Za x Z4 x Zj x Z3 x Z , formamos el or
en amiento

2 4
3 3

5
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A continuación se toma el producto de los números en cada columna obteniendo, 
en este caso, 6 y 60. Entonces, Z , x Z4 x Z , x Z , x Z¡ es isomorfo a 
Z6 x Z(,0, Asi mismo, Z 2 x Z¡ x Z 2 x Z j x Z j x Z s da lugar al arreglo

2 2 2
3 3

5
2 6 30

y, por tanto, es isomorfo a Z 2 x Z6 x Z 30. No se hará una demostración formal 
de la validez de este algoritmo. Es fácil ver por qué funciona, a partir de la teoría 
desarrollada en el capitulo 8, en panicular del teorema 8.2.

Ejemplo 9J  Encuéntrense todos los grupos abelianos (salvo isomorfismo) de
orden 360. Primero, se expresa 360 como producto de potencias de primos 23335.
Entonces, al usar la forma 1 del lema 9.3, se obiicnen las posibilidades

1 Z 2 x Z2 x Z 2 x Z j x Z3 x Z s
2 Z 2 x Z4 x Z 3 x Z 3 x Z j
3 Z 2 x Z2 x Z 2 x Z # x Z ,
4 Z 2 x Z* x Z9 x Z s

"5 Z g x Z 3 x Z 3 x Z s •
6 Z 8 x Z9 x Z j 7

Hay, entonces, seis grupos abelianos diferentes (salvo isomorfismo) de orden 360. 
En la parte inferior escribimos los seis casos en la forma 2 del lema 9.3, mante
niendo los grupos (salvo isomorfismo) en el mismo orden. Esto es, el primer 
grupo listado en la parte superior es isomorfo al primero de los listados a 
continuación y asi sucesivamente.7 Esto es fádl de verificar a partir de las observa
ciones anteriores al ejemplo. ■

1 Z j x Z6 x Z jq 1 2 Zg x Zeo :
3 Z 2 x Z j x Z9q 4 Z j x Z |8q

5 Z 3 x Z |jo  6 2,360 ■

El teorema principal es resultado inmediato de los lemas anteriores; excepto por 
el hecho de que un subgrupo de un grupo abeliano finitamente generado es, a su 
vez, finitamente generado, lo cual se demuestra en el capitulo 20.

Teorema 9.3 ( Teorema fundamental de loa grupos abelianos finitamente 
generados) Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo ai pro
ducto directo de los grupos cíclicos de la forma

I x x x x Z  x Z  x x Z,
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donde las p, son primos, no necesariamente distintos, y también es isomorfo a 
un producto de ¡a forma

2 T m¡ x T m¡ x ■■■ x ZWr x Z x Z x ■■ ■ x Z,

donde m¡ divide a m;+1.
En ambos casos el producto directo es único, excepto por posibles rearreglos de 
los factores, esto es, el número de factores (número de betti de G) deT.es único, 
los coeficientes de torsión m¡ de G son únicos y ¡as potencias de primos (/?, )'’' 
son únicas.

Demostración En el capitulo 20 (marcado), se encuentra una demostración 
completa. ■

¿Resulta comprensible la importancia de estos resultados? Entre otras cosas, nos 
dan información completa acerca de todos los grupos abelianos finitos.

*9.3 APLICACIONES

Concluiremos esta sección con una muestra de los muchos teoremas sobre gru
pos abelianos que podemos demostrar ahora. Algunos son resultado del traba
jo desarrollado en el capítulo 8 y para otros se requiere el poderoso teorema 9.3.

Definición Un grupo G tiene descomposición si es isomorfo al producto 
directo de dos subgrupos propios no triviales. De no ser así, decimos que G 
es sin descomposición.

Teorema 9.4 Los grupos abelianos finitos sin descomposición son precisa
mente los grupos cíclicos cuyo orden es potencia de un primo.

Demostración Sea <7 un grupo abeliano finito, sin descomposición: Porel teore
ma 9.3 (o por el lema 9.3), G es isomorfo a un producto directo de grupos cíclicos 
cuyos órdenes son potencias de primos. Como G es sin descomposición, este 
producto directo debe constar de sólo un grupo ciclico de orden una potencia de 
un primo. '

Recíprocamente, sea p un primo. El material del capítulo 8 muestra que Z r  
es sin descomposición, pues si fuera isomorfo a Zy x Z^, donde i + j  = r, 
entonces todo elemento tendría a lo sumo orden < ¡f. ■

Teorema 9.3 Si m divide al orden de un grupo abeliano finito G, entonces G 
tiene un subgrupo de orden m.

Demostración Por el teorema 9.3 (o por el lema 9.3) podemos considerar a G 
como

r  x ^tpif x * z o>.r-’
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donde no todos los primos p, son necesariamente distintos. Como 
(PiY'iPiY1 ' "ÍPmYm 65 el orden de G, entonces m debe ser de la forma 
(PtY'ipiY1 ‘ ' iPaY't donde 0 ^  s, ^  r¡. Por el teorema 6.4, { p j i ~‘i genera un 
subgrupo cíclico de Z ^ ,  de orden igual al cociente de (p{Y' sobre el med de <j>¡Y' y 

Pero el med de (p,Y‘ y ÍPíY'~" es Asi, { p t f ' genera un subgrupo
cíclico Z d e  orden

= ípiT.

Si se recuerda que <a> denota el subgrupo cíclico generado por a, vemos que

x <SPiY'~n > x ••• x <o\r-- ,">

es el subgrupo de orden m  requerido. ■

Teorema 9.6 Si m es un entero libre de a/adrado, es decir, si m no es divisible 
por el cuadrado de algún primo, entonces todo grupo abeliano de orden m es 
cíclico.

Demostración Sea G un grupo abeliano de orden m libre de cuadrado. Enton
ces, por el teorema 9.3 (o por el lema 9.3), G es isomorfo a

^ÍPiT' * ZW' x x Z ^ .,

donde m =  (p¡ Y'ÍPiY1 • • • ÍP,Y'- Como m  es libre de cuadrado, debemos tener que 
todos los r¡ =  1 y que todos los p¡ son primos distintos. El corolario del teorema
8.2 muestra, entonces, que G es isomorfo a Z , d e  manera que G es 
cíclico. •

Ejercidos--------------------------------------------------------------------------------

9.1 Encuéntrense todos los grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 720; de orden 
1089. Exprésense en las formas 1 y 2 del lema 93 y aparéense los grupos isomorfos de la 
forma 1 y 2.
9.2 Encuéntrense los coeficientes de torsión y el número de betti del grupo

Z x Z4 x Z x Z x Z jj x Zl0.

93 Encuéntrese el subgrupo de Z ,2 generado por {2, 3}; generado por {4, 6} y generado 
por {8, 6, 10).
9.4 Encuéntrese el orden del subgrupo de torsiÓD de Z* x Z x Zj; y de Z, 2 x Z x Z t2.
*9.5 Muéstrese que un grupo abeliano finito no es cíclico si y sólo si contiene algún 
subgrupo isomorfo a Zr x Z p para algún primo p. -
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9.6 ¿Falso o verdadero?

—  a) Todo grupo abeliano cuyo orden es un primo es dclico.
—  b) Todo grupo abeliano cuyo orden es una potencia de un primo es cíclico.
—  c) Zg es generado por }4, 6}.
—  d) Zg es generado por {4, 3, 6}.
—  e) El lema 9.3 clasifica todos los grupos abelianos finitos (salvo isomorfismo).
—  0 Cualesquiera dos grupos abelianos finitamente generados con el mismo número

de betli son isomorfos.
—  g) Todo grupo abeliano de orden divisible entre 5 contiene algún subgrupo cíclico

de orden 5.
—  h) Todo grupo abeliano de orden divisible entre 4 contiene algún subgrupo cíclico

de orden 4.
—  i) Todo grupo abeliano de orden divisible entre 6 contiene algún subgrupo cíclico

de orden 6.
—  j) Todo grupo abeliano finito tiene número de betli 0.

9.7 ¿Cuántos grupos abdi&nos de orden 24 (salvo isomorfismo) hay?; ¿y de orden 2S?; ¿y 
de orden (24)(25)7

9Ü Siguiendo la idea sugerida en el ejercicio 9.7, sean m y n enteros positivos primos 
relativos. Muéstrese que existen r grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden m y s de 
orden n, entonces, hay (salvo isomorfismo) rs grupos abelianos de orden mn.

9.9 Empléese el ejercicio 9.8 para determinar el número de grupos abelianos (salvo 
isomorfismo) de orden (10)*.

9.10 Sea G un grupo abeliano de orden 72.

a) ¿Cuántos subgrupos de orden 8 tiene G? ¿Por qué?
b) ¿Cuántos subgrupos de orden 4 tiene G? ¿Por qué?

9.11 Pruébese que si un grupo finito abeliano tiene como orden la potencia de un primo 
p, entonces, el orden de todo elemento del grupo es una potencia de p.

9.12 ¿Para cuáles enteros positivos n es cierto que los únicos grupos abelianos de orden n 
son cídkos?

9.13 Sean p y q números primos distintos. ¿Cómo se puede comparar el número (salvo 
isomorfismo) de grupos abelianos de orden pf con el número (salvo isomorfismo) de 
grupos abelianos de orden <p.
9.14 (Para estudiantes que sepan algo de números complejos, especialmente el teorema 
de De Moivre.) Encuéntrese el subgrupo de torsión T  del grupo multiplicativo C* de 
números complejos distintas de cero.

9.15 Muéstrese que S, está generado por {(1, 2), (1.2, 3 , . . . ,  n)}. [Sugerencia: muéstrese
que conforme r varia, (1, 2, 3 , . . n)*~r(lT 2)(1, 2, 3 , . . rif da todas las transposiciones
(1, 2), (2,3), ( 3 , 4 ) , — 1, /»), («, 1). Después, muéstrese que cualquier transposición es 
un producto de algunas de estas transposiciones y empléese el corolario del teorema 5.1]

9.16 ¿Cuál es el número menor de elementos que puede emplearse para generar del 
ejemplo 4.1?; ¿y para el grupo DA de simetrías del cuadrado en el ejemplo 4.2?; ¿y para el 
grupo Z] x Z j x Z 2?



9.17 ¿Dónde está el error en el argumento siguiente?

«Por el ejercicio 9.15, S„ puede ser generado por dos elementos. Por el teorema de 
Cayley, todo grupo finito es isomorfo a algún subgrupo de algún Sf. Por tanto, todo 
grupo finito puede ser generado por dos elementos.»

Nótese que la tercera parte del ejercicio 9.16 muestra que esta conclusión es falsa.

9.18 Sean G, H y K grupos abelianos finitamente generados. Muéstrese que sí 
G x K =: H x K entonces G -  //.

9.19 Sea, en Z x Z, G =  j(«, t ) |a  s  A (mod 10)¡.

a) Pruébese que G es un subgrupo de Z x Z y es libre de torsión.
b) Muéstrese que G es finitamente generado.
c) Encuéntrese un isomorfismo <j>:G -* Z x - x Z para algún número de factores.

9 6  GRUPOS ABELIANOS FINITAMENTE GENERADOS



crupcs 
en geometría 

y análisis

Interrumpimos nuestro estudio puramente algebraico para señalar, de manera un 
poco vaga, la importancia del concepto de grupo en geometría y en análisis. 
Puesto que no tratamos de profundizar en dichas materias, nuestro análisis no 
será muy preciso.

* 1 0 . 1  GRUPOS EN GEOMETRIA

DefiniciAn Para un geómetra una transformación de un conjunto A es una 
permutación del conjunto, esto es, una fundón uno a uno de A sobre sí mismo.

Según el teorema 4.1, las transformaciones de un conjunto forman un grupo 
bajo la multiplicación de transformaciones (permutadón). Hay que recordar 
que esta multiplicación no es más que la composidón de fundones. Esto es, 
si <j> y tjt son transformadones de A , entonces el producto p =  4>ip se define 
por afi = para a e A.

Félix Klein (1849-1925) dio una famosa definición de una geometría en su 
discurso de aceptación de una cátedra en la Universidad de Erlangen (el Erlanger 
Programm\ enero 1872. Desde la perspectiva del geómetra actual, la definición de 
Klein no es lo bastante inclusiva, pero servirá para nuestro propósito.

DefiniciAn (Klein) Una geometría es el estudio de aquellas propiedades de 
un espado (conjunto) que permanecen invariantes bajo algún subgrupo fijo 
de todo el grupo de transformaciones.

Ilustremos esta definición conforme se aplica a la geometría euclidiana clási
ca de la recta, el plano, el espacio tridimensional euclidianos, y demás. Tenemos,
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aquí, conjuntos en donde se define el concepto de distancia entre elementos. Si 
consideramos d(x,y) como la distancia entre los dos elementos x y y, entonces, 
podemos hablar acerca de transformaciones que conservan la distancia.

Definición Si A es un conjunto donde se ha definido el concepto de distan
cia, una transformación 4> de A es una isometrie si = d(x<f>, esto
es, si <fr preserva la distancia.

Es claro que el subconjunto de todo el grupo de transformaciones, formado 
por todas las isometrías del conjunlo, es un subgrupo. La geometría euclidiana de 
la recta, el plano, el espacio tridimensional y demás, es precisamente el estudio de 
aquellas propiedades que permanecen invariantes bajo el grupo de las isometrías. 
Asi, en la geometría euclidiana podemos hablar de los conceptos de longitud de 
un segmento de recta, del tamaño de un ángulo y del número de lados de un 
polígono, pues todas ellas son invariantes bajo isometría.

Describamos algunas de las„¡sometrías del plano euclidiano. Una traslación 
del plano es una transformación que mueve cada punto una distancia lija en una 
dirección lija. En términos de coordenadas, una traslación T(at> mueve el punto 
(jc,y) hacia (jt +  a, y  +  b). Es claro que

= rí.+c.i+d]-

Se observa de inmediato que las traslaciones forman un subgrupo del grupo de 
las isometrías isomorfo a R x R bajo la suma. Una rotación p(P 9) es una 
transformación que rota el plano alrededor del punto P en sentido contrario al 
que giran las manecillas del reloj, en un ángulo 8, donde 0 ^  6 <  2n. Las 
rotaciones no forman un subgrupo de las isometrías, pues no es una
rotación si P  #  Q y 0, + = 2n. Pero es claro que

modín)!

donde

(9, + 0 , * o i 2 , ) - Í <¡ '  +e¿  ,  si + !*! <  2” ’+ $2 — 2n si (0! + 02) 2a.

Las rotaciones alrededor de un punto lijo P  si forman un subgrupo de las 
isometrías. Este grupo no es isomorfo a R bajo la suma, ya que tiene subgrupos 
cíclicos de orden finito. Por ejemplo, p(P,,/i, genera un subgrupo cíclico de orden 
4. Todas las rotaciones alrededor de un punto fijo forman, en realidad, un grupo 
isomorfo al grupo multiplicativo de números complejos con valor absoluto 1. Por 
último, una reflexión en el plano es una función ft que transforma cada punto de 
una determinada recta I en sí mismo y a todo punto fuera de la recta a la imagen 
reflejada en el espejo l que queda a la misma distancia entre el punto y /, como se 
indica en la figura 10.1. Puede demostrarse que las traslaciones, rotaciones y 
reflexiones generan (en el sentido del capítulo 9) todo el grupo de las isometrías
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del piano. En realidad, este conjunto de generadores es mayor de lo necesario. Se 
puede mostrar que bastan ¡as reflexiones para generar el grupo de las isometrías, 
toda isometría en el plano se puede expresar como un producto de a ¡o más tres 
reflexiones. Es fácil convencerse de que, por ejemplo, una traslación puede escri
birse como el producto dedos reflexiones en rectas perpendiculares a la dirección 
de la traslación, distantes la mitad de la longitud de la traslación. Remitimos al 
lector interesado a Coxeter [44],

El grupo S3 dado en el ejemplo 4.1 tiene una bella interpretación geométrica. 
Considérese un triángulo equilátero como el de la figura 10.2. Sea

donde p denota una rotación; podemos considerarla una rotación en sentido 
contrarío al que giran las manecillas del reloj, en 2n/3 radianes. De manera 
análoga,

es una rotación en sentido contrarío al que giran las manecillas del reloj, en 4ti/3 
radianes, y

Figura 10/1 Figura 10.2

es una rotación en 0 radianes. También,
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donde ^  denota la imagen en el espejo, corresponde a una reflexi6n del triángulo en la recta 
l 1 y, en general, cada ^¡ del ejemplo 4.1 es una reflexión en la recta A. Una reflexion 
corresponde a girar el triángulo alrededor del eje l¡. Resulta clara la elección de la notación 
en el ejemplo 4.1. Véase de nuevo la tabla 4.1 del ejemplo 4.1. Nótese que se divide en 
cuatro sectores que señalamos sombreándolos. Este arreglo por sectores se muestra de nuevo 
en la tabla 10.1. En términos algebraicos, la tabla 10.1 presenta un grupo de orden 2. En 
términos geométricos, la tabla indica que el producto de dos rotaciones es una rotación; que 
el producto de una rotación y una reflexión es una reflexión y que el producto de dos 
reflexiones es una rotación. Esta descomposición del grupo en sectores que forman a su vez 
un grupo, será el siguiente tema de nuestro estudio algebraico.

T abla 10.1

Una primera impresión podría ser que las simetrías de un cuadrado formarían S4, pero 
hay que tener cuidado. La permutación

f  1 2 3 4 ^
^  1 3 4 2 j

no es una isometría del cuadrado de la figura 10.3, pues la dislancia del vértice 1 al vértice 2 
sería mayor que la distancia entre los vértices 1 y 3. El grupo de simetrías del cuadrado o 
grupo octal se calculó en el ejemplo 4.2. El cálculo del grupo diédrico de slmetrías del 
n-ágono regular en el plano para n > 3 aparecerá como ejercicio al final de esta sección. 
Nótese que el grupo de simetrías del n-ágono regular para n > 3 es Sn sólo en el caso 
n = 3.

1   2

Figura 1 0 . 3

En términos geométricos, podemos recuperar S4, como el grupo de simetrías del 
tetraedro regular; cada cara es un triángulo equilátero, como se muestra en la figura 10.4. 
Podría decirse que no es posible realizar la permutación

^  1 2 3 4 ^  

^ 1 3  2 4 J
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medíante un movimiento rígido, pero así como se tiene que salir del plano para 
voltear el triángulo equilátero y obtener lodo Sj, también se debe salir del 
espacio tridimensional al espacio de cuatro dimensiones para «voltear» el tetrae
dro y obtener todo Esta permutación equivale a una reflexión en el plano que 
contiene a la recta que pasa por los vértices 1 y 4, perpendicular a la recta que 
pasa por los vértices 2 y 3.

plano usual R x R añadiendo una recta al infinito que contenga un punto para 
cada dirección en R x R, obtenemos el plano proyectivo. En el plano proyec- 
tivo no existen objetos tales como rectas paralelas, ya que dos rectas paralelas en 
R x R, en el plano proyectivo, se definen como rectas que se intersecan en el 
punto sobre la recta al infinito que corresponde a su dirección común. Ahora, 
sean a y a '  dos planos proyectivos con sus partes correspondientes a R x R 
vistas como parte del espacio tridimensional y como planos no necesariamente 
paralelos de este espacio. Una proyección de a  sobre a' es una transformación de 
a sobre t¿ mediante ia proyección de un punto fuera de ambos planos, o la 
proyección mediante rayos paralelos. En la figura 10.5 se ilustra la proyección 
desde un punto. Mediante dos proyecciones es posible proyectar a sobre a' y 
después devolver a ' sobre a, la composición da una transformación de a sobre sí 
mismo. El grupo de las transformaciones proyectivas de a es el subgrupo de todas 
las transformaciones de a generadas por el tipo de transformaciones de a sobre si 
mismo, recién descritas. Es claro que las rectas van a dar a rectas y los cuadriláte
ros a cuadriláteros, es decir, estos son conceptos de la geometría proyectivo. Sin 
embargo, no se preserva la distancia, de manera que la distancia no es un 
concepto de la geometría proyectiva. Es posible, en cambio, mostrar que la 
llamada razón cruzada

o

4

Figura 10.4 Figura 10.5

Daremos dos ilustraciones más de la definición de Klein. Si aumentamos el

(CAfCB)
ÍDA/DB)
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de cuatro puntos sobre una recta, como en la figura 10.6, es una invariante del 
grupó proyectivo. Esta razón cruzada es casi la única cantidad numérica de la 
cual se puede echar mano y, por tanto, desempeña un papel muy importante en 
geometría provee ti va.

A B C D

Figura 10.6

Para concluir, si para un espacio dado podemos definir cuándo los puntos 
están cerca uno de otro, de manera que podamos hablar de transformaciones 
continuas (este conjunto es un espacio topológico), entonces es posible definir 
topología como el estudio de las propiedades de dichos espacios que son invarian
tes bajo el grupo de todas las transformaciones que son continuas y cuyas 
inversas también son continuas. La recta, el plano, el espacio tridimensional 
euclidianos y demás, son espacios topológicos. Dicho vagamente, una transfor
mación continua con inversa continua es la que se logra doblando, estirando y 
torciendo el espacio sin rasgarlo ni cortarlo. Para los espacios euclidianos, estas 
transformaciones incluyen todas las isometrías y, para los planos proyectivos, 
incluyen todas las transformaciones proyectivas. Topológicamente no se puede 
diferenciar entre un balón de fútbol y uno de baloncesto, pues uno de ellos se 
puede deformar, sin romperse, hasta verse como el otro. De manera análoga, un 
cuadrado y un circulo son topológicamente iguales. Sin embargo, es imposible 
hacer que un disco sólido de chocolate con menta se vea como un dulce «salvavi
das», sin agujerearlo. Entonces, son topológicamente distintos. La topología es, 
con mucho, el campo más activo hoy día entre todas las geometrías.

*10.2 GRUPOS EN ANALISIS

Pasando al tema del análisis, describiremos con brevedad algunas situaciones 
donde surgen los grupos de manera natural. De entrada, en análisis se trabaja, 
sobre todo, con subgrupos de números complejos, así que los grupos aparecen de 
manera obvia. Además, considérese la función / d e  una variable real dada por 
f ( x ) =  sen x. Tiene una gráfica bien conocida que se muestra en la figura 10.7. 
También,

sen x = sen(jr +  liar)

para todo entero n, esto es, la función seno de una variable real es invariante bajo 
una transformación de su dominio mediante un elemento del subgrupo cíclico 
infinito <2jt) del grupo de traslaciones de R. Una función de una variable real 
que sea invariante bajo una transformación de su dominio mediante un elemento 
de un grupo ciclico infinito es una función periódica.
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y

Figura 10.7

Recuérdese que los números complejos se pueden ver como llenando el 
plano euclidiano. Una función doblemente periódica es una función en el plano, 
invariante bajo un elemento de un grupo de transformaciones generado por dos 
traslaciones en direcciones diferentes (pero no opuestas) (véase la ñgura 10.8). Aquí, 
el grupo es isomorfo a Z x Z. Una función elíptica se define como una función de 
una variable compleja, meromorfa y doblemente periódica. El lérmino función 
meromorfa se explica en un primer curso en nivel de licenciatura sobre la variable 
compleja. Así, una función elíptica se conoce donde sea si se conoce en una 
región fundamental, esto es, una de las regiones con forma de rombo de la figura 
10.8. Tanto las funciones trigonométricas como las elípticas son casos particula
res de funciones automorfas, que son las funciones invariantes bajo un grupo 
discreto de transformaciones. El término discreto significa, a grandes rasgos, que 
ningún par de elementos del grupo están cerca uno del otro.

Figura 10.8

Por último, en teoría de la medida se asigna un tamaño numérico a ciertos 
subconjuntos «de buena conducta» de un conjunto. Si el conjunto tiene estructu
ra de grupo (O, ■} y sí a es un elemento del grupo, en ocasiones conviene tener 
una medida tal que el tamaño del subconjunto S  de G sea el mismo que el 
tamaño del subconjunto

aS  = {a ■ ¿ | s e S}.
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Por analogía con R y la operación de suma, algunas veces llamamos a aS la 
traslación izquierda de S  mediante a, de manera similar, Sa es una traslación 
derecha de S  mediante a. Una medida invariante izquierda es upa medida tal que 
el tamaño de aS es el mismo que el tamaño de 5 para toda a e G y todo conjunto 
de buena conducía 5. Se define de manera análoga una medida invariante dcre- 
eha. Así, para R bajo la suma, nuestra idea común de tamaño (longilud) para 
conjuntos de buena conducta (intervalos) es una medida invariante izquierda 
y Lambién derecha. De manera similar, nuestra idea usual de área en el plano C 
(o R x R) bajo la suma es una medida invariante izquierda y también derecha. 
Sin embargo, nuestra idea de área en C*, el grupo de los números complejos 
distintos de ocro bajo la multiplicación, esto es, el plano menos el origen, no es 
una medida invariante, ni izquierda, ni derecha. Por ejemplo, si 5 es el interior de 
un circulo de radio 1 alrededor del origen, sin el origen, tiene área n, mientras que 
2S, que tiene radio 2, tiene área Ak. Sin embargo, Haar demostró que existe una 
medida invariante izquierda (y también una medida invariante derecha): la medi
da de Haar en todo grupo topoiógico localmente compacto'*. La clasificación de 
grupo topoiógico tocalmente compacto cubre muchos grupos naturales compues
tos de números complejos, incluyendo a C*.

Ejercicios-------------------------------------------------------------------------------

*10.1 Revísese el ejercicio 4.9, o hágase ahora si no se hizo antes.

*10.2 Muéstrese que el n-ésimo grupo diédrico D. del ejercicio 4.9 puede generarse por 
dos elementos. Arguméntese en términos geométricos.

*103 Revísese el ejercicio 4.10 o hágase ahora si no se hizo antes.

*10,4 Muéstrese que el gmpo de movimientos rígidos del cubo dado en el ejercido 4.10 
puede generarse por dos elementos. Arguméntese en términos geométricos.
*103 Considérese ■ el grupo de todas las simetrías (isometrias) del cubo. Este grupo 
incluye todos los movimientos rígidos y también todas las reflexiones del cubo. ¿Cuál es el 
orden del grupo? Muéstrese que este grupo se puede generar por tres elementos.

*10.6 Considérese la geometría afín finita de cuatro puntos A, B, C, D y seis rectas AB, 
AC, A D, BC, BD, CD como se indica esquemáticamente en la figura 10.9. Aquí, cada recta 
contiene precisamente dos puntos. Una colíneacfóu de una geometría afln es una transfor
mación uno a uno del conjunto de puntos sobre sí mismo que lleva rectas a rectas. (Para 
hacer este ejercicio, no es necesario saber lo que es en realidad un punto o una recta. Se 
basa en la idea intuitiva de que una recta se compone de puntos, etc.)

a) Muéstrese que toda transformación uno a uno del conjunto de puntos de esta geome
tría afín de cuatro puntos, sobre sí misma, es una colineación.

b) Muéstrese que para cualquier geometría afín, las colineaciones forman un grupo, el 
grupo afín bajo la composición de funciones.

c) ¿A qué grupo visto anteriormente es isomorfo el grupo afín de la geometría de la 
figura 10.9?

* A. Haar, «Der MassbcgriíT ¡n der Theorie der fontrnuierficfien Gruppen», Ana, o f Motil. (2), 34, 
147- 1 6 9 (1933).
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Figura 10.9

* 10.7 Siguiendo la idea del ejercicio 10.6, considérese la geometría afín de nueve puntos y
doce rectas, cada una con tres puntos y cuyo esquema se presenta en la figura 10.10.

a) Muéstrese que no toda transformación del conjunto de puntos sobre sí mismo, es una 
colimación para esta geometría de nueve puntos.

b) Muéstrese que una colineación en esta geometría de nueve puntos está completa
mente determinada por sus valores en cualesquiera tres puntos que no estén en la 
misma recta.

c) ¿Cuál es el orden de! grupo afín, esto es, del grupo de todas las colineaciones, para 
esta geometría de nueve puntos?

d) Considérese el subgrupo H del grupo afín de la parle c) formado de aquellas colinea
ciones que dejan fijo cada punto de la recta ABC. ¿Cuál es el orden de este subgrupo? 
¿A qué grupo definido anteriormente es isomorfo este subgrupo?

Figura 10.10



1 0 6

1 1

Grupos 
de clases 
laterales

11.1 INTRODUCCIÓN

Quizás el lector ya haya observado que los 36 lugares de la tabla de S3 en el 
ejemplo 4.1 se dividieron, de manera natural en cuatro sectores, cada uno formado 
sólo por términos p i o sólo por términos j i. En la tabla 4.1 se sombrearon los 
sectores para distinguirlos. Así, el grupo S3 se partió en celdas Bp y By de igual 
tamaño y el conjunto {Bp, By} forma un grupo cuya tabla se obtiene de la tabla 4.1 
y se muestra en la tabla 11.1. Esta partición de un grupo en celdas, tal que el 
conjunto de celdas forma a su vez un grupo, es un concepto de importancia básica 
en álgebra. Llamemos a cada elemento de una celda, un representante de la 
celda. La ecuación

Bp By = By

significa que cualquier representante de Bp multiplicado por cualquier
representante de B j da algún representante de B j .

T abla 11.1

Pasando al caso general, nos gustaría determinar condiciones precisas bajo las 
cuales se puede partir un grupo G en celdas Bi tal que cualquier representante
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de una celda Tija Br multiplicado por cualquier representante de otra celda fija Bs 
produzca siempre un representante de una y la misma celda B, la cual será 
entonces considerada como el producto BrBz. El producto de las celdas BrB, se 
define como la celda B, obtenida al multiplicar representantes de B, y B„ y, para 
tener bien definida la operación binaria de multiplicación de celdas en {¿í,}, como 
se explicó en el capitulo l, la celda final B, que contiene el producto de los 
representantes, debe ser la misma, sin importar los representantes escogidos de Bt 
y de B Esta operación binaria de multiplicación de celdas en el conjunto {£¡} es 
la operación inducida en {flj por la operación de G. Sólo si esta operación está bien 
definida, tiene sentido preguntar si el conjunto {¿í¡} es un grupo bajo la operación.

Teorema 11.1 Si un grupo G se puede partir en celdas donde la operación 
inducida descrita anteriormente está bien definida, y si las celdas forman un 
grupo bajo esta operación inducida, entonces, la celda que contiene la identidad 
e de G debe ser un subgrupo de G.

Demostración Supóngase que G está partido en celdas con la operación induci
da bien definida y formando grupo, y sea B, la celda que contiene la identidad. Al 
calcular Bt Br podemos tomar cualesquiera representantes de B, y de Br y calcular 
su producto en G. Escojamos e e Bt y, digamos, r e Br. Entonces, er = r y r e Br 
asi que BeBr — Br. De manera análoga, BtB, = Br Así, B, debe actuar como la 
celda identidad en el grupo de celdas. Por tanto,

B,Bt = B„

lo cual muestra que, si elegimos todos los representantes posibles, B, es cerrado 
bajo la multiplicación del grupo G.

Por definición, B, contiene a e.
Sea a € Bt. Ahora, a~l está en alguna celda £k. Como Bt es la celda 

identidad sabemos que B,Bk = Bk. Al escoger representantes a e Bt y a~1 e Bk 
y usarlos para calcular B,Bk se observa que necesariamente Bt Bk =  Br  Asi, 
Bk = Bt y a -1 e Bt .

Por tanto, B, es un subgrupo de G. m

11.2 CLASES LATERALES

Supóngase que se puede partir un grupo G en celdas, de modo que la operación 
inducida esté bien definida y forme un grupo. Sea Bt  la celda que contiene a la 
identidad. El teorema anterior mostró que B, es un subgrupo de G. Sea B„ la 
celda que contiene a a e G. La ecuación BaB, =  Ba muestra, si escogemos al 
representante a € Bm y todos los representantes de Bt , que el conjunto

aBt  =  {ax | x  e Bt )
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debe estar contenido en Ba. Esto sugiere que estas traslaciones o clases laterales 
aBe de un subgrupo Be pueden ser importantes.

Definición Sea H un subgrupo de un grupo G y sea a é G. La clase lateral 
izquierda a f f  de H es el conjunto {ah \ h o H). La ciase lateral derecha Ha se 
define de manera similar.

Hemos vislo que si G se puede partir en celdas de modo que la operación 
inducida esté bien definida y forme un grupo, entonces

aBt <= Ba.

Sea a -1 e Bk. Entonces, Bt Ba = Br, de manera que al escoger representantes 
a -1  g Bk y cualquier x  e Bc, tenemos a ” 1 x  e Br  Así, a '  ' . t  =  b y x  = ab donde 
h e  Rt . Esto muestra que

Ba s  aBf,

así que

Ba = aBr

Claro que por un argumento similar también tenemos que Ba = Bea Estos 
resultados se resumen en un teorema.

Teorema 11,2 Si un grupo G se puede partir en celdas de modo que la 
operación inducida esté bien definida y  forme un grupo, entonces las celdas son 
precisamente las clases laterales izquierdas (y también las derechas) de un 
subgrupo de G. En particular, cada clase lateral izquierda debe ser una clase 
lateral derecha.

Ejemplo 11.1 Determinemos cómo se ven las clases laterales izquierdas de 
3Z como subgrupo de Z bajo la suma. La notación es aditiva. Desde luego, 
3Z = O + 3Z es él mismo una clase lateral izquierda. Otra clase lateral izquierda 
es 1 + 3Z. Después de un momento de reflexión es claro que 1 +  3Z está for
mado por todos los enteros que dejan residuo 1 al dividirlos entre 3 en el sen
tido del lema 6.1. De igual manera, la clase lateral izquierda 2 + 3Z consta de 
todos los enteros que dejan residuo 2 al dividirlos entre 3. Puesto que el lema 6.1 
muestra que el residuo de cualquier entero dividido entre 3 es un entero r, donde 
O <L r < 3, las únicas posibilidades son O, 1 y 2. Así que éstas son todas las 
clases laterales izquierdas. ■

Podríamos preguntar en qué caso, dado un subgrupo H  de un grupo G, las clases 
laterales izquierdas (o derechas) de H  dan siempre una partición de G en celdas 
distintas. Claro está que por el teorema 0.1, cualquiera de dichas particiones 
corresponde a una relación de equivalencia en G. Nótese que b e aH  si y sólo si
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b = ah para algún h e  //, o si y sólo si a~xb e H. Esto sugiere examinar la relación 
a ~ b si y sólo si a~1b e H, para verificar si es una relación de equivalencia. 
Como se indica en el enunciado del teorema que sigue, esta relación tiene una 
notación especial.

Teorema I I J  Sea H un subgrupo de un grupo G. Las relaciones

i a =¿ b (mod H) si y  sólo si a~ lb e H

y

a = T b {mod H) si y  sólo si ab~ 1 e H

son relaciones de equivalencia en G, la congruencia izquierda módulo H y la 
congruencia derecha módulo Hy respectivamente. Las clases de equivalencia de 
la congruencia izquierda (derecha) módulo H son las clases laterales izquierdas 
(iderechas) de H. Todas las clases laterales de H tienen el mismo número de 
elementos.

Demostración Probaremos el enunciado para la congruencia izquierda y las 
clases laterales izquierdas. Las demostraciones para la congruencia derecha y las 
clases laterales derechas son similares. Mostremos primero que la congruencia 
izquierda módulo H es una relación de equivalencia.

Reflexividad. a =e a (mod H) porque a~la = e está en H.

Simetría. Si a =¿ b (mod H \  entonces a~lb e H  y H  es un subgrupo, de 
modo que = b~[a también está en H\ en consecuencia, b =¿ a
(mod H).

Transitiva. Si a =¿ b (mod H) y b c (mod//), entonces a~lb e H y 
b ~ lc e  H. Como H es un subgrupo, {a~ lb)(b~lc) =  a~~ lc está en //, de modo 
que a c (mod H).

Así, la congruencia izquierda módulo H  es una relación de equivalencia.
La clase de equivalencia á que contiene a a se calcula fácilmente como

d = (jt e G\ x =e a (mod H)} = (jc e G| a~l x e H)
= {jc € G \a ~ i x = k e H} = {jc e G|jc = ah para alguna h e H}
= afí .

De este modo, las clases de equivalencia de la congruencia izquierda módulo H  
son precisamente las clases laterales izquierdas de H.

Para mostrar que cualesquiera dos clases laterales izquierdas tienen el mis
mo número de elementos, considérese Ja transformación H  -» aH dada por
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hXa = ah. Es claro que esta transformación Xa es sobre aH. Si hl y h2 están en H 
y ahl = ah2> entonces h{ — lt2 debido a la ley de cancelación del grupo. Asi, Aa 
lleva a H  de manera uno a uno y sobre aH. De aquí que toda clase lateral 
izquierda tiene el mismo número de elementos que H y, por tanto, todas ellas 
tienen el mismo número de elementos. ■

Ahora sabemos bastante bien cómo se ve la partición de un grupo en celdas 
ajenas, si la operación inducida está bien definida y forma grupo. Las celdas son 
siempre clases laterales (en este caso, por el teorema 11.2, Jas clases laterales 
izquierdas y derechas son las mismas) de algún subgrupo. A partir de ahora ya no 
usaremos el término celda\ en su lugar usaremos siempre el término clase lateral.

Desafortunadamente, las clases laterales izquierdas de un subgrupo de un 
grupo no siempre forman grupo bajo la operación inducida. La dificultad radica 
en el hecho de que la operación inducida puede no estar bien definida. Daremos un 
ejemplo.

Ejemplo 11.2 Considérese el grupo S3 del ejemplo 4.1 y el subgrupo H = {p0, 
px). Para encontrar las clases laterales izquierdas de un subgrupo H  de un grupo 
finito G, se busca un elemento a de G que no esté en H y se encuentra la clase 
lateral izquierda aH. Después, se busca un b e G tal que b no esté en H ni en aH, 
así encontramos una nueva clase lateral izquierda bH. Continuando este proceso, 
se hallan todas las clases laterales izquierdas de H  en G. En el ejemplo es fácil 
observar que las clases laterales izquierdas de H  =  { p 0> P i l  en S 3 son

=  {Po>Pi}> 
pxH  =  { p u p 2}t 
p 2H  =  { ^ P a l -

Escribamos de nuevo la tabla del grupo para S3, pero con los elementos en el 
orden

P o . P l l P l >  P 2 I P 2 .  P 3-

En la tabla 11.2 sombreamos ligeramente los cuadrados que contienen elementos 
de la clase lateral {plT p 2}> y oscurecemos más los que contienen elementos de 
{ Piy Pi}- Una mirada a la tabla bastará para ver sí la operación inducida está 
bien definida y si estas clases laterales izquierdas forman un grupo. Vemos que no 
sucede así. El producto de dos celdas no siempre produce elementos de un solo 
tipo de sombreado, esto es, elementos en una sola clase lateral. Al multiplicar 
elementos en la clase lateral izquierda {p0t por elementos en la clase lateral 
izquierda {pít jí2}> podemos obtener todos los elementos en {p[y p2, p2, Ps} Que 
no es una clase lateral izquierda. La operación inducida no está bien definida en 
estas clases laterales izquierdas. ■
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T a b l a  1 1 . 2

Po Al pl A  2 P 2 A3

Po Po Al pl A  2 P 2 A3

Al Ai Po A3 P 2 A 2 pl

Pi pl P 2 P 2 A  3 P o Al

A2 A  2 pl Ai Po A3 P 2

P 2 P 2 A 3 Po Al Pl P 2

A3 A  3 P 2 P 2 Pi Ai P o

T abla 1 1 . 3

0 3 1 4 2 5

0 0 3 1 4 2 5

3 3 0 4 1 5 2

1 1 4 2 5 3 0

4 4 1 5 2 0 3

2 2 5 3 0 4 1

5 5 2 0 3 1 4

E jem plo  1 1 . 3  Veamos si el grupo Z 6 se puede partir en un grupo de clases laterales 
izquierdas del subgrupo H  = {0,3}. Usando notación aditiva, las clases laterales 
izquierdas son

H  = {0,3 },

1 + H  = {1,4 },

1 + H  = {2,5}.

La tabla para Z 6, con los elementos en el orden

0,3|1,4|2, 5,

sombreando de nuevo los cuadrados según la clase lateral a que pertenece el elemento, 
se da en la tabla 11.3. ¡Funciona! ¿No es bello? Tan delicioso despliegue de simetría 
debería producir estremecimientos de felicidad subiendo y bajando por la columna 
vertebral de cualquiera que tenga algo de sensibilidad matemática. ■

Un grupo de clases laterales izquierdas formado a partir de un grupo G da alguna 
información acerca de G. Si sólo se conoce el grupo de las clases laterles izquierdas, 
no se puede saber cuál será el producto de cualesquiera dos elementos de G, pero sí se 
sabe el tipo de elemento resultante del producto de dos tipos de elementos. Esta es la 
importancia del concepto. Lo hemos ilustrado con S3, donde los elementos son de dos 
tipos, del tipo p  (rotaciones) y del tipo p  (reflexiones). Otro análisis sería que los del 
tipo p son permutaciones pares y los del tipo p son permutaciones impares. El grupo 
dado por las dos clases laterales izquierdas de A 3 en S3 tiene entonces una 
interpretación sencilla en términos de clasificación de productos de permutaciones en 
pares o impares, como se muestra en la tabla 11.4. No es sorprendente que los 
subgrupos cuyas clases laterales izquierdas forman grupo desempeñen un papel 
fundamental en la teoría de grupos.
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Tabla 11.4
Par Impar

Par Par Impar

Impar Impar Par

Para terminar este análisis, haría falla caracterizar precisamente los tipos de 
subgrupos de un grupo G cuyas clases laterales si forman grupo bajo la operación 
inducida. Dejaremos esto para la siguiente sección, sobre todo porque éste es un 
material muy importante y queremos que haya tiempo suficiente para asimilarlo.

11.3 APLICACIONES

En vez de dar ahora los toques finales a esta teoría, probaremos algunos bellísi
mos resultados acerca de grupos finitos que resultan con mucha facilidad del 
trabajo desarrollado hasta aquí.

Teorema 11.4 (Lagrange) Sea G un grupo de orden finito n y H un subgrupo 
de G. El orden de H divide al orden de G.

Demostración Supóngase que f í  tiene m elementos. Considérese la colección de 
las clases laterales izquierdas de H. Por el teorema 11.3, estas clases laterales 
izquierdas son ajenas, tienen el mismo número m de elementos que H  y todo 
elemento de G está en alguna clase lateral izquierda. Entonces, si hay r clases 
laterales izquierdas, debemos tener n =  rm de modo que m divide a n. ■

Nótese que este elegante e importante teorema proviene del sencillo corneo hecho 
en el teorema 11.3 donde se demostró que todas las clases laterales tienen el 
mismo número de elementos. Nunca se debe subestimar un teorema que cuente 
algo.

El teorema 9.3 muestra que cualquier grupo abeliano de orden primo es 
ciclico, Pero como corolario del teorema 11.4 tenemos

Corolario Todo grupo de orden primo es cíclico.

Demostración Sea G de orden primo p y sea a un elemento de G diferente de la 
identidad. Entonces, el subgrupo ciclico (a) de G generado por a tiene al menos 
dos elementos, a y e. Pero, por el teorema 11.4, el orden m ¿  2 de (a )  debe 
dividir al primo p. Así, debemos tener que m = p y <a> = G, de modo que G es 
cíclico. ■

Por consiguiente, hay un soio grupo (salvo isomorfismo) de orden un primo dado. 
Ahora bien, ¿no se obtuvo fácilmente este resultado elegante a partir del teorema
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de Lagrange, un teorema que cuenta*. Nunca se debe subestimar un teorema que 
cuenta algo. El corolario anterior es una pregunta típica de examen.

Teorema 11.5 El orden de un elemento de un grupo finito divide al orden del 
grupo.

Demostración Si se recuerda que el orden de un elemento es igual al orden del 
subgrupo cíclico generado por el elemento, vemos que este teorema resulta 
directamente del teorema 11.4. ■

Definición Sea H  un subgrupo de un grupo G. El número de clases laterales 
izquierdas de H  en G es el Indice (G : H) de H en G,

EL índice (G: H) recién definido, puede ser finito o infinito. Si G es finito, es 
obvio que {G:H)  es finito y (G:fí )  = \G\f\HU ya que cada clase lateral de H  
tiene \H\ elementos. El ejercicio 11.5 muestra que también se puede definir el 
índice (G : H)  como el número de clases laterales derechas de H  en G. Enunciare
mos un teorema básico acerca de índices de subgrupos y dejaremos la demostra
ción como ejercicio (véase el ejercicio 11.9).

Teorema 1L6 Supóngase que H  y  K son subgrupos de un grupo G tal que 
K <, H <, G y supóngase que (H : K) y  {G: H) son ambos finitos. Entonces 
(G : K) es finito y(G  :K) =  (G : H){H : K ).

El teorema 11.4 muestra que si existe algún subgrupo H  de un grupo finito 
G, entonces el orden de H  divide al orden de G. Podríamos preguntamos si el 
recíproco es cierto; esto es, si G es un grupo de orden n, y m divide a n, ¿existe 
siempre un subgrupo de orden m? La respuesta es no, aunque del teorema 9.3 
resulta que el recíproco si es cierto para grupos abelianos (véase el teorema 9.5). 
Sin embargo, se puede mostrar que A4 no tiene subgrupo de orden 6, lo cual nos 
proporciona un contraejemplo para grupos no abelianos.

Piérdelos-------------------------------------------------------------------------------

11,1 Encuéntrese el número de clases laterales izquierdas de cada uno de los subgrupos 
siguientes:

a) El subgrupo <18> de Z3<¡
b) El subgrupo <1> x <0> x <0> de Z3 x Z2 x Z4
c) El subgrupo <0> x <1) x <2> de Z3 x Z 2 x Z 4

112 Ht = {p0, p2}, f í2 = [po, p,} y H3 = {p0, pu p2, p3) son tres subgrupos del grupo 
de simetrías del cuadrado del ejemplo 4.2’ Para cada uno de estos subgrupos escríbase la 
tabla del grupo de simetrías del cuadrado de manera de exhibir las clases laterales
izquierdas, como se hizo en los ejemplos 11.2 y 11.3, y determínese en qué caso la
operación inducida está bien definida y en qué caso las clases laterales izquierdas forman 
grupo. Si se usan colores diferentes para cada clase lateral, las tablas serán más llamativas.
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] 1.3 Escríbanse las clases laterales izquierdas del subgrupo cíclico ((1, 2)) de Z 2 x Z4 y 
determínese si la operación inducida está bien definida y sí las clases laterales izquierdas 
forman grupo. Véase el ejercicio 11.2 respecto al uso de los colores.

11.4 ¿Cuántos grupos hay de orden 17 (salvo isomorfismo)?

t l l ü  Muéstrese que hay el mismo número de clases laterales izquierdas que derechas, de 
un subgrupo //  de un grupo G, esto es, exhibir una transformación uno a uno de la 
colección de las clases laterales izquierdas sobre la colección de las clases laterales dere
chas. (Nótese que este resultado es obvio para grupos finitos, basta contar. La demostra
ción debe valer para cualquier grupo.)

11.6 ¿Falso o verdadero?
—  a) Todo subgrupo de todo grupo tiene clases laterales izquierdas.
_  b) El número de clases laterales izquierdas de un subgrupo de un grupo Finito

divide al orden del grupo.
—  c) Todo grupo de orden primo es abeliano.
—  d) No se pueden tener ciases laterales izquierdas de un subgrupo finito de un grupo

infinito.
—  e) Un subgrupo de un grupo es una clase lateral izquierda de sí mismo.
—  0 Sólo subgrupos de grupos finitos pueden tener clases laterales izquierdas.
—  g) Am es de Índice 2 en SM para n > 1.
—  h) El teorema de Lagrange es un bello resultado.
—  i) Todo grupo finito contiene algún elemento de todo orden que divide al orden

del grupo.
—  j) Todo grupo ciclico finito contiene algún elemento de todo orden que divide al

orden del grupo.

11.7 En el ejercicio 2.5 se mostró que todo grupo finito de orden par 2n contiene algún 
elemento de orden 2. Usando el teorema de Lagrange, pero no el teorema 9.3, muéstrese 
que si n es impar, un grupo abeliano de orden 2a contiene precisamente un elemento de 
orden 2.

114 Muéstrese que un grupo con al menos dos elementos, pero sin subgrupos propios 
no triviales, debe ser finito y de orden primo.

11.9 Pruébese el teorema 11.6. [Sugerencia: sea {a¡H \ i = 1, . . . ,  r} la familia de las 
distintas clases laterales izquierdas de H en G y {b¡K \j — 1, . . j} la colección de las 
distintas clases laterales izquierdas de K en / / . Muéstrese que

{(a,bj)K | i = I r\j = 1 j}

es la colección de las distintas clases laterales izquierdas de K en G¡]
11.10 Muéstrese que si H es un subgrupo de un grupo abeliano G, entonces, toda clase 
lateral izquierda de H es también una clase lateral derecha de H.
11.11 Muéstrese que sí H es un subgrupo de índice 2 en un grupo finito G, entonces toda 
clase lateral izquierda de H es también una clase lateral derecha de H.
11.12 Empleando la notación para S3 del ejemplo 4.1 trátese de decidir, sin escribir la 
tabla, si la operación inducida está bien definida en las clases laterales izquierdas del 
subgrupo

l(Po. 0). (P01 3X (p „  0), (/>„ 3X (Pz, 0), ip2, 3)}
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{ÍPo* 0), (/>„, 3), (¿ílt 0), 0í 1( 3)}?

11.13 Muéstrese que las clases laterales izquierdas del subgrupo {0} x  Z 2 de Z x Zj 
Forman un grupo isomorfo a Z, bajo la operación inducida en las clases laterales izquier
das.

11.14 Muéstrese que si un grupo G con identidad e tiene orden finito n, entonces = e 
para todas las a € G.

11.15 Muéstrese que toda clase lateral izquierda del subgrupo Z del grupo aditivo de los 
números reales, contiene exactamente un representante x en R tal que 0<  x < 1.

11.16 Muéstrese que la función seno asigna el mismo valor a cada representante de 
cualquier clase lateral izquierda fija, del subgrupo <2jt> del grupo aditivo R de los 
números reales. (Asi, el seno induce una función bien definida en el conjunto de las clases 
laterales; el valor de la función en una clase lateral se obtiene cuando escogemos un 
representante x de la clase lateral y calculamos sen*.)

11.17 Muéstrese que un grupo cíclico finito de orden n tiene exactamente un subgrupo de 
cada orden d que divide a n y que éstos son todos los subgrupos que tiene.

11.18 La fundón fi de Euler se define para enteros positivos n mediante 4(n) =  s donde s 
es el número de enteros positivos menores o iguales a n que son primos relativos con n. 
Usese el ejercicio 11.17 para mostrar que

*l-

donde la suma se toma sobre lodos los enteros positivos d que dividen a n. [Sugerencia. 
nótese que, por el corolario del teorema 6.4, el número de generadores de es 4>{d).]
11.19 Sea G un grupo finito. Muéstrese que si para cada entero positivo m el número de 
soludones x de la ecuación jc" = e en G es a lo más m, entonces, G es dclico. [Sugerencia: 
úsese el teorema 11.5 y el ejercicio 11.18 para mostrar que G debe contener un elemento de 
orden n = |<7|.]

de x Z 6 y si forman grupo. ¿Qué sucede con las clases laterales izquierdas de
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Subgrupos 
normales y 

grupos factores

12.1 CRITERIOS PARA LA EXISTENCIA
DE UN GRUPO DE CLASES LATERALES

Regresemos ahora al problema de decidir para cuáles subgrupos H  de un grupo 
G las clases laterales izquierdas (derechas) forman grupo bajo la operación indu
cida. La cuestión crucial es ver si la operación inducida está bien definida.

Lema 12.1 Si H es un subgrupo de G y si la operación inducida de multiplica
ción de clases laterales en las clases laterales izquierdas (derechas) de H  está 
bien definida, entonces la colección de clases laterales izquierdas (derechas) de 
H  forman grupo bajo esta multiplicación de clases laterales inducida.

Demostración Recuérdese que el producto (aH)(bH) de clases laterales izquier
das se definió como la clase lateral que contiene al producto de cualesquiera dos 
representantes, uno de aH y el otro de bH. Suponemos que este producto de 
clases laterales está bien definido, esto es, que es independiente de la selección de 
los representantes de aH  y bH. Asi, para propósitos de cálculo, podemos tomar a 
x  como representante de la clase lateral x fí.

La verilicación de que se cumplen los axiomas de grupo para la colección de 
las clases laterales depende de que G satisfaga los axiomas de grupo, ya que la 
multiplicación de clases laterales está definida en términos de la multiplicación de 
los elementos de G, Para probar la ley asociativa debemos mostrar que

aH[_(bH)(cH\] =  [(aH)(bH)]cH.
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Calculando, tenemos que

aH[(bH){cHfl = {aH)(bcH) =  a(bc)H

Y también que

HaH^bHWicH) = {abH)[cH) = (ab)cH.

Pero, por la ley asociativa en G sabemos que

a(bc) = (ab)c,

de modo que la multiplicación de clases laterales también es asociativa. Asi 
mismo, eH  actúa como identidad, pues el representante e actúa como identidad 
en G y el inverso de aH es a~1H. ■

Teorema 12+1 Si H es un subgrupo de un grupo G, entonces, ia operación 
inducida de multiplicación está bien definida en ias clases laterales izquierdas 
(iderechas) de H si y  sólo si toda ciase lateral izquierda es una clase lateral 
derecha.

Demostración Supóngase que La operación inducida está bien definida. Enton
ces, por el lema 12.1 las clases laterales izquierdas (derechas) forman grupo, y por 
el teorema 11.2 las clases laterales izquierdas son las mismas que las clases 
laterales derechas.

En forma recíproca, supóngase que toda clase lateral izquierda aH es tam
bién una clase lateral derecha. Como g e  g il  y la clase lateral derecha que 
contiene a g es Hg, donde g e <?, suponemos que como conjuntos gH = Hg para 
todas las g e G. Queremos mostrar que al definir (aH){bH) multiplicando repre
sentantes, la clase lateral izquierda donde se halla el producto de los representan
tes es la misma para todas las elecciones posibles de estos representantes. Para 
ello, supóngase que ax y a2 son representantes de aH, y bx y b 2 son representantes 
de bH. Es necesario mostrar que a1bl y a2b2 están en la misma clase lateral 
izquierda de H. Como aH =  axH  — a2H  y bH — blH  =  b2H, podemos escribir 
ax = a2h ! y b x = b2h2 para algún hx y h2 en H. Entonces,

axb j = a2hxb2h2.

Ahora, como por hipótesis b2H  =  Hb2+ tenemos hxb2 =  b2h3 para algún h3 e H . 
Así,

axbx = o2b2h3h2, de modo que aLbx e a2b2H,

esto es, axbx y a2b2 están en la misma clase lateral izquierda. Esto muestra que la 
operación inducida está bien definida. ■
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12.2 AUTOMORFISMOS INTERNOS 
Y SUBGRUPOS NORMALES

Sabemos ahora que las clases laterales de un subgrupo H de un grupo G forman 
grupo bajo la operación inducida de multiplicación de clases laterales si y sólo si 
gH = Hg para toda g e  G. Puede reescribirse gH  =  Hg como H = g~'Hg  para 
todas las g e G, donde, por supuesto,

g ~ lHg = {g~lhg I h e H}.

Para comprender mejor el significado de g~ lHg estudiaremos, para cada g e G, 
la transformación i§:G -+ G dada por

xi§ =  g~'xg.

Definición Un isomorfismo de un grupo G en sí mismo es un automorfismo 
del grupo G

Teorema 12.2 Para cada g e G, la transformación it :G -* G dada por 
xi9 = g ~ lxg es un automorfismo de G, el automorfismo interno de G ba/o la 
conjugación por g.

Demostración Debemos mostrar que it es un isomorfismo de G en sí mismo. La 
transformación está definida, asi que mostremos que es uno a uno, sobre y que

(xy)i§ = (xig)(yig).

Primero, uno a uno, si xig =  yir  entonces, g~lxg =  g _1yg de modo que x  -  y
por la ley de cancelación del grupo. Ahora, sobre, si jce G entonces

(ffXí'M í, =  x 'H x x g '1 )# =  x

Por último,

=  g~lxyg.

y también,

(-««)(>*,) -  (X 1 xg)(g~1 yg) = g~'xyg. m

Como un automorfismo de G es un isomorfismo de G en sí mismo, sólo inter
cambia los nombres de los elementos de G, preservando todas 1as características 
de la estructura algebraica. Esto es ,tran sfo rm ará  un subgrupo de G uno a uno
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r sobre un subgrupo (posiblemente distinto) de G; un elemento de orden n de G 
obre un elemento de orden n (posiblemente distinto) en G, y así sucesivamente. 
Vhora, decir que gtí  = Hg es lo mismo que decir que

H = g ‘ ltíg = {g~'hg\h  e t í) .

Esto significa que i9 lleva a t í  sobre sí mismo. Ello no significa que por fuer- 
a  hia =  h para todas las k e tí, sino que hiae H para todas Jas h e  tí. Esto es, 
>~l tíg = t í  significa que ig induce una permutación de tí.

DefiniciAn Un subgrupo t í  de un grupo G es un subgrupo normal (o inva
riante) de G sí g ~1 Hg = t í  para todas las g e C ,  esto es, si t í  permanece 
invariante bajo todo automorfismo interno de G.

Así, los subgrupos normales son precisamente aquellos subgrupos importantes 
ie un grupo, con ¡a propiedad de que para las clases laterales (izquierdas y  derechas 
ion las mismas), la operación inducida está bien definida y  las clases laterales 
rorman grupo.

Vale la pena notar que si t í  es un subgrupo de G tal que g~ lHg £  t í  para 
odas las g e  G, entonces, g ~ 1 Hg =  H  para todas las g e G ,  esto es, t í  es en- 
onces un subgrupo normal de G. Para ello, supóngase que g~xHg £  t í  para 
:odas las g e G .  Deseamos mostrar que t í  e  g~1Hg. Sea h e tí.  Entonces, 
g ~ l)~lHg’ 1 £  t í  y, por tanto, = A, y e tí. Luego, g h g '1 = h1
le manera que h ~ g~ lAtg y h e  g~ ltíg. Por tanto, para mostrar que un sub- 
jrupo t í  de un grupo G es un subgrupo normal, se suele mostrar que g~ 1hg e t í  
jara todas las h e t í  y todas las g e G .

Teorema 12.3 Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.

Demostración Es fácil, porque si t í  es un subgrupo de un grupo abeliano G, 
:ntonces para todas las g e G y h e t í  tenemos

g~lhg = g~ lgh = eh -  h. m

Ejemplo 12.1 El ejemplo 11.2 muestra que {p0, p j  no es un subgrupo normal 
le S3 del ejemplo 4.1. En efecto,

(P 1 W 1 P 1  =  P2P1P1  =  P i  i  W  Pi}- 

tquí iPt transforma (p0, p j  en el subgrupo {p0, p2). ■

Definición Dos subgrupos tí  y K de un grupo G son conjugados si 
H — a~lKa para alguna a e G, esto es, si uno se transforma en el otro 
mediante algún automorfismo interno de G.

Así, el ejemplo 12.1 muestra que {p0, ¿1,} y {p0, p 2} son subgrupos conjúga
los de S y del ejemplo 4.1.
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12.3 GRUPOS FACTORES

Definición Si N  es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo de las 
clases laterales de N  bajo la operación inducida es el grupo factor de G 
módulo .V y se denota por G/N. Las clases laterales son las ciases residuales 
de G módulo W.

Ejemplo 12.2 Con referencia al ejemplo 11.1, vemos que como Z es abeliano, 3Z 
es un subgrupo normal y asi Z/3Z es el grupo factor de las tres clases residuales

O + 3Z, I + 3Z, 2 + 3Z.

Este es un grupo de orden 3 y, por tanto, es ciclico e isomorfo a Z3. ■

Ejemplo 12J El subgrupo nZ  es normal en Z para todas las n e Z + . Hay 
n clases residuales:

O + rtZ, 1 + nZ, . . . ,  (n — 1) + nZ.

Como efectuamos la suma de clases residuales seleccionando representantes, es 
inmediato que la transformación 4>„:ZiríL -» Z„ dada por

(m + nZ)4>n = m para O <, m < n

es un isomorfismo. ■

Por un abuso de notación, a veces escribimos Z/nZ =  Z„ y pensamos a Z„ como 
el grupo aditivo de clases residuales de Z módulo <n), o de nuevo, por abuso de 
notación, como el grupo de clases residuales de Z módulo n. Recuérdese del 
capítulo O, que dos enteros a y b son congruentes módulo n y se denota a = b 
(mod n), si y sólo si n es divisor de a — b. Este es precisamente el criterio para que 
a y b estén en la misma clase lateral de Z/nZ.

Queremos señalar aquí que la construcción de Z/nZ es el enfoque elegante de 
la demostración de la existencia de un grupo ciclico de orden n, en oposición al 
enfoque intuitivo del teorema 6.3.

Ejemplo 12̂ 4 Calculemos el grupo factor (Z* x Z6)/<(0, 1)>. Aquí, <(0,1)> es el 
subgrupo ciclico f í  de Z4 x Z6 generado por (0, 1). Así,

f í  =  {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), {0, 5)}.

Como Z4 x Z6 tiene veinticuatro elementos y f í  tiene seis elementos, todas las 
clases laterales de H  deben tener seis elementos y (Z4 x Z6)/// debe tener orden 
4. Como Z4 x Z6 es abeliano, también lo es (Z4 x Z¿)¡fí (recuérdese que se
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calcula en un grupo factor mediante representantes del grupo original). «Calcu
lar» (Z4 x Z 6)¡H significa determinar este grupo abeliano finito de acuerdo con 
la clasificación del teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente 
generados (teorema 9.3). En notación aditiva, las clases laterales son '

H =  (0, 0) + H, (I, 0) + //, (2, 0) + Ht (3, 0) + H.

Como podemos calcular escogiendo los representantes (0,0), (1,0), (2,0) y (3,0), 
es claro que (Z4 x Z6)/H es isomorfo a Z4. Nótese que esto era de esperarse, 
pues en un grupo factor módulo todo en H  se convierte en la identidad, esto 
es, hacemos todo en H  igual a cero. Asi, todo el segundo factor Z6 de Z4 x Z<¡ 
colapsa, dejando precisamente el primer factor Z4. Este es un ejemplo de la 
situación general dada en el teorema 12.7. ■

Ejemplo 125 Calculemos d  grupo factor (Z4 x Zfi)/<(0, 2)). Ahora bien, aquí 
(0, 2) genera el subgrupo

H  =  {0, 0), (0, 2), (0, 4)}

de Z4 x Z6 de orden 3. Aquí no se altera el primer factor Z4 de Z4 x Z6. Por
otro lado, el factor Z6 esencialmente se colapsa por un subgrupo de orden 3, 
dando un grupo factor en el segundo factor de orden 2, que debe ser isomorfo a 
Z 3. Por tanto, (Z4 x Z6)/<(0,2)> es isomorfo a Z4 x Z¿. ■

Ejemplo 12,6 Calculemos el grupo factor (Z4 x Z6)/<(2, 3)>. /Cuidado! Existe la 
tentación de decir que el 2 de Z4 y el 3 de Z 6 se hacen ambos iguales a cero, de 
manera que Z4 se colapsa a un grupo factor isomorfo a Z 2 y Z6 a uno isomorfo a 
Z3 dando un grupo factor total isomorfo a Z 2 x Z3. ¡Esto es erróneo! Nótese que

H  = <(2, 3)> = {(0, 0), (2, 3)}

es de orden 2, de modo que (Z4 x Z¿)/<(2, 3)) tiene orden 12, no 6. Hacer (2, 3) 
igual a cero no hace cero individualmente a (2,0) y a (0, 3), asi que los factores no 
se colapsan por separado.

Los grupos abelianos posibles de orden 12 son Z4 x Z3 y Z2 x Z2 x :Z3 y 
debemos decidir a cuál es isomorfo nuestro grupo factor. Estos dos grupos se 
distinguen de manera muy fácil porque Z4 x Z 3 tiene un elemento de orden 4 y 
Z 2 x Z 2 x Z 3 no lo tiene. Afirmamos que la clase lateral (1 ,0 )+  H es de orden 
4 en el grupo factor (Z4 x Z6)///. Para encontrar la menor poitencia de una
clase lateral que dé la identidad en un grupo factor módulo H, debemos, esco
giendo representantes, encontrar la menor potencia de un representante que esté 
en el subgrupo H. Es claro que,

4(1, 0) = (1, 0) + (1, 0) + (I, 0) + (1, 0) = (0, 0) /  V  1
t
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es la primera vez en que (l, 0), sumado a si mismo, da un elemento de H. Así, 
(Z4 x Ztí)/<(2, 3)) tiene un elemento de orden 4 y es isomorfo a Z4 x Z 3, o 
Z 12. m

Ejemplo 1Z7 Calculemos (esto es, clasifiquemos según el teorema 9.3) el grupo 
(Z x Z)/<(1, 1)). Podemos visualizar Z x Z como los puntos del plano con 
ambas coordenadas enteras, como se indican, con puntos, en la figura 12.1. El 
subgrupo <(1, 1)) consta de aquellos puntos que están en la recta a 45° que pasa 
por el origen, indicada en la figura. La clase lateral (1,0) + <(l, 1)) consta de 
aquellos puntos sobre la recta a 45° que pasa por el punto (1,0), también 
mostrado en la figura. Para continuar, vemos con facilidad que cada clase lateral 
consta de aquellos puntos que están sobre una de las rectas a 45° de la figura. 
Podemos escoger Jos representantes

. . ( - 3 ,  0), ( - 2 ,  0), ( - 1, 0), (0, 0), (1, OX (2, 0X (3, 0), . . .

de las clases laterales, para calcular en el grupo factor. Como estos representantes 
corresponden precisamente a los puntos de Z sobre el eje x, se ve de inmediato, 
que el grupo factor (Z x Z)/<(1,1)> es isomorfo a Z. ■

y

Figura 12.1



Bomo se mencionó en la sección anterior, una característica de un grupo factor es 
jue da información superficial acerca de la estructura de todo el grupo. Claro que 
:n ocasiones no hay subgrupos normales propios no triviales. Por ejemplo, el 
eorema 11.4 muestra que un grupo de orden primo puede no tener subgrupos 
jropios no triviales de ningún tipo.

Sjemplo 12.8 Es claro que tanto el subgrupo impropio C, como el subgrupo 
rivial {e} de un grupo G son subgrupos normales. Es obvio que, G/G es el grupo 
rivial de un elemento mientras que G¡{e} es isomorfo a G bajo la transformación 
latural que lleva a g{e\ en g para cada g e G. Estos grupos factores no son útiles 
jara dar mayor información acerca de la estructura de G. u

Definición Un grupo es simple si no tiene subgrupos normales propios no
triviales.

Teorema 12.4 El grupo alternante Am es simple para n > 5.

Demostración Véase el ejercicio 22. ■

Bn el último capítulo del libro daremos un uso importante al teorema 12.4. Hay 
nuchos otros grupos simples además de los dados con anterioridad. Por ejemplo, 
-í 5 es de orden 60 y A6 es de orden 360 y hay un grupo simple de orden no primo, 
i saber, 168, entre estos órdenes.

Recientemente se terminó la determinación y clasificación completa de todos 
os grupos simples finitos. Cientos de matemáticos han trabajado en esta tarea 
Jurante las últimas tres décadas. En el capítulo 14, al hablar de series de grupos, 
¡e indicará que un grupo finito tiene una especie de factorización en grupos 
■imples, donde los factores son únicos salvo el orden. La situación es análoga a la 
actorización en primos de los enteros positivos. El nuevo conocimiento de todos 
os grupos simples finitos se puede usar ya para resolver algunos problemas de la 
eoria de grupos finitos.

Hemos visto en este libro que un grupo abeliano simple finito, es isomorfo a 
Lp para algún primo p. En 1964, Thompson y Feit [21] probaron una antigua 
¡onjetura de Burnside al mostrar que todo grupo simple no abeliano finito, es de 
irden par. Más adelante, en la década de los setenta, Aschbacher dio grandes
jasos hacia la clasificación completa. A principios de 1980, Griess anunció que
íabía construido un grupo simple «monstruo», ya predicho, de orden

808, 017, 424, 794, 512, 875, 886, 459, 904, 961,
710, 757, 005, 754, 368, 000, 000, 000.

Aschbacher añadió los detalles finales de la clasificación, en agosto de 1980. Los 
irtículos de investigación que contribuyen a la clasificación completa llenan, 
iproximadamente, cinco mil páginas de revistas especializadas.

12.4 GRUPOS SIMPLES
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*12.5 APLICACIONES

Durante el resto de esta sección, trataremos de ilustrar algunos otros aspectos de 
los grupos factores (probando subgrupos normales, cálculos con grupos factores, 
su importancia, usos y demás). Para ilustrar lo fácil que es calcular en un grupo 
factor, si es posible calcular en todo el grupo, probamos el siguiente teorema.

Teorema 12.5 Un grupo factor de un grupo cíclico es cíclico.

Demostración Sea G cíclico, con generador a y sea Ai un subgrupo normal de G. 
Afirmamos que la clase lateral aN  genera a GjN. Debemos calcular todas las 
potencias de aN. Pero esto significa calcular, en G, todas las potencias del 
representante a y todas estas potencias dan todos los elementos de G. Por tanto, 
las potencias de aN dan todas las clases laterales de N y G¡N es cíclico. ■

Nótese que al formar el grupo factor de G módulo un subgrupo N, esencialmente 
se están haciendo todos los elementos de G que están en A', iguales a e, así, N  
forma la nueva identidad en el grupo factor. Esto índica otro uso de los grupos 
factores. Supóngase, por ejemplo, que se estudia la estructura de un grupo no 
abeliano G. Como el teorema 9.3 da información completa acerca de la estructu
ra de todos los grupos abelianos suficientemente pequeños, puede ser de interés 
tratar de formar un grupo abeliano lo más parecido a G que sea posible: una 
versión abelianizada de G, partiendo de G y después requiriendo que ab ~  ba 
para todas las a y ó en la nueva estructura de grupo. Requerir que ab =  ba es 
pedir que en el nuevo grupo aba~ lb~ l =■ e. Un elemento aba~1b~1 en un grupo, 
es un conmutador del grupa Asi, tratamos de formar una versión abelianizada de 
G, reemplazando todo conmutador de G por e. Debido a la primera observación 
en este párrafo, deberíamos intentar entonces formar el grupo factor de G módu
lo el menor subgrupo normal que hallemos y que contenga a todos los conmuta
dores de G.

Teorema 12.6 El conjunto de todos los conmutadores aba~lb~l de un grupo
G genera un subgrupo normal G' {el subgrupo conmutador) de G y  G!G' es
abeliano. Más aún, G/N es abeliano si y sólo si G‘ <. N.

Demostración Sin duda, los conmutadores generan un subgrupo G'\ debemos 
mostrar que es normal en G. Nótese que el inverso (aba~'b~ *)_1 de un conmuta
dor es otra vez un conmutador, a saber, bab~ *a_ l. Además, e = eee~ xe~ 1 es un 
conmutador. El teorema 9.1 muestra, entonces, que G‘ consta precisamente de 
todos los productos finitos de conmutadores. Para x  e G' debemos mostrar que 
g ~ 1xgeG' ,  para todas las g e G, o que si x es un producto de conmutadores 
también lo es para todas las g e C , insertando e — gg_í entre cada
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producto de conmutadores que se presente en ,v vemos que es suficiente mostrar 
para cada conmutador cdc~ld'~i, que g~1(cdc~ld~')g  está en G'. Pero

g ' ^ c d c ' d ' ^ g  = (g~icdc~l){e)(d~ig)
= i g " icdc~,)(gd~,d g ' i) (d~lg)
= Ü g - ' c W g - ' c ) - lt i - l]l<tg-ld - lg],

lo cual está en G’. Asi, G1 es normal en G,
El resto del teorema es obvio si ya se adquirió la sensibilidad adecuada 

acerca de grupos factores. Pero no se visualiza asi, sino que la conclusión de que 
G/G' es abeliano, resulta de

(aG‘)(bG‘)= abC = ab(b~'a-'ba)G’
= (abb 'a 1)baG‘ =  baG‘ =  (óG')(oG').

Más aún, si GjN es abeliano, entonces (a~lN)(b~]N) — Í,b~LN){a~1N), esto es, 
aba~lb~lN = N, de modo que aba~'b~l e N  y G' < N. Por último, si G' < N , 
entonces

(aiV)(AW) =  abN = ab{b~'a~ vba)N
— (abb~ia~ ^baN — baN = (bffyaN). m

Teorema 12J Si G es e! producto interno directo de los subgrupos H  y  K, 
entonces H y  K son subgrupos normales de G. Además, GjH es isomorfo a K de 
manera natural.

Demostración Podemos considerar a G como isomorfo al producto directo 
externo H  x K. Necesitamos demostrar que R  =  {(A, e) \ h e H } es normal en 
H x K  y que (H x K}/R  es isomorfo a ¿  = {(e, Jfc) | k e X}.

Para la normalidad, es necesario mostrar que

(A, k f  1R{h, k) = f í

para todas las (A, k) e H  x K. Pero,

(A, k)~ ‘(A,, <?)(A, *) = (A-1. e)(A, k)
= ih~ ih lh, k ^ leki) = (A^AjA, e),

y (A_1A,A, e) e R. Así, R  es normal en H x K. Es claro que todas las clases 
laterales de R  son de la forma {e, k)H para k  e K. Es obvio que la transformación

4>:K -*■ (H x K)¡R  dada por (e, k)<¡> = (e, k)R

es un isomorfismo. ■
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Piérdelos---------------------------------------------------------------- ---------------

A menudo, los estudiantes escriben tonterías cuando tienen que probar por primera vez 
teoremas acerca de grupas/ 'actores, Los primeros dos ejercicios están diseñados para lJamar 
ia atención acerca de un tipo elemental de error.
I2.I Se pide a un estudiante mostrar que si / /  es un subgrupo normal de un grupo 
abeliano G, entonces GiH es abeliano. La demostración del estudiante comienza así:

Debemos mostrar que G¡H es abeliano. Sean a y ó dos elementos de G/H.

a) ¿Por qué, al leer esta demostración, el profesor espera encontrar tonterías a partir de 
ese momento en el trabajo del estudiante?

b) ¿Qué debería haber escrito el estudiante? 
el Complétese la demostración.

122  Se pide a un estudiante probar que si G es un grupo de lorsión, entonces G/H 
también lo es, para todo subgrupo normal H de G. El estudiante escribe:

Debemos demostrar que cada elemento de Gji! es de orden finito. Sea x  e GjH.
Respóndanse las mismas preguntas de) ejercicio 12.1.

123 Complétense los enunciados.
a) El grupo factor Zt/<3> es de orden_____
h) El grupo factor (Z4 x Z(J)/«2> x (2>) es de orden_______
c} El grupo factor (Z4 x Zl3)/<(2, 2)) es de orden______
d) La clase lateral 5 + (4) es de orden______en el grupo factor Z,j/(4>.
e) La clase lateral 26 + <i2) es de orden en el grupo factor Z60/O2).

12A Muéstrese que A, es un subgrupo normal de Sm y calcúlese SJAm esto es, encontrar 
un grupo conocido al cual sea isomorfo SJA
1Z5 Calcúlese (es decir, dasifíquese según el teorema 9.3) lo siguiente:
a) (Z x Z)/<(0, l)>.
b) <Z x Z)/<( 1, 2)>.
c) (Z x Z x Z)/«l, 1. 1)>.

116 Este ejercicio ilustra el hecho de que si G contiene dos subgrupos normales isomor-
fos H y K, entonces G¡H no necesariamente es isomorfo a GjK. Depende de la forma en
que H y K están inmersos en G.
a) Calcúlese (Z2 x Z4)/<(1, 0)>. Nótese que <(1, 0)> es cíclico de orden 2. «Calcular» 

significa descubrir a cuál de los dos grupos (salvo isomorfismo) de orden 4 es ¡somorfo 
este grupo factor.

b) Repítase la parte a) con (Z2 x Z4)/((0, 2)).
c) Repítase la parte a) con (Z; x Z4)/<(1, 2)>.

12,7 Encuéntrense todos los subgrupos de S3 del ejemplo 4.1 que sean conjugados a 
W A i).
M2JÍ Pruébese que el subgrupo de torsión T de un grupo abeliano <7 es un subgrupo 
normal de G y que G/Tes libre de torsión. (Nólese que no se puede usar el lema 9.1, pues 
G puede no ser finitamente generado. Procédase directamente a partir de las definiciones

I
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de un grupo de torsión y de un subgrupo normal. No hay que cometer los errores que 
cometieron los estudiantes en los ejercicios I2.I y 12.2.)
12.9 ¿Falso o verdadero? '

—  a) Tiene sentido hablar del grupo factor GjN si y sólo si N es un subgrupo normal
del grupo G.

—  b) Todo subgrupo de un grupo abeliano G es un subgrupo normal de G.
—  c) Un automorfismo interno de un grupo abeliano debe ser precisamente la trans

formación identidad.
—  dj Todo grupo factor de un grupo finito es de orden finito.
—  c) Todo grupo factor de un grupo de torsión es un grupo de torsión.
---- 1) Todo grupo factor de un grupo Ubre de torsión es libre de torsión.
—  g) Todo grupo Tactor de un grupo abeliano es abeliano.
-  h) Todo grupo factor de un grupo no abeliano es no abeliano.
---- i) Z/nZ es cidico de orden n.

- j) R/ffR es ciclico de orden n, donde nR = {w| r e R} y se considera R bajo la
suma.

12.10 Descríbanse todos los subgrupos de orden <;4 de Z4 x Z4 y en cada caso 
clasifíquese el grupo factor de Z4 x Z4 módulo el subgrupo según el teorema 9.3 parte 1. 
Esto es, descríbase el subgrupo y dígase que el grupo factor de Z4 x Z4 módulo el 
subgrupo es isomorfo a Z2 x Z4> o a lo que sea el caso, [Sugerencia: Z4 x Z4 tiene seis 
subgrupos cíclicos diferentes de orden 4. Descríbanse, dando un generador, como el 
subgrupo <(1, 0)>. Hay un subgrupo de orden 4 isomorfo al 4-grupo de Klein, Hay tres 
subgrupos de orden 2.]
12.11 Sea H un subgrupo normal de un grupo finito G y sea m = (G: H). Muéstrese que 
< T  e H  para toda a  t  ( j .

12.12 Muéstrese que una intersección de subgrupos normales de un grupo G es, de 
nuevo, un subgrupo normal de G.
12.13 Muéstrese que tiene sentido hablar del menor subgrupo normal de un grupo G, 
que contiene un subconjunto dado S  de G. [Sugerencia: úsese el ejercicio 1Z12.]
12.14 Muéstrese que si un grupo finito G tiene exactamente un subgrupo H de un orden 
dado, entonces H es un subgrupo normal de G.
12.15 Muéstrese que si un grupo finito G contiene un subgrupo propio de índice 2 en G, 
entonces G no es simple.
12.16 Muéstrese que si H y N son subgrupos de un grupo G, y N es normal en G, 
entonces H n  N es normal en H. Muéstrese, con un ejemplo, que H r\ N no necesaria
mente es normal en G.
12.17 Sea G un grupo que contiene al menos un subgrupo de orden finito s. Muéstrese 
que la intersección de todos los subgrupos de G de orden s es un subgrupo normal de G. 
[Sugerencia: tómese en cuenta el hecho de que si H tiene orden s entonces también lo tiene 
x " 1Hx para todas las x e G.]
12.18 a) Muéstrese que todos los automorfismos de un grupo G forman un grupo bajo 

la composición de funciones.
b) Muéstrese que los automorfismos internos de un grupo G forman un subgrupo 

normal del grupo de todos los automorfismos de G bajo la composición de funciones.



128 SUBGRUPOS NORMALES V GRUPOS FACTORES

[Advertencia: asegúrese de demostrar que los automorfismos internos forman un 
subgrupo.] -

12.19 Muéstrese que el conjunto de todas las g e G tales que ¡t :G -> G es el automorfis- 
mo interno identidad j, es un subgrupo normal del grupo G’.
12.20 Sea G un grupo. Muéstrese que la relación a — b si y sólo si a = %'bg para
alguna g e G es una relación de equivalencia en G. Algunas clases de equivalencia
contienen sólo un elemento e. Caracterícense dichos elementos c.
12.21 Sea G un grupo. Muéstrese que la relación A ~ B si y sólo si A y B son subgrupos 
conjugados de G, de manera que A = g ' B g  para alguna g e G, es una relación de 
equivalencia en la colección de todos los subgrupos de G. Algunas clases de equivalencia 
pueden contener un solo subgrupo K. Caracterícense dichos subgrupos K.
1222 Pruébese que A, es simple para n £ 5. Síganse los pasos y las sugerencias 
siguientes.
a) Muéstrese que At contiene a todo 3-ciclo si n > 3.
b) Muéstrese que An está generado por los 3-ctdos para n ¿  3. [Sugerencia: nótese que

(a, b)(c, d) ~ (a, c, d){a, c, b) y que (a, b){o, c) = (o, b, c).]
c) Sean ry s elementos fijos de {1, 2,.. n} para n 3, Muéstrese que Am está generado 

por los n ciclos «especiales» de Orden 3 de la forma (r, s, i) para 1 S i < n. 
[Sugerencia: muéstrese que todo 3-ciclo es producto de 3-ciclos «especiales», calculan
do

(r, s. i f ,  (r, s, i)3(r, s, j), (r, s, i)(r, s, j)1,
y

(r, j, í')(r. 5, y)2(r, S, A)(r, s, i)1.

Obsérvese que estos productos dan todos los tipos posibles de 3-ciclos,]
d) Sea f f  un subgrupo normal de A, para n ¿  3, Muéstrese que si ,V contiene 

algún 3-ciclo entonces N = A,. [Sugerencia: muéstrese que (r, s, i) e Ar implica que 
(r, s j )  € N  para j  = 1, 2 ,..., n, calculando ((i,y)(r, s))“V. íf i)2 {{i, J)(r *)).]

e) Sea ,V un subgrupo norma! de A, para » £  5. Muéstrese que debe ser cierto alguno de 
los casos siguientes y concluyase en cada caso que N  = Am.

Caso 1 N  contiene un 3-ciclo.
Caso 2 N  contiene un producto de ciclos ajenos y al menos uno de ellos tiene
longitud mayor que 3. [Sugerencia: supóngase que N contiene el producto ajeno
o = (a„ oj, ..., Muéstrese que (a„ a2, a j ' 'o (ax, a2, a j o ' '  está en Al y
calcúlese.]
Caso 3 N contiene un producto ajeno de la forma o = (c¡, a-¡, r¡3){a*, as, ajfi. 
[Sugerencia: muéstrese que (<?,, a2, aj~ 'o{alt a2, a j o ' 1 está en A y calcúlese.] 
Caso 4 N contiene un producto ajeno de la forma o = (at, a2, flj)p donde p es un 
producto de 2-ciclos ajenos. [Sugerencia: muéstrese que o7 e N y calcúlese.]
Coto 5 N contiene un producto ajeno o de la forma o = (at, a2)(ai , o4)p donde p 
es un producto de un número par de 2-ciclos ajenos. [Sugerencia: muéstrese que 
|a„ a2, aj~  ‘oto,, a2, a jo ' 1 está en A y calcúlese para deducir que a = (a,, a3Xa2, a j  
está en N. Usando por primera vez que n £  5, encuéntrese / e {1, 2 ,.... ir) tal que 
/ ^  a |, a2, dj, u4. Sea fi = (a,, i]. Muéstrese que f}~lxf)a e N y calcúlese.]

*12.23 Encuéntrese el subgrupo conmutador G’-del grupo D4 de simetrías del cuadrado 
del ejemplo 4.2. 1
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* 12.24 a) Muéstrese que si A' es un subgrupo normal de G y H es cualquier subgrupo 
de G, entonces H S  = NH  = N v H.

b) Muéstrese que si N y M son subgrupos normales de G, entonces NM también es un 
subgrupo normal de G.

*1235 Muéstrese que si H y K son subgrupos normales de un grupo G tal que 
H n  K =  {e}, entonces hk = kh para todas las h e H y k e K. [Sugerencia: considérese el 
conmutador hkh~ ’á" 1 = (***-')*“ ’ = Ji(*/r 1¿T l)J
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Homomorflsmos

13.1 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Un isomorfísmo entre un grupo G y un grupo G1 se definió como una trans
formación <¡> uno a uno de G sobre G' tal que para todas las a y b en G, 
{ab)4> = {a<j>)(b<¡>). Si se anula la condición de que 0 sea uno a uno y sobre y nos 
quedamos con (ab)(f> =  (a4>){b<p\, entonces, la transformación <p es un homomor- 
fismo. Como veremos, los homomorflsmos están íntimamente relacionados con 
los grupos factores.

Definición Una transformación <f> de un grupo G en un grupo G‘ es un 
homomorfismo si

(ab)4> = (a<P)(b<t>) 

para todos los elementos a y b en G.

Examinemos la idea que hay detrás de la condición (ab)<p = (a<j>)(b4>) para 
que (f>:G ~+ G' sea homomorfismo. Esta condición es lo único que distingue a 
un homomorfismo de una simple transformación de G en G'. Asegura que <¡> 
es una transformación que relaciona estructuras. La estructura algebraica de G 
está por completo determinada por la operación binaría en G, y la de G’ está 
por completo determinada por la operación binaría en G'. En la condición 
(ab)<j> =  (a(¡>)(b4>), la operación ah en el lado izquierdo ocurre en G, mientras que 
ia operación {a<p){b$) del lado derecho, ocurre en G'. Así, la condición para ser 
homomorfismo relaciona la estructura de G con ia de G'.
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Ejemplo 13.I La transformación natural y de Z en Z„ dada por rny = r donde r
es el residuo (en el sentido del lema 6.1) de m al dividirlo entre n, es un homomor-
ñsmo. Es necesario observar que '

(s + t)y =  ¿y + ry.

Si

(l) s = q tn + r, y (2) t = q2n + r2 

para 0 <, r¡ < n, entonces ¿7 = r3 y ty = r2. Así,

sy + ty = (r, + r2) módulo n.

Esto es, si r 1 + r2 = q3n + r3 para 0 <, r3 < n, entonces

sy + ty = ry  

Sumando las ecuaciones (l) y (2) obtenemos

s +  t = tei +  q2)n + r1 + r2 =  (qt + q2 +  q3)n +  r3

y 0 <, r3 < n. Así, también tenemos

(s +  í)y = r3.

Si consideramos Z, como el grupo Z/nZ de clases residuales módulo n, 
vemos que y asigna a cada elemento de Z  la clase lateral o clase residual 
módulo n en la cual aparece. Este es un ejemplo de la situación general descrita 
en el siguiente teorema. ■

Teorema 13,1 Si N es un subgrupo normal de un grupo G, entonces ¡a
transformación canónica (o natural) y :G -*■ G/N dada por ay = aN para a e G ,
es un homomorfismo.

Demostración Esto es una consecuencia inmediata de la definición de multipli
cación de clases laterales en términos de multiplicación de representantes, pues

(ab)y =  abN =  (aN)(bN) =  (ay)(try). m

Definición El kernel de un homomorfismo <j> de un grupo G en un grupo G' 
es el conjunto de elementos de G cuya imagen, bajo </>, es el elemento 
identidad de G‘.

Ejemplo 13.2 Para la transformación canónica Z -* Z„ dada en el ejemplo 13.1 
el kernel es nZ. Nótese que nZ es un subgrupo normal de Z y que Z/nZ es 
isomorfo a Z, ■
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El ejemplo anterior ilustra la conexión general entre homomorfismos y grupos 
factores que enunciaremos y probaremos en el teorema 13.3.

Definición Sea 4> una transformación de un conjunto X  en'un conjunto Y y 
sea A c  X  y B S Y. La imagen A<t> de A en Y bajo 4> es {atj>¡a e A }. La 
imagen inversa B<p~1 de B en X  es {jt e X  \ x<f> e B).

El siguiente teorema proporciona algunas características estructurales pre
servadas bajo un homomorfismo.

Teorema 13.2 Sea <}> un homomorfismo de un grupo G en un grupo G' Si e 
es la identidad en G, entonces e<f> es ¡a identidad en G' y si a e  G, entonces 
a~ 1<f> = (a<t>)~ Si H es un subgrupo de G, entonces H<¡> es un subgrupo de G\ 
y H norma/ en G implica que H<f> es normal en G<f>. Ahora, en ¡a otra dirección, 
si K! es un subgrupo de G\ entonces K'tp~1 es un subgrupo de G y fC normal 
en G<$ implica que K‘<p~1 es normal en G. Dicho brevemente, bajo un homo
morfismo, subgrupos corresponden a subgrupos y subgrupos normales a sub
grupos normales.

Demostración Sea </> un homomorfismo de G en G \ Entonces,

a<p = {ae)4> = {a<f>){etpl

De aquí que e<j> debe ser la identidad e en G'. La ecuación

e<p = (aa~l)<)> = (a<p)(a~l<fr)

muestra que a '  1<¡> =
Sea H un subgrupo de G y sean a4> y b<p dos elementos cualesquiera en H<p. 

Entonces, (ab)<j> =  (a<p){b4>) de modo que (atpKbtp) e H<¡>, esto es, H<p es cerrado 
bajo la operación de G'. El hecho de que e' =  e4> y a~1<p = (a<j>}~1 completa la 
demostración de que H<p es un subgrupo de G’</>. Supóngase que H  es normal en 
G y sea g<j> e G4>. Ahora bien,

=  (g = (g ^g)4>.

Como g~*hg s H, tenemos que {g~1hg)<(> e Asi, H<f> es normal en G<¡>.
Ahora, en la otra dirección, sea K‘ un subgrupo de G'. Supóngase que a y  b 

están en K‘4>~1. Entonces, (ab)<p = (a<t>)(b<f>) y (a<f>)(b<fi) e K \ de modo que 
ab 6 K ' 4 Además, K' debe contener a la identidad e<¡>, de modo que e e  K'4>~l. 
Si a é entonces a<j> e K \ de modo que (atp)'1 e K ‘. Pero {a#) '1 = á~ l<f>,
luego a ~1 e K'4>~l . Por tanto, K r<f>~1 es un subgrupo de G. Si K’ es un subgrupo 
normal de G<¡> entonces para b e K'<p~ 1 y g € G tenemos
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y (g<p) }(g4>) está en K \ de modo que g lbg e K ’<f> Por tanto, K ‘<p ‘ es
normal en G. ■

Quizás el teorema 13.2 parezca complejo, pero es muy sencillo y la demostración 
es en realidad mecánica. Sería un excelente ejercicio escribir toda ia demostración 
sin usar el libro. Así se verá si de verdad se han entendido las definiciones 
incluidas.

13.2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL 
DEL HOMOMORFISMO

El teorema 13.2 muestra, en particular, que para un komomorfisnio <¡>:G -* G', el 
kernet K = \e'}<j> 1 es un subgrupo normal de G. Estamos ahora en condición de 
probar el teorema principal.

Teorema 13.3 (Teorema fundamental del homomorfismo) Sea <+> un boma- 
morfismo de un grupo G en un grupo G\ con kernel K. Entonces, G<p es un 
grupo y  existe un isomorfismo canónico {natural) de G4> con GjK,

Demostración En el teorema 13.2 se vio que G’d> es un grupo, pues G es un caso 
particular de un subgrupo de G. Sea aK e GjK, tratemos de definir una transfor
mación ij/.GjK -* G<j> mediante

{aK)\¡t ~ a<¡>.

Definimos, asi, la transformación \¡/ en una clase lateral escogiendo un repre
sentante a de la clase lateral; primero debemos mostrar que i¡/ está bien definida, 
esto es, que es independiente de nuestra selección del representante. Para ello, sea 
b e aK. Es necesario mostrar que a<fi = b<f>. Pero 6 e  aK significa que b = ak¡ 
para fcj e K, de modo que a~ib = k¡. Entonces,

d  = k l4> = ( a '1/ #  = {a~14¡)(b<f>) =

De aquí

b<fr {a<p)e -  a<p.

Así, ij/ está bien definida.
Para mostrar que i)/ es uno a uno, supóngase que (aK)i¡/ = {bK)tjt. Entonces, 

a<¡> = b<f>, de modo que
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Asi, por la definición de K, a~ lb e  K. Pero, a '  '/> e K implica que b e aK, de modo 
que bK = aK. Por tanto es uno a uno.

Es obvio que ^ es sobre G<ft.
La ecuación .

= (abKtf  = (ab)<t> = (a<t>){b<t>) = [(A*)*]

completa la demostración de que \j/ es un isomorfismo.
La transformación if/ es una transformación canónica {o natural) en el senti

do de que si y es el homomorfísmo canónico y:G G¡K del teorema 13.1, 
entonces,

=  y4>-

Decimos que el diagrama de la figura I3.I es conmutativo. ■

Figura 13.1

La comprensión del teorema 13.3 a menudo causa problemas a los estudian
tes. En realidad afirma que para un homomorfísmo <¡> del grupo G, la imagen 
es, excepto por los nombres de los elementos, justamente G/K, donde K  es el 
kernel, y que el homomorfísmo tf> es esencialmente la transformación canónica 
y:G -* G/K. En otras palabras, en cierto sentido el teorema 13.1 describe todos 
los homomorfismos.

Diremos aquí, de una vez y para siempre, que cuando se tenga un homomorjis- 
mo, hay dos cosas de principal importancia: ¡a imagen y el kernel.

Los teoremas 13.1 y 13.3 muestran que los homomorfismos corresponden de 
manera natural a los grupos factores. A saber, para cada grupo factor G¡N existe 
un homomorfísmo y.G -*■ G/N con kernel N. De manera reciproca, para cada 
homomorfísmo <¡> :G -*■ G' la imagen G<p es esencialmente G/K donde K  es el 
kernel de <j>. «Esencialmente» quiere decir salvo un isomorfismo canónico.

Ejemplo 13.3 Los alumnos que tengan algún conocimiento de teoría de núme
ros complejos, verán que la transformación -*■ C* dada por

x</> = eos x + i sen x

es un homomorfísmo de R bajo la suma C* es el grupo multiplicativo de los 
números complejos distintos de cero. Nótese que eos x  +  i sen x  = 1 si y sólo si
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x = 2nn para algún entero n. Asi, el kcrnel del homomorfismo es el subgrupo 
ciclico <2rc) de R.

El teorema 13.3 muestra que R/<2ir> es isomorfo a R0, que es el grupo 
multiplicativo de los números complejos con valor absoluto 1, esto es, los núme
ros complejos sobre el círculo unitario. Este isomorfismo se puede visualizar en 
sentido geométrico. Toda clase lateral de R/<2»r> tiene precisamente un represen
tante > 0  y < 2 ti. Así,R /( 2 jt> se puede visualizar como el intervalo 0 S  .v <  27t y 
si lo doblamos de manera que el extremo abierto del intervalo en 2n se coloque 
sobre el extremo cerrado en 0, formará un circulo. La suma en R/(2jt> visto como 
círculo, no es más que la suma de longitudes de arco (o de ángulos centrales) y 
eso es lo que sucede precisamente cuando se multiplican dos números complejos 
sobre el circulo unitario. ■

13.3 APLICACIONES

Definición Un subgrupo normal maximai de un grupo G es un subgrupo 
normal M  que no es igual a G y tal que ningún subgrupo normal propio N 
de G contiene propiamente a M.

Teorema 13.4 M es un subgrupo normal maximai de G si y  sólo si G/M es 
simple.

Demostración Sea M  un subgrupo normal maximai de G. Considérese el homo
morfismo canónico y:G -* G/M dado por el teorema 13.1. Ahora bien, y-1 de 
cualquier subgrupo normal propio de G/M  sería un subgrupo normal propio de 
G que contuviera propiamente a M. Pero M  es maximai, de modo que esto no 
puede suceder. Por tanto, G/M  debe ser simple.

De manera recíproca, el teorema 13.2 muestra que si N  es un subgrupo 
normal de G que contiene propiamente a M, entonces Ny es normal en G/M. Si 
además N  ^  G, entonces

tfy #  G/M y Ny *  {M).

Asi, si G/M es simple, de manera que no puede existir dicha Ny; dicha N  no puede 
existir y M  es maximai. ■

Nótese que un homomorfismo <i> da un isomorfismo del dominio de 4> con la 
imagen de $ si y sólo si <j> es una transformación uno a uno.

Teorema 13.5 Un homomorfismo tp de un grupo G es una función uno a uno 
si y  sólo si el kernel de <p es {e}.

Demostración Desde luego, si la transformación <p es uno a uno, el kemel es 
sólo {e} pues sabemos que e<p es ia identidad e' de la imagen.
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En forma recíproca, supóngase que e! kernel es {e}. Si a<t> =  b<¡>, entonces,

e' =  e<¡> = (a<i>)~ l{b<f>) =  (a~ l<f>)(b4>) ~  (o_1ó)<í>,

de modo que a l b está en el kemcl. Como el kernel es {e}, debemos tener que 
a~lb =  e, de modo que a = b. Asi, <p es uno a uno. ■

A la luz del teorema 13,5, revisemos la lista de pasos que los matemáticos usan 
por lo común para exhibir un isomorfismo.

PASO 1 Definir la transformación.

PASO 2 Probar que la transformación es un homomorfismo.

PASO 3 Probar que el kernel de la transformación es {e}. Se sabe entonces que 
la transformación es un isomorfismo del dominio con la imagen.

Aunque no usaremos esta terminología, como información diremos que un 
homomorfismo ¡fr.G -» G' que sea una transformación uno a uno, es un mono- 
morfismo y <j> es un epimoifismo si es sobre G‘.

Ejercicios------------------------------------ ---------------------------------------

13-1 Determínese cuáles de las transformaciones siguientes son homomorfifimos. Un 
asterisco (*) denota elementos distintos de cero. Si la transformación es un homomorfismo, 
descríbanse la imagen y el teme!,

a) 4>:Z -* R bajo la suma, dado por n$ = n
b) <p:R -* Z bajo la suma, dado por x4> = mayor entero <¡ x
c) -+ R* bajo la multiplicación, dado por x<f> =  |jrj
d) 4>\ Z , -• Zj dado por x$ = residuo de x al dividirlo entre 2, como en el lema 6.1
e) <t>:Z9 -+ Zj dado por x4¡ =  residuo de x al dividirlo entre 2, en el sentido deí 

lema 6.1

H3-2 Sea G un grupo generado por {«( | i e /}, donde I  es algún conjunto de índices y 
a¡ e G, Sea 4>'G -* G un homomorfismo de G en un grupo G'. Muéstrese que el valor de 
en cada elemento de G está por completo determinado por los valores a$. Asi, por 
ejemplo, un homomorfismo de un grupo cíclico está por completo determinado por el 
valor del homomorfismo en un generador del grupo. [Sugerencia- úsese el teorema 9.1 y, 
por supuesto, la definición de homomorfismo.]

13-3 ¿Cuántos homomorfismos hay de Z  sobre Z?; ¿de Z  en Z 2?; ¿de Z sobre Z¡? 
[Sugerencia: úsese el ejercicio 13.2. Véase también el ejercicio 13.11.]

1X4 ¿Cuários homomorfismos hay de Z  en Z a?; ¿de Z  sobre Z*? [Sugerencia: úsese cJ 
ejercicio 13.2. Véase también el ejercicio 13.11.]

133 ¿Cuántos homomorfismos hay de Z, 2 sobre Z :7; ¿de Z ,2 en Z s?; ¿de Z,2 sobre Z 6?; 
¿de Z 12 en Z l4?; ¿de Z l2 en Z 1S? [Sugerencia: úsese el ejercicio 13.2.]

133 ¿Qué podemos decir acerca de los homomorfismos de un grupo simple?
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  a) Am es un subgrupo normal de S„. '
—  b) Todo isomorfismo es también un homomorfismo.
  c| Todo homomorfismo es un isomoHismo.
—  d) Un homomorfismo es un isomorfismo del dominio con la imagen si y sólo si el

kemel consta de! grupo con sólo el elemento identidad.
—  e) La imagen, bajo algún homomorfismo de un grupo de seis elementos, puede

tener cuatro elementos.
  I) La imagen, bajo un homomorfismo de un grupo de seis elementos, puede tener

doce elementos.
  g) Existe algún homomorfismo de algún grupo de seis elementos en algún grupo de

doce elementos.
  h) Existe algún homomorfismo de algún grupo de seis elementos en algún grupo de

diez elementos.
  i) Todos los homomorfismos de un grupo de orden primo son, en algún sentido,

triviales.
  j) No es posible tener un homomorfismo de algún grupo infinito en algún grupo

finito.

13.7 ¿Falso o verdadero?

13.8 ¿Cuántos homomorfismos hay de Z 2 x Z, en Z 2?; ¿de Z2 x Z2 sobre Z 2?; 
¿de Zj x Z 2 en Z6?; ¿de Z 2 x Z 2 en Z 2 x Z 2 x Z 2?; ¿de Z 2 x Z 2 en Z 2 x Z 2 x Z4? 
[Sugerencia: úsese el ejercicio 13.2.]

13.9 El signo de una permutación par es +1 y el signo de una permutación impar es — 1.
Obsérvese que la transformación sgn,:5, —► {I, — 1} definida por

sgn„{<r) = signo de o

es un homomorfismo de Sm sobre el grupo {], — 1} bajo la multiplicación ¿Cuál es el 
kemel?

13.10 Para dos grupos G, y C2 considérese la transformación n,:(G] x G2) -t Gl dada 
por (x,y)*] = x. Muéstrese que es un homomorfismo. ¿Cuál es el kemel? ¿A qué grupo 
es isomorfo el kernel?

13.11 Sea G cualquier grupo y sea a cualquier elemento de G. Sea <f>:Z -*■ G definida por 
tttp = cf. Muéstrese que 0 es un homomorfismo. Descríbase la imagen y las fusibilidades 
para el kernel de 0. [Comentario.1 usando este ejercicio y el teorema 13.3 obtenemos la 
demostración elegante de que todo grupo ciclico es isomorfo a Z/nZ para algún entero no 
negativo n y además, la demostración elegante de que todo elemento de un grupo genera 
un subgrupo ciclico del grupo.

13.12 Sea G un grupo.

a) Si 0:Z x Z  -» G es un homomorfismo y (1, 0)0 = h mientras que (0, 1)0 = k, 
encuéntrese (m, n)0.

b) Sean ht k e G y sea 0:Z x Z - » G  definido por (m,  n)0 =  hmk*. Dése una condición 
necesaria y suficiente, incluyendo a A y A para que 0 sea un homomorfismo. Pruébese 
la condición.

c) Encuéntrese una condición necesaria y suficiente en G tal que la transformación 
descrita en la parte b) sea un homomorfismo para cualquier selección de A, k e G.
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13.13 Sea G un grupo abeliano Imito de orden n y sea r un entero positivo, primo 
relativo con n.
a) Muéstrese que la transformación 4>r.G -* G dada por a<j>r = <f es un isomorfismo de 

G sobre sí mismo. (Sígase el esbozo que aparece después del teorema 13.5.)
b) Dedúzcase que la ecuación V = a siempre tiene una solución única en un grupo 

abeliano finito G, si r es primo relativo con el orden de G. ¿Qué sucede si r y el orden 
de G no son primos relativos?

13.14 Muéstrese que si G, G' y G" son grupos y si <¡>:G -* G' y <I/:G' -* G" son 
homomorfismos, entonces, la función compuesta <j>i¡/:G — G" es un homomorfísmo.
13.15 Sea G un grupo y sea J Q el grupo de los automorfismos internos de G dado en el 
ejercicio 12.18. Muéstrese que la transformación $:G -» J Q dada por g4> = i, es un 
homomorfísmo de G sobre J a. Muéstrese que el kernel (el centro de (?) es

{a e G\ax ■= xa para toda x  e C).

Determínese cuándo ^ es un isomorfismo.
13.16 Sean G, y G2 grupos y sean 4>i-Gi -* Gj y ¿i'-Gí -* G2 homomorfismos, tales que 
4>,4>2 = i = i, donde < es ta transfoimación ídeniidad; esto es, 4>¡̂ I:G1 -> Gx y

-» G2 son ambos la transformación identidad. Muéstrese que tanto d>, como <p2 
son isomorfismos de Gj con Gt y que <pi = '■
13.1*7 Sean G y G  grupos y sean H y f f  subgrupos normales de G y C  respectivamente. 
Sea <¡> un homomorfísmo de G en G". Muéstrese que <¡> induce un homomorfísmo natural 
4>̂ ÍG/H) (G’jff)  si H<j> c  H". (Este hecho se usa con frecuencia en topología alge
braica.)
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14.1 SERIES NORMALES Y SUBNORMALES

Esle capítulo trata del concepto de serte de un grupo G, que permite comprender 
la estructura de G. Los resultados, presentados sin demostrar, valen tanto para 
grupos abelianos como para grupos no abelianos. No son muy importantes para 
grupos abelianos finitamente generados, pues contamos ya con el poderoso 
teorema 9.3. Sin embargo, para facilitar los cálculos, casi lodos los ejemplos se 
tomarán de grupos abelianos. Los resultados se demuestran en el siguiente 
capítulo.

Definición Una serie subnormal (o subin variante) de un grupo G es una
sucesión finita H0, H g , de subgrupos de G tal que H¿ < Hi+, y Ht es 
un subgrupo normal de H¡+,, con H0 = {e} y Hw = G. Una serie normal (o 
invariante) de G es una sucesión finita H0, Hg,. . HK de subgrupos normales 
de G tai que Ht < W;+1, H0 = {e} y Hn = G,

Nótese que para grupos abelianos, coinciden los conceptos de serie subnor
mal y serie normal, pues todo subgrupo es normal. Una serie normal siempre es 
subnormal, pero el reciproco no necesariamente es cierto. Definimos serie sub
normal antes que serie normal, pues dicho concepto es más importante para 
nuestro trabajo.

Ejemplo I4.l Dos ejemplos de series normales de Z bajo la suma son

y

(0} < 8Z < 4Z < Z

{0} < 9Z < Z. ■
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Ejemplo 14.2 Considérese el grupo D4 de simetrías del cuadrado en el ejem
plo 4,2. Puede corroborarse con racilidad que -

{ / M  <  [ Po> b í  } <  { PO' Pl> P l ’ V i }  <  ^ 4

es una serie subnormal. No es una serie normal, puesto que {p0> cs no normal
en D4. m

Definición Una serie subnormal (normal) {£¡¡- es un refinamemo de una 
serte subnormal (normal) {//¡} de un grupo G si esto es, si cada
H¡ es una de las f'j.

Ejemplo 143 La serie

(0} < 72Z < 2 4 Z < 8 Z < 4 Z < Z

es un refinamiento de la serie

{0} < 72Z < 8Z < Z.

Se han insertado dos nuevos términos, 4Z y 24Z. a

Los grupos Tactores fí, +., ¡fí¡ son de interés en el estudio de la estructura de G. 
Tanto en el caso de las series normales como en los subnormales, están definidos 
estos grupos factores, ya que en ambos casos, H, es normal en H¡+1.

Definición Dos series subnormales (normales) {fí,} y {Aj) del mismo grupo 
G son isomorfos si existe una correspondencia uno a uno entre las coleccio
nes de grupos factores {fil+íffí,} y {Kj+J K j} tal que los grupos factores 
correspondientes son isomorfos.

Es claro que dos series subnormales (normales) isomerías deben tener el 
mismo número de grupos.

Ejemplo 14.4 Las dos series de Z l3,

{0} < <5> < Z , j

y

{0} < <3> < Z 15,

son isomorfas. Tanto Z ls/<5> como <3>/{0}. son isomorfos a Z s y Z 15/<3) es 
isomorfo a <5>/{0} o a Z3. ■
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14.2 EL TEOREMA DE JORDAN-HÓLDER .

El siguiente teorema es muy importante en esta teoría.

Teorema 14, /  (Schreier) Dos series subnormales (normales) de un grupo G 
tienen refinamientos isomorfos.

Demostración Véase la demostración de este teorema en el capitulo 15. ■

En realidad, la demostración de teorema 14.1 no es muy difícil. Sin embargo, 
sabemos por experiencia que muchos estudiantes se pierden en la demostración y 
sienten que no pueden entender el teorema. No lo demostramos en las secciones 
sin asterisco, aunque la podrían seguir la mayoria de los estudiantes. Sin embar
go, ilustraremos el teorema.

Ejemplo 145 Tratemos de encontrar refinamientos isomorfos de las series

{0} < 8Z < 4Z < Z

y

{0} < 9Z < Z

dadas en el ejemplo 14.1. Considérese el refinamiento '

{0) < 7 2 Z < 8 Z < 4 Z < Z

de {0} < 8Z < 4Z < Z y el refinamiento

{0} < 72Z < 18Z < 9Z < Z

de {0} < 9Z < Z. En ambos casos los refinamientos tienen cuatro grupos 
factores isomorfos a Z4, Z2, Z , y 72Z o Z. El orden en el cual se presentan los 
grupos factores es, desde luego, diferente. ■

Llegamos ahora al plato Tuerte de la teoría.

Definición Una serie subnormal {//,} de un grupo G es una serie de compo
sición si todos los grupos factores Hi +.,¡H¡ son simples. Una serie norma) 
{H¡\ de G es una serie principal si todos los grupos factores son
simples.

Nótese que, para grupos abelianos, coinciden los conceptos de series princi
pales y de composición. Además, cómo toda serie normal es subnormal, toda 
serie principal es una serie de composición para cualquier grupo, sea abeliano o 
no.
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Ejemplo I4.6 Afirmamos que Z no tiene serie de composición (ni principal). 
Pues si

{0} = H0 < * , < • ■  < < H, = Z

es una serie subnormal, H x debe ser de la forma rZ para alguna r e Z + . Pero, 
entonces, H J H 0 es isomorfo a rZ, el cual es cíclico infinito con varios subgrupos 
normales propios no triviales, por ejemplo, 2rZ. Asi, Z no tiene series de compo
sición (ni principales). ■

Ejemplo 14.7 La serie

{e} < A,  < 5,

para n £  5 es una serie de composición (y también una serie principal) de S„ 
pues Aj{e}  es isomorfo a A m el cual es simple para n ^  5, y SJAK es isomorfo a 
Zj, que es simple. Así mismo, las dos series dadas en el ejemplo 14.4 son series de 
composición (y además seríes principales) de Z,t i . Son isomorfas, según se mostró 
en dicho ejemplo. Esto ilustra nuestro teorema principal que se enunciará en 
breve. ■

Obsérvese que, por el teorema 13.4, H¡+ JH,  es simple si y sólo si H¡ es un 
subgrupo normal maximai de Ht+l. Así, para una serie de composición, cada ti¡ 
debe ser un subgrupo normal maximai de Hu l . Para formar una serie de compo
sición de un grupo G, debemos buscar un subgrupo normal maximai //„_ , de G, 
luego un subgrupo normal maximai de Hm.  lt y. asi sucesivamente. Si este proceso 
termina en un número finito de pasos, tenemos una serie de composición. Nótese 
que, por el teorema 13.4, una serie de composición no puede tener más refina
miento. Para formar una serie principal, debemos buscar un subgrupo normal 
maximai / /„ „ , de G, después un subgrupo normal maximai de t í Ĥ i que sea, 
además, normal en G, y  así sucesivamente. El teorema principal es el siguiente:

Teorem a 14 .2  (.Jordan-Holder)  Cualesquiera dos series de composición (prin
cipales) de un grupo G son isomorfas.

Demostración Sean {//,} y {Jfy) dos series de composición (principales) de G. 
Por el teorema 14.1, tienen refinamientos isomorfos. Pero, como los grupos 
factores son ya simples, el teorema 13.4 muestra que ninguna de esas series tiene 
más refinamientos. Así, {H,} y {Kt} ya deben ser isomorfos. ■

Para el caso de un grupo finito, se debería considerar una serie de composición 
como cierto tipo de factorización del grupo en grupos factores simples, análoga a 
la factorización de un entero positivo en primos. En ambos casos, la factorización 
es única, salvo el orden de los factores. -
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Teorema 14.3 Si G tiene una serie de composición (principa!) y  si N es un 
subgrupo normal propio de G, entonces existe una serie de composición (princi
pal) que contiene a N.

Demostración La serie

* {e} < bf < G

es una serie subnormal y normal. Como G tiene una serie de composición {//,}, 
entonces, por el teorema 14.1, existe un refinamiento de {e} < N < G a una serie 
subnormal isomorfa a un refinamiento de {f/J. Pero en tanto serie de composi
ción, {//,} no puede tener mayor refinamiento. Así, {e} < N < G puede refinarse 
a una serie subnormal, cuyos grupos factores son todos ellos simples, esto es, a 
una serie de composición. Se emplea un argumento similar si comenzamos con 
una serie principal [K}] de G. m

Ejemplo 14J Una serie de composición (y principal) de Z4 x Z9 que contiene a 
« 0, 1»  es

{(0,0)} < <(0,3)> < <(0, 1)> < <2> x <1> < <1> x <1> = Z4 x Z 9. m

La siguiente definición es básica para el último capitulo del libro, que trata de la 
solución de ecuaciones polinomiales en términos de radicales.

Definición Un grupo G es soluble si tiene una serie de composición {//,} tal 
que todos los grupos factores Hl. íjH¡ son abelianos.

Por el teorema de Jordan-Hoider, vemos que para los grupos solubles, toda 
serie de composición {/í¡} debe tener grupos factores abelianos

Ejemplo 14.9 El grupo S3 es soluble, pues la serie de composición

{e} < A 3 < S3

tiene grupos factores isomorfos a Z 3 y Z 3 que son abelianos. El grupo Ss no es 
soluble, pues, como A 3 es simple, la serie

{e} < A s < S5

es una serie de composición y As/{e}, que es isomorfo a A it no es abeliano. Se 
puede mostrar que este grupo A 3 de orden 60 es el menor grupo que no es soluble. 
Este hecho está íntimamente relacionado con el hecho de que una ecuación 
polinomial de grado 5 no es, en general, soluble por radicales, pero una ecuación 
polinomial de grado < 4 lo es. ■ '
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* 14.3 EL CENTRO Y LA SERIE CENTRAL 
ASCENDENTE

Daremos otro tipo de series de un grupo.

Definición El centro de un grupo G es el conjunto de todas las u e G  tales 
que a.x = .Ya para todas las x e G, esto es, el conjunto de elementos de G que 
conmutan eon todo elemento de G.

Teorema 14,4 El centro de un grupo es un subgrupo norma! del grupo.

Demostración La demostración es tan fácil e instructiva que la dejaremos como 
ejercicio en este capítulo. ■

Es fácil encontrar el centro de un grupo finito G si se tiene la tabla dei grupo. Es 
claro que un elemento a estará en el centro de G si y sólo si, en la tabla, los 
elementos del renglón cuyo extremo izquierdo es a están dados en el mismo 
orden que los elementos de la columna debajo de a.

Ahora, sea G un grupo y sea Z(G) el centro de G. Como, por el teorema 14,4, 
Z(G) es normal en G, podemos formar el grupo factor G/Z(G) y encontrar el 
centro Z(G/Z(G)) de este grupo factor. Como Z(C/Z(G)) es normal en G/Z(G), si 
y:G -* G/Z(G) es la transformación canónica, entonces, por el teorema 13.2, 
[Z(G/Z(G))]y_1 es un subgrupo normal ZfG)  de G. Entonces, podemos formar 
el grupo factor G/Zt(G) y encontrar su centro, tomar (y^)-1 del centro para 
obtener Z 2(G% y así sucesivamente.

Definición La serie

{<?} í  Z(G) <  Z X{G) S  Z¿G)  < - -

descrita en el análisis anterior, es (a serie central ascendente del grupo G.

Ejemplo 14.10 El centro de S3 es precisamente la identidad {p0}- Asi, la serie 
central ascendente de S3 es

{po) ¿  iPo} £  ÍPo} ^

El centro del grupo D4 de simetrías del cuadrado en el ejemplo 4.2 es {po>Pi}- 
(¿Recuerdan que dijimos que este grupo nos daria bellos ejemplos de casi todo lo 
que discutiéramos?) Como G/{po,pz} es de orden 4 y, por tanto, abeliano, su 
centro es todo G/{p0, p2}- Así, la serie central ascendente de DA es

ÍPo) < ÍPo-Pil < ^4 < 0* s  0A <
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E jercicios--------------------------------------------------------------------:----------

14.] Dense refinamientos isomorfos de las dos series normales {0¡ < 60Z < 20Z < Z y
{0} < 245Z < 49Z < Z de Z bajo la suma.

14.2 Encuéntrense todas las series de composición de Z40 y muéstrese que, en efecto, son 
todas isomorfas.

14.3 Encuéntrense todas las series de composición de Z3 x Z3.

14.4 Encuéntrense todas las series de composición de Sj x Z 2.

114.5 Muéstrese que si

H0 = H  < H, < fí, < - ■ • < = G

es una serie subnormal (normal) de un grupo G y si fi[+l¡H( es de orden finito 5, +1,
entonces G es de orden finito SjSj ■ ■ ■ r„.

14.6 ¿Falso o verdadero?

  a) Toda serie normal es además subnormal.
  b) Toda serie subnormal es además normal.
  c) Toda serie principal es una serie de composición.
  d) Toda serie de composición es una serie principal.
  e) Todo grupo abeliano tiene exactamente una serie de composición.
  f) Todo grupo finito tiene una serie de composición.
  g) Un grupo es soluble si y sólo si tiene una serie de composición con grupos

factores simples.
_  h) S-, es un grupo soluble.
  i) El teorema de Jordan-Hólder tiene cierta analogía con el teorema fundamental

de la aritmética, que afirma que cualquier entero positivo mayor que 1 se puede 
factorizar de manera única, salvo el orden, como producto de primos.

  j) Todo grupo finito de orden primo es soluble. •

14.7 Muéstrese que un grupo abeliano infinito no puede tener series de composición. 
[Sugerencia: úsese el ejercido 14.5 junto con el hecho de que un grupo abeliano infinito 
siempre tiene un subgrupo normal propio.]

14.8 Encuéntrese una serie de composición de S3 x S3. ¿Es soluble S3 x 5\?

14.9 Muésircse que un producto directo finito de grupos solubles es soluble.

14.10 ¿Es soluble el grupo D4 de simetrías del cuadrado del ejemplo 4.2?

*14.11 Encuéntrese el centro de S} x Z4.

* 14.12 Pruébese que el centro de un grupo es un subgrupo normal del grupo. [Adverten
cia: No se olvide la necesidad de probar que es un subgrupo, antes de probar que es 
normal.]
* 14.13 Encuéntrese la serie central ascendente de S3 x Z4.
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*15.1 TEOREMAS DEL ISOMORFISMO

Existen varios teoremas acerca de grupos factores isomorfos y se les conoce como 
teoremas del isomorfismo de la teoría de grupos. El primero de ellos es el teorema 
13.3 que reenunciaremos aquí para facilitar su referencia. En la figura 15.1 se 
ilustra el teorema con un diagrama.

Teorem a 1 5 , 1  (P rim er teorem a d el isom orfism o) Sea <f>: G -> <7 un homo
morfismo con kernel K  y  sea yK: G G/K el homomorfismo canónico. Enton
ces, existe un isomorfismo único \¡t :G¡K G<f> tal que x<f> =  x(yK$) para cada 
x  e G.

Recuérdese que si H  y N  son subgrupos de un grupo <7, entonces HN  =  
= {hn | h e H, n e N}. En el capítulo 8, definimos el ensamble H  v N  como el 
menor subgrupo de G que contiene a HN. Es claro que H  v N  es, además, el 
menor subgrupo de G que contiene a H  y a N, ya que dicho subgrupo debe 
contener a HN. En general, HN  no necesariamente es un subgrupo de G. Sin 
embargo, tenemos el lema siguiente.

G$

/y
y

y
(isomorfismo)

'G/K'
Figura 15.1
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Lem a 1 5 . 1  Si N es un subgrupo normal de G y  H  es cualquier subgrupo de G, 
entonces H v N  = HN  =  NH. Si, además, H también es normal en G, 
entonces HN es normal en G.

Demostración Mostremos que HN  es un subgrupo de G, de donde se sigue 
inmediatamente que H y N  = HN. Sea hx, h2 e H y nx, n2 e N. Como N  es un 
subgrupo normal, tenemos que nxh2 = h2n3 para alguna n3 e N. Entonces 
(*!«,)(/i2«2) = hx{nxh2)n2 = * i(h2n3)n2 = (hxh2)(n3n2) e HN, de modo que HN 
es cerrado bajo la operación inducida en G. Es claro que e =  ee está en HN. Para 
h e H y n e N  tenemos (hn)~1 = n~ ‘h ~1 = h~ln4 para alguna /i4 e N, ya que N  
es un subgrupo normal. Así, (hn)'1 e HN, de modo que HN < G. Un argumento 
similar muestra que NH  es un subgrupo, asi que NH -  H  v  N  = HN.

Supóngase ahora que H también es normal en G y sea h e  H, n e N y g e G .  
Entonces, g~ 1hng =  (g~1 hg)(g~1 ng) e HN, de modo que, en efecto, HN  es 
normal en G. m

Estamos preparados ya para el segundo teorema del isomorfismo.

Teorema 15 .2  (Segundo teorem a del isom orfism o) Sea H un subgrupo de G 
y  sea N  un subgrupo normal de G. Entonces, (HN)/N ~  H/(H n  ¿V).

Demostración Como N  es normal en G, vemos de inmediato que H c\ N  
es normal en H (véase el ejercicio 15.1). Sea h e H  y n e N. Intentemos definir 
<I> :HN -* H/ (Hn N)  por (hn)<¡> =  h(H r\ N). Es necesario mostrar que <f> está 
bien definida. Sea hxe H  y n ¡ e N  y suponiendo que h lnl =  hn. Entonces, 
h~1h1 = m i '1 así que h~1hi está en H y en N, y, por ello, está en H n  N. Por 
tanto, h(H n  N) — hx(H n  N) en H/(H n  N). Así, (hxn x)<f> = (hn)<j> de modo que 
<l> está bien definida.

Afirmamos que </> es un homomorfismo sobre Hj(H n  N). Sea nx, n2e N y 
hx, h2eH.  Como en el lema anterior, podemos escribir n xh2 = h2n3 pues N  es 
normal en G. Entonces, [{hxnx){h2n2)'\4> =  \{hxh2)(n3n2)']̂ > =  hxh2(H n  N)  = 
= hx(H n  N) ■ h2(H n  N) =  (hxnx)<j> • (h2n2)<¡>, de modo que </> es un homomor- 
fismo. Como (he)<j> =  h(H n  N) para todas las h e  H, vemos que <j> es sobre 
H/(H n  N).

El kemel de <j> consta de todas las hne HN tales que he  H n  N; entonces, 
este kernel es (H n  N)N. Es claro que, (H n  N)N  = N. Así, <¡> es un homomorfis- 
mo sobre H/(H n  N) con kemel N, de modo que, por el teorema 15.1, 
HN/N sí H/ (HnN) .  m

Ejemplo 15.1 SeaG =  Z x Z x Z , / /  =  Z x Z x {0}, y N  = {0} x Z x Z. 
Entonces, es claro que HN  = Z x Z x Z y / / n # = { 0 }  x Z x  {0}. Tenemos 
(HN)IN ~  Z y, además, H/(H n  N) s¡ Z. ■

Si H y K  son dos subgrupos normales de G y K £  H, entonces, claramente H/K 
es un subgrupo normal de G/K. El tercer teorema de isomorfismo habla de estos 
grupos.



Teorema 15.3 ( Tercer teorema del isomorfismo) Sean H y  K subgrupos 
normales de un grupo G con K < H. Entonces, G/H ~  (G/K)/(H/K).

Demostración Sea <p: G -* (G/K)/(H/K) dada por a<p = (aK)(H/K) para aeG.  
Es claro que <f> es sobre (G/K)/(H/K); y para a, be G,

(ab)4> = [_(ab)K\{H/K) = [_(aK)(bK)-](H/K) =  í(aK)(H/K)-] L(bK)(H/K)l 

= (a<t>)(b<¡>),

así que <p es un homomorfísmo. El kernel consta de aquellas x e G  tales que 
x<p = H/K. Estas x  son precisamente los elementos de H. Entonces, el teore
ma 15.1 muestra que G/H ~  (G/K)/(H/K). ■

Una bella manera de visualizar el teorema 15.3 es considerar la transformación 
canónica yH:G -+ G/H como factorizada vía un subgrupo normal K  de G, 
K <  H <G,  para dar

"ÍH — 1¡ÚHHO

salvo el isomorfismo natural, como se ilustra en la figura 15.2. Otra forma de 
verlo es usar el diagrama reticular de la figura 15.3 donde cada grupo es un 
subgrupo normal de G y está contenido en el que está arriba de él. Cuanto más 
grande sea el subgrupo normal, tanto menor es el grupo factor. Se puede pensar 
entonces que G está colapsado por H, esto es, G/H, como menor que G colapsado 
por K. El teorema 15.3 afirma que se puede colapsar G hasta G/H en dos pasos. 
Primero, colapsar hasta G/K y después, usando H/K, colapsarlo hasta 
(G/K)/(H/K). El resultado total es el mismo (salvo isomorfismo) que colapsar G 
por H.

G

1 4 8  DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE JORDAN-H0LDER

H

K

Figura 15.3

Ejemplo 15.2 Considérese K  =  6Z <  H  = 2Z <  G =  Z. Entonces, 
G/H =  Z/2Z ~  Z 2. Ahora bien, G/K =  Z/6Z tiene como elementos

6Z, 1 +  6Z, 2 +  6Z, 3 + 6Z, 4 +  6Z y 5 +  6Z.

De estas seis clases laterales, 6Z, 2 +  6Z y 4 +_ 6Z están en 2Z/6Z. Es claro que 
(Z/6Z)/(2Z/6Z) tiene dos elementos y además es isomorfo a Z2. De manera

Figura 15.2
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alternativa, obsérvese que Z /6Z Z6 y 2Z/6Z corresponden bajo este isomorfis- 
mo al subgrupo cíclico <2> de Z6. Así, (Z/6Z)/(2Z/6Z) ~  Z6/<2>
^  Z 2 ~  Z/2Z. ■

*15.2 EL LEMA DE ZASSENHAUS 
(DE LA MARIPOSA)

La demostración del teorema de Jordan-Hólder se desprende fácilmente de un 
lema bastante técnico, desarrollado por Zassenhaus, al que también se le conoce 
como «lema de la mariposa», debido a que la figura 15.4, que acompaña al lema, 
tiene forma de mariposa.

Sean H y  K subgrupos de un grupo G y sean H* un subgrupo normal de H  y 
K* un subgrupo normal de K. Aplicando la primera parte del enunciado del lema
15.1 a H* y a H  n  K  como subgrupos de H, vemos que H*{H n  A") es grupo. 
Argumentos análogos muestran que H*(H n  K*), K*(H n  K) y K*(H* n  K) 
también son grupos. Es muy fácil mostrar que H* n  K  es un subgrupo normal de 
H  n  K  (véase el ejercicio 15.2). El mismo argumento, usando el lema 15.1, 
aplicado a H * n K y a H n K *  como subgrupos de H n  K,  muestra que 

n  KÍ H  n  A?") es un grupo. Tenemos así, el retículo de los subgrupos, 
que se muestra en la figura 15.4. Pueden verificarse fácilmente las relaciones 
de inclusión indicadas en el diagrama.

H K

Como H  n  K* y H* n  K  son ambos subgrupos normales de H  n  K, la 
segunda afirmación del lema 15.1 muestra que L = (H* n  K)(H n  K*) es un
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subgrupo normal de H n  K. Hemos denotado esta particular relación de subgru
pos normales mediante una linea gruesa en medio de la figura 15.4. Afirmamos 
que las otras dos líneas gruesas también indican relaciones de subgrupos norma
les y que los tres grupos factores dados por las tres relaciones de subgrupos 
normales son isomorfos. Para mostrarlo, definiremos un homomorfismo 

: //* ( //  n  K) -*■ (H n K ) / L , y mostraremos que es sobre (H n  K)/L con 
kemel H* (H n  £*). De aquí se sigue que H*(H n  K*) es normal en H*(H n  K) 
y que //* ( //  n  K)/H*(H n  K*) ^  (H n K ) /L .  Por simetría, se deduce un resulta
do análogo para los grupos que se encuentran en la línea gruesa del lado derecho 
de la figura 15.4.

Sea <f>: H*(H n  K) -* ( f í  n  K)/L definida como sigue. Para he  H* y x e  H  n  
n  K  sea (hx)<¡> = xL. Mostremos que <f> está bien definida y que es un homomor
fismo. Sean hly h2e H *  y x 2e H n  K. Si hxx x =  h2x  2, entonces h2 lhx = 
=  x 2x x 1 e H* n  (H n  K)  =  H* n  K ^  L ,áe  modo que x xL  =  x 2L. Así, <f> está 
bien definida. Como H* es normal en Hy existe h2 en H* tal que x xh2 =  h2x x. 
Entonces,

[(M i)(* 2* 2)W = = (x vx 2)L
= (xxL)(x2L) = (hxx x)4> ■ {h2x 2)<(>.

Asi, 4> es un homomorfismo.
Es obvio que <f> es sobre ( H n K ) /L .  Por último, si h e H *  y x e H n K ,

entonces (Hk)(j> =  x L  =  L si y sólo si x e L ,  o si y sólo si h x e f í * L  =
= H*(H* n  K)(H n  K*) = H *(f ínK*).  Asi, Ker(<f>) =  H*( f ínK*).

Hemos probado el lema siguiente:

Lema 15.2 (Zassenhaus) Sean H y K subgrupos de un grupo G y  sean H* y
K* subgrupos normales de H y K respectivamente. Entonces,

1 / /* ( //  n  K*) es un subgrupo normal de / /* ( //  n  K).
2 K*(H* n  K) es un subgrupo normal de K*(H n  K).
3 H*(H n  K)/H*(H n  K*) -  K*(fí  n  K)/K*(H* n  K)

-  (H n  K)/l(H* n  K)(H n  **)].

*15.3 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 
DE SCHREIER

En el capítulo 14 se mostró que el teorema de Jordan-Holder se desprendía de 
inmediato del teorema de Schreier (teorema 14.1). Reenunciaremos aquí el teore
ma de Schreier para facilitar su referencia y daremos la demostración.

Teorema 15.4 (Schreier) Dos series subnormales (normales) de un grupo G
tienen refinamientos isomorfos. '
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Demostración Sea G un grupo y sean

{e} = H0 < H l < H2 < • • • < / / „  =  G [15.1]

y

{e} = K0 < K x < K2 < ■ ■ < Km = G [15.2]

dos series subnormales de G. Para i, donde 0 < i < n — 1, forman la cadena de 
grupos

Esto inserta m — 1 grupos, no necesariamente distintos, entre H¡ y Hi+l. Si 
hacemos esto para cada i donde 0 < i < n — 1, y hacemos H¡ ¡ = 

Kj), entonces se obtiene la cadena de grupos

Esta cadena [15.3] contiene nm + 1 grupos no necesariamente distintos y 
Huo = H¡ para cada i. Por el lema de Zassenhaus [15.3], es una cadena 
subnormal, esto es, cada grupo es normal en el siguiente grupo. Esta cadena 
refina la serie en [15.1].

De manera simétrica, hacemos K} i =  * 7(*J+1 n  H¡) para 0 <,j < m — 1 y 
0 <, i <, n. Esto da una cadena subnormal

{e} =  *o,0 <  * o .i ^  K0,2 <  ■" <  * o ,«— i ^  * i .o

Esta cadena [15.4], contiene mn + 1 grupos, no necesariamente distintos y 
Kj o =  K¡ para cada j. Esta cadena refina la serie en [15.2].

Por el lema de Zassenhaus, tenemos que

^  ^1,1 — K\'2  ^  ^  ^ l .n -1  ^  ^2,0
^  ^2,1 ^  K 2t2 ^  ^  K 2'„ - i  <  *3 ,0

O
[15.5]
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para 0 <  / <  n — l y 0 < j  < m — l. Los isomorfismos de la ecuación [15.5] 
dan una correspondencia uno a uno de los grupos factores isomorfos, entre las 
cadenas subnormales de la ecuación [15.3] y la ecuación [I5.4]. Para verificar 
esta correspondencia, nótese que Hi 0 = H¡ y Him = Hi+l mientras que 
Kjt0 = Kj y KjtH = Kj+V Cada cadena en la ecuación [l 5.3] y en la ecuación 
[15.4] contiene un arreglo rectangular de mn símbolos <. Cada < da lugar a un 
grupo factor. Los grupos factores que surgen del r-ésimo renglón de los <  en la 
ecuación [15.3] corresponden a los grupos factores que surgen de la r-ésima 
columna de los < en la ecuación [l 5.4]. Suprimiendo los grupos repetidos, de las 
cadenas en la ecuación [15.3] y en la [15.4], obtenemos series subnormales de 
grupos distintos que son refinamientos isomorfos de las ecuaciones [I5 .l]  y 
[ 15,2]. Esto comprueba el teorema para series subnoimales.

Para series normales donde todos los H¡ y son normales en G, simple
mente observamos que todos los grupos H{ j y Kjti formados con anterioridad 
son, además, normales en G así que se aplica la misma demostración. Esta 
normalidad de Hi%J y KJt( se sigue de manera inmediata de la segunda afirmación 
del lema 15.1 y del hecho de que las intersecciones de subgrupos normales de un 
grupo producen subgrupos normales. ■

Ejercicios —— -------- — ------ — — ---------— —  ——
*15.1 Muéstrese que si H y N son subgrupos de G y si N es normal en G, entonces f í  n  N 
es normal en H.

*15.2 Sean //*, H y K  subgrupos de G con H * normal en H. Muéstrese que H * n ^ e s  
normal en H n  K.

*15.3 Sean H, K y L  subgrupos normales de G con H < K < L  Sean A =  G¡H, 
B = K/H y C = LjH.

a) Muéstrese que B y C  son subgrupos normales de A, y que B <  C.
b) ¿A qué grupo es isomorfo (A/B)/(C¡B)1

+*15.4 Sean K  y L  subgrupos normales de G con K ^ L  =  G y K r \ L  — {e}. Muéstrese 
que GjK  ^  L y G/L  ^  K.

Al usar los tres teoremas de isomorfismo, a menudo es necesario conocer la correspon- 
denota real dada por el isomorfismo y no sólo el hecho de que los grupos son isomorfos. Los 
siguientes seis ejercicios les servirán de «entrenamiento» para ello.

*15̂ > Sea -* Z3 el homomorfismo tal que l<¿> =  2.

a) Encuéntrese el kernel K de <j>.
b) Lístense las clases laterales en Z l2/K mostrando los elementos en cada clase lateral.
c) Dése la correspondencia entre Z xljK y Z 3 dada por la transformación ^  descrita en el 

teorema 15.1.

*15.6 Sea 0 :Z I8 -♦ Z 12 el homomorfismo donde 1 <¡> = 10.
a) Encuéntrese el kernel K de j>. '
b) Lístense las clases laterales en Z , 8/A mostrando los elementos en cada clase lateral.
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c) Encuéntrese el grupo Z is<t>.
d) Dése la correspondencia entre Z ,a/K y Z, 8</> dada por la transformación \¡/ descrita en 

el teorema 15.1.

*15.7 En el grupo Z 24 sea H = <4> y N = <6>.

a) Lístense los elementos en HN (que podemos escribir H + N para estos grupos aditi
vos) y en H n  N.

b) Lístense las clases laterales en HN/N mostrando los elementos en cada clase lateral.
c) Lístense las clases laterales en H/{H n  N) mostrando los elementos en cada clase

lateral.
d) Dése la correspondencia entre HN/N y H/(H n  N) descrita en la demostración del 

teorema 15.2.

*15JJ Repítase el ejercicio 15.7 para el grupo Z36 con H =  <6> y N =  <9>.

*15.9 En el grupo G = Z24, sea H = <4> y K =  <8>.

a) Lístense las clases laterales en G/H exhibiendo los elementos en cada clase lateral.
b) Lístense las clases laterales en G¡K exhibiendo los elementos en cada clase lateral.
c) Lístense las clases laterales en H/K exhibiendo los elementos en cada clase lateral.
d) Lístense las clases laterales en (G/K)/(H/K) exhibiendo los elementos en cada clase 

lateral.
e) Dése la correspondencia entre G/H y (G/K)/(H/K) descrita en la demostración del 

teorema 15.3.

*15.10 Repítase el ejercicio 15.9 para el grupo G =  Z36 con H = <9> y K = <18).

*15.11 Sea G igual a Z36. Hágase referencia a la demostración del teorema 15.4.
Sea

{0} < <12> < <3> <  Z 36 

la serie subnormal [15.1], y sea

{0} <  <18> < Z36

la serie subnormal [15.2]. Encuéntrese las cadenas [15.3] y [15.4] y exhíbanse los grupos 
factores isomorfos como se describieron en la demostración. Escríbanse las cadenas [15.3] 
y [15.4] en el arreglo rectangular mostrado en el texto.

*15.12 Repítase el ejercicio 15.11 para el grupo Z24 con la serie subnormal [15.1]

{0} < <12> < <4> < Z24

y [15.2]

{0} <  <6> < <3> < Z 24.

*15.13 Muéstrese que un subgrupo K de un grupo soluble G es soluble. [Sugerencia: sea 
H0 =  {e} < H¡ <  ■•■ <  H„ =  G una serie de composición para G. Muéstrese que los 
distintos grupos K n H¡ para i = 0, n, forman una serie de composición para K. 
Obsérvese que para el teorema 15.2

(K o  HJ/ÍK n  //,_ ,)  ~  ÍH,^(K  n  //,)]/[//,_ ,]. 

con H = K n  H¡ y N = y que //,_ ,(AT n  H¡) < //,.]
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*15.14 Sea H0 = {e} < / / ,  < • • • < / / ,  = G una serie de composición del grupo G. Sea 
N un subgrupo normal de G y supóngase que N  es un grupo simple. Muéstrese que los 
distintos grupos entre H0, H¡N para / = 0 , . . . , »  también forman una serie de composi
ción para G. [Sugerencia: por el lema 15.1, H¡N es un grupo. Muéstrese que //¡-,/V  es 
normal en H,N. Por el teorema 15.2,

a  HJIH, o  (J/(_,JV)]t 

y, por el teorema 15.3, el último grupo es isomorfo a 

[//,///,-,]/[(//, n

Pero //(///,_  i es simple.]

*15.15 Sea G un grupo y sea //„  =  {«?}<//,  <  • • • < H, = G una serie de composición 
para G. Sea N  un subgrupo normal de C, y sea y: G -* G/N la transformación canónica. 
Muéstrese que los distintos grupos entre H,y para r = 0, . . . ,  n forman una serie de 
composición para G/N. [Sugerencia: obsérvese que la transformación

* :« (AT (//.tV M -.t)

definida por

(h¡n)i¡/ =  ((A|ft)r)(//i-i7) 

es un homomorfismo con kemel H¡ _, N. Por el teorema 15.1,

{H a W l- iñ  a

Procédase vía el teorema 15.2 como se mostró en la sugerencia del ejercicio 15.14.]

*15.16 Pruébese que la imagen homomorfa de un grupo soluble es soluble. [Sugerencia: 
apliqúese el ejercicio 15.15 para obtener una serie de composición para la imagen homo
morfa. Entonces, las sugerencias de los ejercicios 15.14 y 15.15 muestran cómo se ven, en la 
imagen, los grupos factores de esta serie de composición.]
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Acción 
de un grupo 

en un conjunto

*16.1 EL CONCEPTO DE ACCION DE GRUPO

Ya son familiares las funciones y los productos cartesianos, así que podemos 
adoptar un punto de vista más sofisticado del concepto de operación binaria en 
un conjunto S  que aquél que adoptamos en el capítulo l. Una operación binaria 
en S  es una función que transforma S  x S  en S. Si denotamos la función por *, es 
más convencional expresar (s„ s2)* =  s3 como j ,  * s2 =  s3. La función * da una 
regla para «multiplicar» cualquier elemento de S  por un elemento de S  para 
producir un elemento de S.

En general, para cualesquiera conjuntos A, B y C podemos considerar la 
transformación *: A x B -» C como definición de una «multiplicación» donde 
cada elemento a de A por cualquier elemento b de B tiene como valor algún 
elemento c de C. Escribimos, por supuesto, a * b =  c o simplemente, ab =  c. En 
este capitulo hablaremos del caso en que X  es un conjunto, G un grupo y tenemos 
una transformación *:X  x G -* X. Escribiremos (jc, g)* como x  * g o xg.

Definición Sea X  un conjunto y G un grupo. Una acción de G en X  es una
transformación *: X  x G -* X  tal que:

1 xe = x  para todas las x  e X
2 *fei£2) =  (*£i)#2 para todas las x  e X  y todas las g¡, g2 e G.

Bajo estas condiciones, A' es un (7-conjunto.

Ejemplo 16.1 Sea X  cualquier conjunto y S x el grupo de todas las permutacio
nes de X. Entonces, X  es un S^-conjunto donde para x  e X  y a e S x, la acción .v<r
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de a en .v es el efecto de la permutación a en .x. La condición 2 se cumple, como 
consecuencia de la definición de multiplicación de permutaciones-como composi
ción de funciones y la condición 1 es inmediata a partir de la definición de la 
permutación identidad. En particular, [1, 2, 3, . . n} es un S„-conjunto. ■

Ejemplo 16.2 Todo grupo G en sí mismo es un G-conjunto, donde la acción de 
g2 e G sobre g , e G  está dada por la multiplicación derecha. Esto es, (gi,g2l* =  
=  g^g2. Si H  es un subgrupo de G, también podemos considerar G  como un 
//-conjunto donde (g, h)* =  gh. ■

Ejgmplo.. 16.3 Sea^//Jin-suhgrupo 4c -G, Entonces. G  es un //-conjunto bajo 
la conjugación, donde (g, h)* ~  h ~ lgh para g e G  y h e H. La condición 1 es 
obvia y~para la condición 2 nótese que (g, hxh2)+ =  (hlh2)~1g(hlh2) =  
— fi2 1( h i1ghl )h2 =  ((g,/i,)*, h2)*. Siempre escribiremos esta acción de H  en G 
mediante la conjugación como h ~ lgh. La abreviatura gh descrita antes de la 
definición, causaría una terrible confusión con la operación de grupo de G. 
Veremos en el capítulo 18 que esta acción de H  en G  es muy importante para 
analizar la estructura del grupo G. u

Ejemplo 16.4 Sea H  un subgrupo de G  y sea R H el conjunto de todas las clases 
laterales derechas de H. Entonces, R H es un G-conjunto, donde la acción de g e G 
en la clase lateral derecha Hx  está dada por (Hx)g — H{xg). Una serie de 
ejercicios mostrará que cada G-conjunto es isomorfo al que puede formarse 
usando estos G-conjuntos de clases laterales derechas como bloques constituti
vos. (Véanse los ejercicios 16.12 al 16.15.)

Ejemplo 16.5 Sea G el grupo Z>4 =  {p0, p l5 p2, p3, p l, p2, ¿ 2} <̂e las simetrías
del cuadrado, descrito en el ejemplo 4.2. En la figura 16.1 mostramos el cuadrado 
con vértices 1, 2, 3, 4, como en la figura 4.6. Además, denominamos a los lados s¡, 
s2, s3, s4, a las diagonales dx y d2, y a los ejes vertical y horizontal m, y m2, al 
centro C  y a los puntos medios de los lados s¡, P¡. Recuérdese que p¡ corresponde 
a rotar el cuadrado en sentido contrario al que giran las manecillas del reloj en 
7t//2 radianes, p¡ corresponde a voltear el cuadrado alrededor del eje m¡, y 6¡ a 
voltear el cuadrado alrededor de la diagonal d¡.
Sea

X  =  {1, 2, 3, 4, í j ,  s2, s3, s4, mu m2, dx, d2, C, P u P 2> ^ 3.

Entonces, X  se puede considerar como un Z)4-conjunto de la manera obvia. La  
tabla 16.1 describe en su totalidad la acción de Z>4 en X  y se da para proporcio
nar ilustraciones geométricas de las ideas que se presentarán. Hay que asegurarse 
de comprender cómo está formada la tabla. ■
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Tabla 16.1

I 2 3 4 Si *3 Í4 m, m 2 d i C Pl Pl P l P l

Po l 2 3 4 *2 *3 ■*4 '« i m 2 d 2 C Pl P l P l P l
P\ 2 3 4 l *2 *3 *4 í | "»2 m , ¿2 d¡ C Pl Pl P l Pl
P l 3 4 l 2 S4 S2 m, m 2 d-, c P l P l Pl Pl
P l 4 I 2 3 *4 S, *2 h "»2 m , d i d t c P l Pl Pl P l
p  l 2 l 4 3 ■U *4 *3 s 2 ">i d i d i c Pl P l P l P l
P l 4 3 2 l *3 *2 *1 s4 w, m 2 d i di c P l P l Pl P l
<5, 3 2 I 4 s? •*4 *3 "»? ">i d , d i c P l Pl P l P l
¿2 I 4 3 2 í 4 *3 *2 Si d , d i c P l P l P l Pl

\ d i ¿ 2 /

/ c
\  W‘2

mi \

Figura 16.1

*16.2 CONJUNTOS FIJOS Y SUBGRUPOS DE ISOTROPIA

Sea X  un (/-conjunto. Sea x e X  y g e G. Será importante saber cuándo xg =  .v. 
Sea

Xg =  {.v e X \ xg =  *} y Gx =  {g e G \ xg =  .*}.

Ejemplo 16.6 Para el D 4-conjunto X  del ejemplo 16.5 tenemos

Xpo ~  X  Xpi = {C}, Xfil = {íj, s3, mí, m2, C, P¡, P3} 

Además, con G  =  Z)4

=  (Po> ^ 2}> G s¡ =  { p u, /íj} , Gix =  (p 0, p 2, <5l5 <52}.

Dejamos el cálculo de los otros X„ y Gx para los ejercicios 16.1 y 16.2. ■
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Quizás el lector ya haya observado que los subconjuntos Gx dados en el ejemplo 
anterior fueron, en cada caso, subgrupos de G. Esto es cierto en general.

Teorema 16.1 Sea X  un G-conjunto. Entonces, Gx es un subgrupo de G para 
cada x  e X.

Demostración Sea x  e X  y sea g t, g2 e Gx. Entonces, xg, = x y xg2 = x. Por 
tanto, x(g,g2) =  (xg,)g2 =  xg2 =  x, de modo que g,g2 e Gx y Gx es cerrado bajo 
la operación inducida de G. Claro que xe = x, de modo que e e Gx. Si g e Gx
entonces, xg  =  x, de modo que x =  xe =  x(gg- 1 ) =  (xg)g_1 =  xg~ 1 y, por
tanto, g ' 1 e Gx. Así, Gx es un subgrupo de G. m

Definición Sea X  un G-conjunto y sea x e X. El subgrupo Gx es el subgrupo
de isotropia de x.

*16.3 ORBITAS

Para el f)4-conjunto X  del ejemplo 16.5 con la tabla de acción en la tabla 16.1, los 
elementos del subconjunto {1, 2, 3, 4} van a dar, bajo la acción de DA, a 
elementos del mismo subconjunto. Más aún, cada uno de los elementos 1, 2, 3 y 4 
va a dar a todos los otros elementos del subconjunto, mediante los diversos 
elementos de D 4. Procedemos a mostrar que es posible partir todo G-conjunto X  
en subconjuntos de este tipo.

Teorema 16.2 Sea X  un G-conjunto. Para x„ x 2 e X, sea x, ~  x 2 si y sólo si 
existe g e  G tal que x,g  =  x 2. Entonces ~  es una relación de equivalencia 
en S.

Demostración Para cada x e  X  tenemos xe — x, de modo que x ~  x y ~  es 
reflexiva.

Supóngase que x, ~  x 2, de modo que x ,g  = x 2 para alguna g e  G. Enton
ces, x2g ~ l =  (x,g)g_1 =  x ! (gg- 1) =  x re =  *i, de modo que x2 ~  y ~  es 
simétrica.

Por último, si x, ~  x2 y x2 ~  x3, entonces x ^ !  = x2 y x2g2 = x3 para 
algunos gj, g2 e G. Entonces, x x{gxg2) = (xig^gz = x2g2 = x3, de modo que 
Xj ~  x3 y ~  es transitiva. ■

Definición Sea X  un G-conjunto. Cada celda en la partición de la relación 
de equivalencia, descrita en el teorema 16.2, es una órbita en X  bajo G. Si 
x e  X, la celda que contiene a x es la órbita de x. Denotamos esta celda 
por xG.

La relación entre las órbitas de X  y la estructura de grupo de G es central en 
las aplicaciones que aparecen en los dos capítulos siguientes. El teorema a
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continuación expone esta relación. Recuérdese que para un conjunto X  usamos 
\X\ para el número de elementos en A' y (G : H ) es el índice de un subgrupo hf en 
un grupo G.

Teorema 16.3 Sea X  un G-conjunto y sea x e  X. Entonces |xG| = (G: Gx).

Demostración Definimos una transformación </> uno a uno de xG  sobre la 
colección de clases laterales derechas de Gx en G. Sea x, e xG. Entonces, existe 
g, e G tal que xg, = x,. Definimos Xi<¡> como la clase lateral derecha Gxg, de G x. 
Debemos mostrar que esta transformación <j> está bien definida, y es independien
te de la selección de g i eG.  Supóngase que también xgj = x¡. Entonces, 
xg, = xgj, de modo que fxg jg j"1 =  (xgj )g¡"1 de donde deducimos que 
* =  -xígjgr1) por tanto, g',g,“ 1 e Gx, entortcés, gj e Gxgl ^ (*27  -  "GX¿T- Asirda
transformación </> está bien definida. _______ _

Para mostrar que la transformación <j) es uno a uno, supóngase que x,, 
x2 e x G  y que x,</> = x2<¡>. Entonces, existen g„ g2 e G  tales que x, =  xg,, 
x2 = xg2 y g2 e G xgl. Entonces, g2 = gg, para alguna g e G „  de modo que 
*2 = xg2 = x(gg,) =  (xg)g! = xg, = x,. Así, </> es uno a uno.

Para concluir, mostremos que cada clase lateral derecha de Gx en G es de la 
forma x,</> para alguna x, exG. Sea Gxg, una clase lateral derecha. Entonces, si 
x, = xg,, tenemos Gxg, =  x ,$ . Así, 4> lleva a xG  sobre la colección de clases 
laterales derechas. ■

Ejemplo 16.7 Sea X  el £)4-conjunto en el ejemplo 16.5, con la tabla de acción 
dada en la tabla 16.1. Con G = Z>4 tenemos 1G = {1, 2, 3, 4} y G, = {p0, d2}. 
Como |G| = 8 tenemos que |1G| = (G:G,) = 4. ■

No basta recordar sólo la ecuación de cardinalidad del teorema 16.3, sino ade
más, que los elementos de G que llevan x a xg, son precisamente los elementos de 
la clase lateral derecha Gxg,. Esto es claro a partir de la demostración.

Ejercicios---------------------------------------------------------------------------

En los ejercicios 1 a l 3 sea

X  =  {1, 2, 3, 4, j , ,  j 2, j 3, j 4 , m ,, m 2, d¡, d 2, C, P¡, P 2, P3, P^}

el D¿-conjunto del ejem plo 16.5 con tabla de acción dada en la tabla 16.1. Encuéntrese lo
siguiente, donde G  =  D¿.
*16.1 Los co n ju n to s  fijos X„ p a ra  c ad a  aeD ¿, esto  es, X Qa, X p¡, . . . ,  X ir

*16.2 Los g ru p o s de  iso tro p ía  G x p a ra  c a d a  x e  X, e sto  es, (7 ,, G 2, . . . ,  G P¡, G Pi.

*16.3 Las ó rb ita s  en  X  b a jo  D¿.

*16.4 Un G-conjunto X  no vacío es transitivo si para cada x , ,  x 2 e  X existe g e G  tal que 
xi8 =  x2- Caracterícese un G-conjunto transitivo en términos de sus órbitas.
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*16.5 Sea X un G -co n ju n to  y sea S £  X. Si sG £  S p a ra  to d as  las se S, en tonces S  es un 
sub-G-conjunto. C arac te rícese  un su b -G -con jun to  de un G -co n ju n to  X en térm inos de  las 
ó rb ita s  en X bajo  G.

*16.6 Sean X y Y G -con jun tos con el mismo g ru p o  G. U n  isomorfismo en tre  los 
G -co n ju n to s X  y Y es una  transfo rm ación  <¡>:X -f Y tal que  es u n o  a uno, sob re  Y y 
satisface (x<t>)g =  (xg)4> p a ra  todas las x eX  y geG. D os G -con jun tos son  isomorfos si 
ex iste  tal isom orfism o  en tre  ellos. Sea X el D 4-co n ju n to  del ejem plo  16.5.

a) E n cu én tren se  d o s  ó rb ita s  d is tin tas  de  X que  sean  su b -D 4-co n ju n to s isom orfos.
b) M uéstrese  que  las ó rb ita s  {1, 2, 3, 4} y {i,, s2, s2, s4} no  son  s u b - 0 4-con jun tos 

isom orfos. [Sugerencia: encuéntrese  un e lem ento  de  G que a c tú a  de m an e ra  esencial
m ente  d iferen te  en las do s ó rb ita s .]

c) Las ó rb ita s  que  se d iero n  com o respuesta  a  la p a rte  a), ¿son los d o s  únicos sub-Z)4- 
co n ju n to s  isom orfos, diferentes, de XI

16.7 U n g ru p o  G a c tú a  fielmente en un  G -co n ju n to  X si la id en tid ad  es el ún ico  e lem ento  
de G que de ja  fijo a  to d o  elem ento  de X. Sea X el D4-co n ju n to  del e jem plo  16.5.

a) ¿£>4 a c tú a  fielm ente en XI
b) E n cu én tren se  to d as  las ó rb ita s  en X en las cuales £>4 a c tú a  fielm ente com o sub-£>4- 

co n ju n to .

*16.8 Sea X un G -conjun to . C o n  referencia al ejercicio 16.7, m uéstrese  que  G a c tú a  
fielm ente en A" si y só lo  si no  hay dos e lem entos d is tin to s de G que tengan  la m ism a acción 
en  cad a  e lem en to  de  X.

**16.9 Sea X un G -co n ju n to  y sea Y £  X. Sea GY =  (g  e G | yg =  y p a ra  to d as  las ye T}. 
G en era liz a n d o  el teo rem a  16.1, m uéstrese  que Gr es un su b g ru p o  de G.

*16.10 ¿F a lso  o  verdadero?

—  a) T o d o  G -co n ju n to  es, adem ás, un grupo.
—  b) C a d a  e lem en to  de un  G -con jun to  q u ed a  fijo ba jo  la id en tid ad  de  G.
—  c) Si to d o  e lem ento  de  un G -co n ju n to  q u ed a  fijo ba jo  el m ism o e lem ento  g de G,

en to n ces g debe ser la  id en tid ad  e.
—  d) Sea X un G -co n ju n to  con xv, x2eX  y geG. Si x¡g = x2g en tonces x ,  = x2.
—  e) Sea X un  G -co n ju n to  con x e X y g¡, g2 e G. Si xgt = xg2, en tonces gx = g2.
—  f) C a d a  ó rb ita  de un  G -con jun to  X es un  su b -G -co n ju n to  transitivo .
—  g) Sea X  un G -con jun to  y sea H < G. E ntonces, se puede co n sid era r X, de m anera

n a tu ra l, co m o  un //-c o n ju n to .
—  h) C o n  referencia  a  g), las ó rb ita s  de  X b a jo  H  son las m ism as que las ó rb ita s  en X

ba jo  G.
—  i) Si X es un  G -conjun to , en to n ces c ad a  e lem ento  de  G a c tú a  co m o  una  p e rm u ta 

ción  de  X.
—  j) Sea X un G -co n ju n to  y sea x e X. Si G es finito, en tonces |G | =  |.vG| • |G J .

*16.11 Sea G el g ru p o  ad itivo  de los n ú m eros reales. Sea la acción  de  6 e G sobre  el p lano  
real R 2 d a d a  p o r  la ro tac ió n  del p la n o  a lred ed o r del origen, en sen tido  c o n tra r io  al que 
g iran  las m anecillas del reloj, en 0 rad ianes. Sea P un p u n to  del p lan o  d is tin to  del origen.

a) M u éstrese  que  R 2 es u n  G -conjun to .
b) D escribase  en térm in o s geom étricos la ó rb ita  que con tiene  a  P.
c) E n cuén trese  el g ru p o  GP.
Los ejercicios 12 al 15, muestran cómo pueden formarse todos los G-conjuntos posibles, salvo 
isomorfismo, a partir de un grupo G.
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*16.12 Sea { X ¡ \ i e l }  una colección a jen a  de co n ju n to s, es decir, X ,¡n X¡ =  0  p a ra  i ^  j. 
Sea c ad a  X¡ un G -con jun to  p a ra  el m ism o  g ru p o  G.

a) M uéstrese  que U ¡ 6 /áj- puede verse, de m an e ra  n a tu ra l, c o m o  un G -co n ju n to , la unión 
de los G -con jun tos X¡.

b) M uéstrese  que to d o  G -con jun to  X  es la un ió n  de sus ó rb ita s.

*16.13 Sea X  un  G -con jun to  tran s itiv o  y sea v0 e X. M uéstrese  que  X  es isom orfo  al 
G -co n ju n to  R de  clases late ra les d e rechas de Gxo desc rito  en el ejem plo  16.4. [Sugerencia: 
p a ra  x e  X  supóngase  que .v =  x 0g  y defin ir (¡):X -*  R p o r xrj) =  Gxog. A segúrese de 
m o s tra r  q u e  <p e s tá  bien  defin ida.]

*16.14 Sean X¡ p a ra  i e ¡ ,  G -co n ju n to s p a ra  el m ism o g ru p o  G y su p óngase  que los 
c o n ju n to s  X¡ no  necesariam ente  son  a jenos. Sea X¡ =  {(x,  /') \ x e X ¡ ]  p a ra  c ad a  i e l .  
E n tonces, los c o n ju n to s  X[ son  a jenos y p o d em o s co n sid era rlo s , to d av ía , c o m o  G -conjun
tos, de m an era  obvia. (Los e lem entos de  X¡ se h an  m arc ad o  con  i p a ra  d is tin g u irlo s de los 
e lem en to s de  X¡ p a ra  i i- /.) El G -co n ju n to  6 , X'¡ es la unión a jena  de  los G -co n ju n to s X¡. 
U san d o  los ejercicios 16.12 y 16.13, m uéstrese  que to d o  G -co n ju n to  es isom orfo  a  una 
u n ió n  a jen a  de los G -conjun tos de  clases la te ra les  derechas, desc ritas  en el ejem plo  16.4.

*16.15 Los ejercicios an te rio res  m u es tran  que  to d o  G -co n ju n to  es isom orfo  a  u n a  unión 
a jen a  de G -co n ju n to s de clases la te ra les  derechas. Surge en tonces la  cu es tió n  de si los 
G -co n ju n to s de clases latera les d e rechas de su b g ru p o s  d is tin to s H  y K  pu ed en  ser iso m o r
fos. N ó tese  que la tran sfo rm ació n  defin ida en la sugerencia  del ejercicio  16.13 dep en d e  de 
la selección de ,v0 com o « p u n to  base». Si x 0 se reem plaza  p o r x 0g 0 y si GXo i- GX(m¡, 
en to n ces las colecciones R H de clases la te ra les  derechas de H =  G Xo y R k de  clases 
la te ra les d e rechas de K  =  GXogo fo rm an  G -co n ju n to s d is tin to s  que  deb en  ser isom orfos, 
pues am b o s, R h y R K, son  isom orfos a  X.

a) Sea X  un G -con jun to  tran s itiv o  y sea x 0 e X  y g 0 e G .  Si H =  G*0, descríbase  
K  =  Gx¡tgo en  térm inos de H  y g 0.

b) B asados en a) averigüense con d ic io n es p a ra  los su b g ru p o s  H y  K  de  G tales que  los 
G -co n ju n to s de clases latera les de rech as de H y  de K  sean  isom orfos.

c) P ruébese  la c o n je tu ra  e n u n c iad a  p a ra  b).

*16.16 Salvo  isom orfism o, ¿cu án tos c o n ju n to s  Z 4 tran s itiv o s V hay? (U sense los ejerci
cios an terio res.) D ése un ejem plo  de c a d a  tip o  de isom orfism o, lis tan d o  u n a  ta b la  de 
acc ión  p a ra  c ad a  uno , com o en la ta b la  16.1. C o n sidérense  e lem en tos del co n ju n to  X  las 
letras m inúscu las a, b, c y  dem ás.

*16.17 R epítase el ejercicio 16.16 p a ra  el g ru p o  Z 6.

*16.18 R epítase  el ejercicio 16.16 p a ra  el g ru p o  S } . L ístense los e lem en tos de S 3 en el 
o rd en  i, (1 2 3), (1 3 2), (2 3), (1 3), (1 2).
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Aplicaciones 
de los 

C-conjuntos 
al conteo

Esta sección presenta una aplicación al conteo, de nuestro trabajo con G-conjun- 
tos. Supóngase, por ejemplo, que se desea contar de cuántas maneras distintas se 
pueden marcar las seis caras de un cubo, con uno hasta seis puntos, para formar 
un dado. El dado usual está marcado de manera que, cuando se coloca sobre una 
mesa con el l hacia abajo y el 2 hacia el frente, el 6 está hacia arriba, el 3 hacia la 
izquierda, el 4 hacia la derecha y el 5 hacia atrás. Claramente, es posible marcar 
el cubo de otra manera, para dar un dado distinto.

Distingamos, por el momento, las caras del cubo y llamémosles abajo, 
arriba, izquierda, derecha, frente y atrás. Entonces, abajo puede tener cualquiera 
de las seis marcas, de uno a seis puntos; arriba podrá tener cualquiera de las 
cinco marcas restantes, y así sucesivamente. Hay 6! =  720 maneras en total, de 
marcar las caras del cubo. Algunas maneras de marcar, producen el mismo dado 
que otras, en el sentido de que una marcación puede llevarse a otra, mediante una 
rotación del cubo marcado. P y  ejemplo, si el dado usual, descrito antes, se rota 
90° en sentido contrario al que giran las manecillas del reloj, según se le mira 
desde arriba, entonces el 3 quedará en la cara de enfrente en lugar del 2, pero es el 
mismo dado.

Hay 24 posiciones posibles de un cubo sobre una mesa, pues cualquiera de 
las seis caras puede colocarse hacia abajo y después, cualquiera de cuatro hacia el 
frente, esto da 6 - 4 =  24 posiciones posibles. Cualquier posición se puede 
alcanzar, a partir de cualquier otra, mediante una rotación del dado. Estas 
rotaciones forman un grupo G, el cual es isomorfo a un subgrupo de S9 (véase el 
ejercicio 4.10). Sea X  el conjunto de las 720 maneras posibles de marcar un cubo 
y sea la acción de G en X  mediante la rotación del cubo. Consideramos que dos 
marcaciones dan el mismo dado, si podemos llevar una en la otra bajo la acción 
de algún elemento de G, esto es, mediante alguna rotación del cubo. En otras 
palabras, consideramos que cada órbita en X  bajo G corresponde a un solo dado
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y que órbitas diferentes dan dados diferentes. La determ inación del número de 
dados distintos nos conduce, entonces, a la cuestión de determ inar el numeró de 
órbitas bajo G en un G-conjunto X.

El siguiente teorem a proporciona una herram ienta para determ inar el núm e
ro de órbitas en un G-conjunto X  bajo G. Recuérdese que para cada g e G  
tenemos el conjunto X t de los elementos de X  que permanecen fijos bajo g, de 
m odo que X g =  {x e  =  x}. Recuérdese tam bién, que para cada x e X  
tenemos Gx = {g e G | xg = x} y que xG es la órb ita  de x bajo G.

Teorema 17.1 (Burnsiie) Sea G un grupo finito y X  un G-conjunto finito. Si 
r es el número de órbitas en X  bajo G, entonces

r • |<?| =  X  \X,\. [17 .1]
g e G

Demostración Considerem os todos los pares (x, g) donde xg =  x  y sean N  el 
núm ero de dichos pares. Para cada g e G  hay \Xg\ pares que tienen a g como 
segundo miembro. Así,

N  =  I  \X§\. [17.2]
g e G

Por o tro  lado, para  cada x e X  hay |G J  pares que tienen a x  como prim er 
elemento. Así, tenem os también que

P or el teorem a 16.3, tenemos |xG | =  (G :G X). Pero sabemos que (G :G X) =  
=  |G |/ |G J  así, obtenem os |G.J =  |G |/|xG |. Entonces,

»
A hora bien, l/|x G | tiene el mismo valor para todas las x en la misma órbita y si (9 
es cualquier órbita, entonces

7  —Jt<5 |xG|

Así, obtenemos

N  =  |G | (número de órbitas en X  bajo G) =  |G| • r. [17.3] 

La com paración de la ecuación [17.2] con la [17.3] da  la ecuación [17.1]. ■
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Corolario Si G es un grupo finito y X  es un G-conjunto finito, entonces

(número de órbitas en X  bajo G) =  —  • £  \Xg\.
\G\ ge  G

Demostración La demostración de este corolario resulta inmediatamente del 
teorema anterior. ■

Como primer ejemplo, continuemos con el cálculo del número de dados distintos.

Ejemplo 17.1 Sea X  el conjunto de las 720 marcaciones distintas de las caras de 
un cubo, usando de uno hasta seis puntos. Sea G el grupo de las 24 rotaciones del 
cubo, como lo analizamos con anterioridad. Vimos que el número de dados 
distintos es el número de órbitas en X  bajo G. Ahora bien, |Gj = 24. Para g e  G 
donde g =¡£ e, tenemos \Xt \ = 0 porque cualquier rotación diferente a la identidad 
cambia cualquiera de las 720 marcas por otra distinta. Sin embargo, \Xe\ = 720 
pues la identidad deja fijas las 720 marcaciones. Entonces, por el corolario del 
teorema 17.1,

(número de órbitas) =  ^  • 720 = 30 

asi que hay treinta dados distintos. ■

Es claro que se puede contar el número de dados distintos, sin utilizar la 
maquinaria del corolario anterior, sino usando combinatoria elemental, como a 
menudo se enseña en los primeros cursos de matemáticas finitas. Al marcar un 
cubo para hacer un dado, se puede suponer por rotación, si es necesario, que la 
cara marcada con 1 está abajo. Hay cinco selecciones posibles para la cara de 
arriba (la opuesta). Al rotar el dado según se ve desde arriba, cualquiera de las 
cuatro caras restantes se puede colocar en la posición del ÍTente, así que no hay 
selecciones diferentes en lo que se refiere a la cara frontal. Pero, con respecto al 
número en la cara frontal, hay 3-2*1 posibilidades para las tres caras laterales 
restantes. Así pues, hay 5 • 3 • 2 • 1 = 30 posibilidades en total.

Los siguientes dos ejemplos aparecen en algunos textos de matemáticas 
finitas y son fáciles de resolver por medios elementales. Usamos el corolario del 
teorema í 7.1 para tener más práctica en pensar en términos de órbitas.

Ejemplo 17.2 ¿De cuántas maneras distintas se pueden sentar siete personas en 
una mesa redonda, donde no hay una «cabecera» de mesa? Claro que hay 7! 
maneras de asignar personas a sillas diferentes. Sea X  el conjunto de las 7! 
asignaciones posibles. Una rotación de gente se logra al mover cada persona un 
lugar hacia la derecha y produce el mismo arreglo. Dicha rotación genera un 
grupo cíclico G de orden 7, el cual consideramos actúa sobre X  de la manera 
obvia. De nuevo, sólo la identidad e deja cualquier arreglo fijo y deja fijos los 7! 
arreglos. Por el corolario del teorema 17.1,

(número de órbitas) =  ^ - 7! = 6! = 720. ■
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Ejemplo 17.3 ¿Cuántos collares distintos (sin broche) se pueden hacer, usando 
siete cuentas de diferentes colores y del mismo tamaño? A diferencia de ja  mesa 
en el ejemplo 17.2, el collar se puede voltear, además de rotarse. Así, considere
mos todo el grupo diédrico Z)7 de orden 2 -7  = 14 actuando en el conjunto X  de 
7! posibilidades. Entonces, el número de collares distintos es

(número de órbitas) = -í- • 7! = 360. ■
14

Al usar el corolario del teorema 17.1, debernos calcular |G| y |3f9| para cada g e  G. 
En los ejemplos y ejercicios, |G| no será un verdadero problema. Demos un 
ejemplo donde \Xg\ no sea tan trivial de calcular como en los ejemplos anteriores. 
Supondremos que el lector sabe combinatoria muy elemental.

Ejemplo 17.4 Encontremos el número de maneras diferentes en que pueden 
pintarse las aristas de un triángulo equilátero, si disponemos de cuatro colores 
distintos, suponiendo que se usa un solo color en cada arista y que puede usarse 
el mismo color en aristas diferentes.

Claramente, hay 43 = 64 maneras en total, de pintar las aristas, pues cada 
una de las tres puede ser de cualquiera de los cuatro colores. Consideremos X  
como el conjunto de estos 64 triángulos pintados posibles. El grupo G actuando 
en X  es el grupo de simetrías del triángulo que es isomorfo a S 3 y consideramos 
que es S 3. Usemos, para los elementos de S3, la notación dada en el capítulo 4. 
Necesitamos calcular \Xg\ para cada uno de los seis elementos g en S3.

| * J  =  64 todo triángulo pintado queda fijo bajo p0.
\XPi\ = 4 para ser invariante bajo todas las aristas deben

ser del mismo color y hay 4 colores posibles.
\XP1\ =  4 por la misma razón que para p v
1^,1 = 16 las aristas que se intercambian deben ser del mis

mo color (4 posibilidades) y la otra arista también 
puede ser de cualquiera de los colores (por 4 posi
bilidades).

\Xgi\ = \Xg¡\ = 16 por la misma razón que para p 1.

Entonces

Así,

£  \Xg\ = 64 + 4 + 4-1- 16 + 16 + 16 = 120.
9 E Í J

(número de órbitas) = \  • 120 = 20, 
6

y hay veinte triángulos pintados, distintos. ■
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Ejemplo 17.5 Repitamos el ejemplo 17.4 con la hipótesis de que se usa un color 
diferente para cada arista. El número de maneras posibles de pintar las aristas es 
entonces 4 • 3 • 2 =  24; sea X  el conjunto de los 24 triángulos pintados posibles. 
De nuevo es posible considerar S 3 como el grupo que actúa en X. Como todas las 
aristas son de distinto color, vemos que lA'pJ =  24 mientras que \Xt \ = 0 para 
g ¿  p0. Asi,

(número de órbitas) =  \  • 24 =  4 
6

asi que hay 4 triángulos distintos. ■

Ejercicios---------------------------------------------------------------------------
En cada uno de los ejercicios siguientes, empléese el corolario del teorema 17.1 para 

resolver el problema, aunque la respuesta se pueda obtener por métodos más elementales.
*17.1 Encuéntrese el número de órbitas en {1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8} bajo el subgrupo cíclico 
<(1, 3, 5, 6)> de Ss.
*17.2 Encuéntrese el número de órbitas en {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} bajo el subgrupo de S8 
generado por (1, 3) y (2, 4, 7).

*17.3 Encuéntrese el número de dados distintos con forma de tetraedro, que se pueden 
formar colocando uno, dos, tres y cuatro puntos en las caras de un tetraedro regular en 
lugar de un cubo.

*17.4 Se desea pintai cubos de madera, cada cara de diferente color, para hacer juguetes. 
¿Cuántos cubos distintos se pueden hacer, si se dispone de ocho colores de pintura?

*17.5 Respóndase el ejercicio 17.4 si los colores se pueden repetir a voluntad en caras 
distintas. [Sugerencia: las veinticuatro rotaciones de un cubo constan de la identidad, 
nueve que dejan invariante un par de caras opuestas, ocho que dejan invariante un par de 
vértices opuestos y seis que dejan invariante un par de aristas opuestas.]

*17.6 Cada una de las ocho esquinas del cubo se pintará con uno de cuatro colores, cada 
color se puede usar desde en una, hasta en las ocho esquinas. Encuéntrese el número de 
marcaciones distintas posibles. (Véase la sugerencia del ejercicio 17.5.)

*17.7 Encuéntrese el número de maneras distintas en que se pueden pintar las orillas de 
una tarjeta cuadrada, si se dispone de seis colores de pintura y
a) ningún color se puede usar más de una vez,
b) se puede usar el mismo color en cualquier número de orillas.

*17.8 Considérense seis alambres rectos de igual longitud, con los extremos soldados 
para formar las aristas de un tetraedro regular. En medio de cada alambre se insertará una 
resistencia de 50ohms o de lOOohms. Supóngase que se dispone de al menos seis de cada 
tipo de resistencia. ¿Cuántos alambrados, esencialmente distintos, son posibles?

*17.9 Cada una de las seis caras de un prisma rectangular de 60 cm de largo, con 
extremos de 30 cm cuadrados, se pintará con uno de seis colores posibles. ¿Cuántos 
prismas pintados, distintos, son posibles si

a) ningún color se puede repetir en caras distintas?
b) cada color se puede usar en cualquier número de caras?
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Teoremas 
de Sylow

El teorema 9.3 proporciona información completa acerca de todos los grupos 
abelianos finitos. El estudio de los grupos no abelianos finitos es mucho más 
complicado. Los teoremas de Sylow dan alguna información importante sobre 
ellos.

Sabemos que el orden de un subgrupo de un grupo finitó G debe dividir a 
|G|. Si G es abeliano, existen subgrupos de todo orden que divida a |G|. Al final 
del capitulo 11, mencionamos que esto no era cierto para grupos no abelianos; se 
puede mostrar que A4 no tiene subgrupo de orden 6. Los teoremas de Sylow 
aseguran que para la potencia de un primo que divida a |G|, existe un subgrupo 
cuyo orden es esa potencia de un primo. También dan alguna información acerca 
del número de dichos subgrupos.

Las demostraciones de los teoremas de Sylow son otra aplicación de la 
acción de un grupo en un conjunto. En esta ocasión el conjunto se forma a partir 
del grupo; en algunos casos, el conjunto es el grupo mismo, otras veces, es una 
colección de clases laterales de un subgrupo y otras más, es una colección de 
subgrupos.

*18.1 p-GRUPOS

En el capitulo anterior dimos aplicaciones de una ecuación que contaba el 
número de órbitas en un G-conjunto finito. La mayoría de los resultados en esta 
sección provienen de una ecuación que cuenta el número de elementos en un 
G-conjunto finito.

Sea X  un G-conjunto finito. Recuérdese que para x e X, la órbita de x  en X  
bajo G es xG =  {xg | g e G\. Supóngase que hay r órbitas en X  bajo G y sea
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(xl5 x2, ■ .., xr} un conjunto que contiene un elemento de cada órbita en X. Como 
todo elemento de X  está precisamente en una órbita, tenemos que

\X\ =  £  \x,G\. [18.1]
1= 1

Puede haber órbitas en X  con un solo elemento. Sea XG = {x e X  \ xg = x para 
todas las g e G}. XG es,' precisamente, la unión de las órbitas en X  con un solo 
elemento. Supóngase que hay s órbitas con un solo elemento, donde 0 <  s < r. 
Entonces, \XG\ =  s y podemos reescribir la ecuación [18.1] como

W  = \XG\ + £  \x,G\. [18.2]
* —  S +  1

Gran parte de los resultados de este capítulo se obtendrán a partir de la 
ecuación [18.2]. Desarrollaremos la teoría de Sylow como en Hungerford [9], 
donde se da el crédito a R. J. Nunke por la idea que se sigue en la demostración. 
Ahí se da crédito por la demostración del teorema 18.2 (Teorema de Cauchy) a 
J. H. McKay.

El teorema 18.1 no es precisamente un teorema de conteo, pero sí tiene una 
conclusión numérica. Cuenta módulo p. El teorema parece ser muy poderoso. En 
el resto del capítulo, si escogemos el conjunto adecuado, la acción de grupo 
adecuada y aplicamos el teorema 18.1, lo que buscamos parece caernos del cielo. 
Comparados con las demostraciones antiguas, estos argumentos son extremada
mente bellos y elegantes.

En todo el capítulo, p será siempre un entero primo.

Teorema 18.1 Sea G un grupo de orden pn y  sea X  un G-conjunto finito.
Entonces, |T | =  (Td (mod p).

Demostración Usando la notación de la ecuación [18.2], sabemos, por el teore
ma 16.3, que |x,G| =  (G:GXi). Pero (G:GX|) divide a |G| y por tanto, p divide a 
(G:GXi) y así, divide a |x¡G| para s + 1 < i < r. La ecuación [18.2] muestra, 
entonces, que |T | — \XG\ es divisible entre p, de modo que \X\ =  \XG\ (mod p). ■

Definición Un grupo G es un p-grupo si todo elemento en G tiene orden
alguna potencia del primo p. Un subgrupo de urt grupo G es un p-subgrupo
de G, si el subgrupo es, él mismo, un p-grupo.

El objetivo de este capítulo es mostrar que un grupo finito G tiene un 
subgrupo de todo orden la potencia de un primo, que divida a |G|. Como primer 
paso, probamos el teorema de Cauchy, en el cual se afirma que si p divide a |G|, 
entonces G tiene un subgrupo de orden p.

Teorema 18.2 (Cauchy) Sea G un grupo finito y  p divide a |G|. Entonces G
tiene algún elemento de orden p y, por tanto, un subgrupo de orden p.



18.2 LOS TEOREMAS DE SYLOW 169

Demostración Formemos el conjunto X  de todas las p-adas (g,, g2, . . . ,  g„) de 
elementos de G que tienen la propiedad de que el producto de las coordenadas en 
G es e. Esto es,

*  = ífeiigz» • • -  gP)\gi e G y g ,g 2 •• g„ = e}.

Afirmamos que p divide a lA'l. Al formar una p-ada en X, podemos tomar 
gu gi-, • • •» gP-1 como cualesquiera elementos de G y entonces gp queda determi
nado de manera única como (gig2 • • ■ gp_, )_ Así, \X\ = |G |P~1 y como p divide 
a |G| vemos que p divide a lA'l.

Sea o el ciclo (1, 2, 3, . . . ,  p) en Sp. Dejemos que o actúe en X  mediante

( « 1 ,  g i l  ■ - • >  g p ) f f  =  ( g  1<t> g l a i  ■ • •>  g p e )  =  ( g i l  g i l  •  • - i g p i  g l ) -

Nótese que (g2, g3, . . . ,  gp, g,) e X, pues g,(g2g3 ••• gp) = e implica que 
= (#2^3 ‘ ' gp F 1 de modo que, también (g2g3 ■ • • gp)g1 = e. Así, o actúa en X; 

consideremos el subgrupo <<x> de Sp actuando en X  por iteración, de la manera 
obvia.

Ahora bien, |<cr>| =  p, aplicamos el teorema 18.1 y sabemos que lA'l =
=  |A'<ff>| (mod p). Como p divide a lA'l, debemos tener que p también divide
a |A'<<t>|. Examinemos Ahora bien, el ciclo a y, por tanto, <<r>, dejan fija a 
(£i> gn •••> gp) s¡ y sólo si g¡ = g2 =  ••• =  gp. Conocemos al menos un ele
mento en -*<«>> a saber, (e, e, . . . ,  e). Como p divide a debe haber al menos 
p elementos en Entonces, existe algún elemento a e G, a /  e, tal que
(a, a ,..., a) e X<a> y / = r ,  de modo que a tiene orden p. Es claro que <a) es
un subgrupo de G de orden p. ■

Corolario Sea G un grupo finito. Entonces, G es un p-grupo si y  sólo si |G| es 
una potencia de p.

Demostración Dejamos la demostración de este corolario para el ejerci
cio 18.5. ■

*18.2 LOS TEOREMAS DE SYLOW

Sea G un grupo y sea .9* la colección de todos los subgrupos de G. Convertimos 
y  en un (7-conjunto, haciendo que G actúe en y  por conjugación. Esto es, si 
H e y  de modo que H < G, y g e  G, entonces la acción de g en H produce el 
subgrupo conjugado g~lHg. (Para evitar confusión nunca escribiremos esta 
acción como Hg.) Ahora bien, por el teorema I6.l, Ha = { g e G \ g ~ l Hg =  H } es 
un subgrupo de G. Resulta obvio que H es un subgrupo normal de Hc. Como Ha 
consta de todos los elementos de G que dejan invariante a H  bajo la conjugación, 
Hg es el mayor subgrupo de G que tiene a H  como subgrupo normal.
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Definición El subgrupo HG, recién analizado, es el normalizador de H en G 
y se denotará desde ahora por H [H ],

Lema 18.1 Sea H  un p-subgrupo del grupo finito G. Entonces,

(N IH y .H )  s  (G://)(mod p).

Demostración Sea 31 el conjunto de clases laterales derechas de H  en G y sea la 
acción de H  en 31, la traslación derecha, de modo que (Hx)h =  H(xh). Entonces, 
31 se convierte en un //-conjunto. Nótese que \3t\ — (G: H).

Determinemos 3tH, esto es, aquellas clases laterales derechas que quedan 
fijas bajo todos los elementos de H. Veamos, Hx  =  (Hx)h si y sólo si H — 
=  Hxhx~l, o si y sólo si x h x ' 1 e H. Así, Hx =  (Hx)h para todas las h e H  
si y sólo si xhx~ l =  ( x~ l)~lhx~l e H  para todas las h e  H, o si y sólo si 
x " 1 6 N[ H] ,  o si y sólo si x  e N[H],  Así, las clases laterales derechas en 31H son 
aquellas contenidas en N[H~}. El número de dichas clases laterales es (A f[//J: H), 
de modo que \3lH\ =  ( # [ / / ] : / / ) .

Corolario Sea H  un p-subgrupo de un grupo finito G. Si p divide a (G: H) 
entonces N[H1¡ ^  H.

Demostración Se sigue del lema 18.1, que p divide a ( V [ / / ] : H), el cual debe ser 
diferente de 1. Asi, H  ^  N[H~\. ■

Ahora estamos preparados para el primero de los teoremas de Sylow, que 
asegura la existencia de subgrupos de G de orden la potencia de un primo, para 
cualquier potencia de primo que divida a |G|.

Teorema 18.3 (Primer teorema de Sylow) Sea G un grupo finito y  sea
|G| =  j fm  donde n ^  1, y  donde p no divide a m. Entonces,

1 G contiene un subgrupo de orden p‘ para cada i donde l <  i < n,
2 todo subgrupo H  de G, de orden p' es un subgrupo normal de algún sub

grupo de orden p,+i para 1 <  i < n.

Demostración 1. Por el teorema de Cauchy (teorema 18.2), sabemos que G
contiene un subgrupo de orden p. Usemos un argumento de inducción y mostre
mos que la existencia de un subgrupo de orden p' para i < n implica la existencia 
de un subgrupo de orden pi+1. Sea H  un subgrupo de orden p‘. Como i < n, 
vemos que p divide a (G: H). Por el lema 18.1, sabemos, entonces, que p divide a 
( # [ / / ] : / / ) .  Como H  es un subgrupo normal de V [ //] , podemos formar 

y vemos que p divide a |V [ / / ] / / / | .  Por el teorema de Cauchy, el grupo 
factor N¡_H]fH tiene un subgrupo K  de orden p. Si y :N[H~\ -* N[H~\/H es el 
homomorfismo canónico, entonces Ky~l = { reJV [/f] | xy e Á"} es un subgrupo 
de V [ / / ]  y, por tanto, de G. Este subgrupo contiene a H  y es de orden pi+1.
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2. Repetimos la construcción de la parte l y notamos que H < Ky~l <, 
<, N[H~\ donde |ATy_ 11 = pi+1. Como H  es normal en es claro que es
normal, en el grupo Ky~l que es posiblemente menor. ■

Definición Un p-subgrupo de Sylow P de un grupo G es un p-subgrupo 
maximal de G, esto es, un p-subgrupo que no está contenido en un 
p-subgrupo mayor.

Sea G un grupo finito, donde \G\ = pnm, como en el teorema 18.3. El 
teorema muestra que los p-subgrupos de Sylow de G son precisamente aquellos 
subgrupos de orden p". Si P es un p-subgrupo de Sylow, todo conjugado g~ l Pg 
de P también es un p-subgrupo de Sylow. El segundo teorema de Sylow afirma 
que todo p-subgrupo de Sylow se puede obtener a partir de P en esta forma, esto 
es, que cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow son conjugados.

Teorema 18.4 (Segundo teorema de Sylow) Sean P, y  P2 p-subgrupos de 
Sylow de un grupo finito G. Entonces, P¡ y  P2 son subgrupos conjugados de G.

Demostración Aqui, la gracia es hacer que uno de los subgrupos actúe en las 
clases laterales derechas del otro y usar el teorema 18.1. Sea SI la colección de 
clases laterales derechas de P, y P2 actúe sobre á? mediante (Pxx)y = P fx y )  para 
y  e P2. Entonces, SI es un P2-conjunto. Por el teorema 18.1, \StPl\ =  \Sl\ (mod p) y 
\Sl\ =  (G: P ,) no es divisible entre p, de modo que \StPl\ #  0. Sea P¡xeS tPr 
Entonces, Pxxy = Pxx  para todas las y  e P2, de modo que Pxxyx~ l =  P, para 
todas las y  e P2. Así, xyx ~1 e P, para todas las y  e P2 de modo que xP2x  ~1 < Pv 
Como |P J =  |P2| debemos tener P, =  x ~ l P2x, de modo que P, y P2 son, en 
efecto, subgrupos conjugados. ■

El último teorema de Sylow posee información acerca del número de los 
p-subgrupos de Sylow. Se dan algunos ejemplos después del teorema y muchos 
más en el capitulo siguiente.

Teorema 18.5 (Tercer teorema de Sylow) Si G es un grupo finito y  p divide a 
|G|, entonces el número de p-subgrupos de Sylow es congruente con 1 módulo p 
y  divide a |G|.

Demostración Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Sea Sf el conjunto de todos 
los p-subgrupos de Sylow y sea la acción de P  en í f  mediante la conjugación, de 
manera que jce P  lleva a T e S ’ en jc-1 7jc. Por el teorema 18.1, \ í f  \ =  \S ’P\ (mod 
p). Hallemos £fP. Si TeSfp,  entonces x ~1 Tx =  T  para todas las x e P .  Así, 
P  <  Af[P]- Claro que, además, T < AT[P]. Como P y T  son p-subgrupos de 
Sylow de G, también son p-subgrupos de Sylow de AT[P], Pero entonces, por el 
teorema 18.4, son conjugados en AT[P]. Como T  es un subgrupo normal de 
jV[P], es su único conjugado en AT[P], Así, T  =  P. Entonces, í f P =  {P}. Como 
\£P\ =  \£PP\ =  1 (modp), vemos que el número de p-subgrupos de Sylow es 
congruente con 1 módulo p.
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Ahora bien, sea G actuando en í f  por conjugación. Como todos los 
p-subgrupos de Sylow son conjugados, entonces hay sólo una órbita en ¡ f  bajo 
G. Si Pe.9% entonces GP = A [P ]. Entonces, por el teorema 16.3 \£P\ = |órbita 
de P| = (G : GP). Pero (G : GP) es un divisor de |G|, de modo que el número de 
p-subgrupos de Sylow divide a |G|. ■

Ejemplo 18.1 Los 2-subgrupos de Sylow de S3 tienen orden 2. Los subgrupos de 
orden 2 de S 3 del ejemplo 4.1 son

{.Po Pi}> ÍPo Pz}, ÍPo P3}-

Nótese que hay tres subgrupos y que 3 = 1  (mod 2). Además, 3 divide al 6, que es 
el orden de S 3. Puede verse fácilmente que

ÍPo> Pi}ip, = {po,Pz} y {Po.Pi}'„2 =  {Po-Pj} 

donde xiPJ — (p})~1 xpj, lo cual ilustra que todos ellos son conjugados. ■

Ejemplo 18.2 Usemos los teoremas de Sylow para mostrar que ningún grupo de 
orden 15 es simple. Sea G de orden 15. Aseguramos que G tiene un subgrupo 
normal de orden 5. Por el teorema 18.3, G tiene al menos un subgrupo de orden 5 
y por el teorema 18.5, el número de dichos subgrupos es congruente con 1 
módulo 5 y divide a 15. Como 1,6  y 11 son los únicos números positivos menores 
que 15 que son congruentes con 1 módulo 5 y como entre ellos sólo el número 1 
divide al 15, vemos que G tiene exactamente un subgrupo P de orden 5. Pero 
para cada g e  G el automorfismo interno ig de G con xit = g ~1 xg transforma a P 
sobre un subgrupo g ~1 Pg, de nuevo, de orden 5. De aquí que por fuerza g ' 1 Pg =
-  P para todas las g e G  de manera que P es un subgrupo normal de G. Por
tanto, G no es simple. ■

Confiamos en que el ejemplo 18.2 dé alguna idea del poder del teorema 18.5. 
Nunca hay que subestimar un teorema que cuente algo, aunque sea módulo p.

Ejercidos— ----------------------------------------------------------------------

*18.1 Complétense los enunciados.

a) Un 3-subgrupo de Sylow de un grupo de orden 12 tiene orden___
b) Un 3-subgrupo de Sylow de un grupo de orden 54 tiene orden___
c) Un grupo de orden 24 debe tener o  2-subgrupos de Sylow. (Usese sólo

la información dada en el teorema 18.5.)
d) Un grupo de orden 255 =  (3)(5)(17) debe tener  o ______ 3-subgrupos de

Sylow y  o  5-subgrupos de Sylow. (Usese sólo la información dada en el
teorema 18.5.)

*18.2 Encuéntrense los 3-subgrupos de Sylow de S4 y demuéstrese que todos ellos son 
conjugados.
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*183 Sea G un grupo finito y p que divide a |G|. Pruébese que si G tiene un solo 
p-subgrupo de Sylow, éste es un subgrupo normal, de modo que G no es simple;

*18.4 Muéstrese que todo grupo de orden 45 tiene un subgrupo normal de orden 9.

*183 Pruébese el corolario del teorema 18.2.

1*18.6 Sea G un grupo finito y p que divide a |G|. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. 
Muéstrese que /V[/V[P]] = A'f/']. [Sugerencia: pruébese que P es el único p-subgrupo de 
Sylow de A'fA'fP]] y úsese el teorema 18.4.]

*18.7 ¿Falso o verdadero?

  a) Cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow de un grupo finito son conjugados.
  b) El teorema 18.5 muestra que un grupo de orden 15 tiene un solo 5-subgrupo de

Sylow.
  c) Todo p-subgrupo de Sylow de un grupo finito tiene como orden una potencia

de p.
  d) Todo p-subgrupo de todo grupo finito es un p-subgrupo de Sylow.
  e) Todo grupo abeliano finito tiene exactamente un p-subgrupo de Sylow para

cada primo p que divida al orden de G.
  0 El normalizador en G de un subgrupo H de G es siempre un subgrupo normal

de G.
  g) Si H es un subgrupo de G, entonces H es siempre un subgrupo normal de V [//].
  h) Un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G es normal en G si y sólo si es el

único p-subgrupo de Sylow de G.
  i) Si G es un grupo abeliano y H es un subgrupo de G, entonces N[H~\ =  H.
  j) Un grupo de orden P", la potencia de un primo, no tiene p-subgrupos de Sylow.

*183 Sea G un grupo finito y que p divide a |G|. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G y 
sea H cualquier p-subgrupo de G. Muéstrese que existe g e G tal que g~ lHg < P.

*18.9 Encuéntrense dos 2-subgrupos de Sylow de S4 y muéstrese que son conjugados.

*18.10 Muéstrese que todo grupo de orden (35)3 tiene un subgrupo normal de orden 125.

*18.11 Muéstrese que no hay grupos simples de orden 255 = (3)(5)(17).

*18.12 Muéstrese que no hay grupos simples de orden jfm  donde p es primo y m < p.

*18.13 Sea G un grupo finito. Considérese G como un G-conjunto donde G actúa sobre sí 
mismo por conjugación.

a) Muéstrese que G0 es el centro Z(G) de G. (Véase la sección 14.3.)
b) Usese el teorema 18.1 para mostrar que el centro de un p-grupo finito no trivial es no 

trivial.

*18.14 Muéstrese que un grupo finito de orden p" contiene subgrupos normales H¡ para 
0 <  i <  n, tales que |//¡| — p' y H¡ <  Hi+Í para 0 <  i <  n. [Sugerencia: véase el ejerci
cio 18.13 y tómese en cuenta la sección 14.3.]

*18.15 Muéstrese que un p-subgrupo normal de un grupo finito está contenido en todo 
p-subgrupo de Sylow.



(1741

Aplicaciones 
de la teoría 

de Sylow

En este capitulo daremos varias aplicaciones de los teoremas de Sylow. Segura
mente les parecerá sorprendente la facilidad con que se pueden deducir ciertos 
hechos acerca de grupos de orden particular. Hay que comprender, sin embargo, 
que trabajamos sólo con grupos de orden finito y que, en realidad, apenas 
empezamos con el problema general de determinar la estructura de todos los 
grupos finitos. Si el orden de un grupo tiene sólo unos cuantos factores, entonces 
las técnicas ilustradas en este capitulo pueden ser útiles para determinar la 
estructura del grupo. Esto se demostrará más adelante, en el capitulo 22, donde 
veremos cómo, en ocasiones, es posible determinar todos los grupos (salvo iso- 
morfísmo) de ciertos órdenes, aun cuando algunos de ellos no sean abelianos. No 
obstante, si el orden de un grupo finito es altamente compuesto, esto es, si tiene 
un número grande de factores, en general el problema es más difícil.

*19.1 APLICACIONES A p-GRUPOS 
Y LA ECUACION DE CLASE

Teorema 19.1 Todo grupo cuyo orden es la potencia de un primo (esto es, 
todo p-grupo finito) es soluble.

Demostración Si G tiene orden ¡f, se deduce de inmediato, por el teorema 18.3, 
que G tiene subgrupos H¡ de orden p \  cada uno normal en un subgrupo de orden 
pi+1 para l <  / <  r. Entonces,

{e} = H 0 <  // ,  < H 2 < ■■■ < H r = G
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es una serie de composición donde los grupos factores son de orden p y, por 
tanto, abelianos y en realidad, cíclicos. Así, G es soluble. ■

Las antiguas demostraciones de los teoremas de Sylow usaban la ecuación de 
clase. Siguiendo el hilo de la demostración, en el capítulo 18 se evitó explícita
mente mencionar la ecuación de clase, aunque la ecuación [18.2] es una forma 
general de ella. Desarrollemos ahora la clásica ecuación de clase para que se 
conozca.

Sea X  un G-conjunto finito donde G es un grupo finito. Entonces, la ecua
ción [18.2] dice que

m  = i*e i + i  \xfi\ [i9.i]
¡ =  s +  1

donde x¡ es un elemento en la i-ésima órbita en X. Considérese ahora un caso 
particular de la ecuación [19.1], donde X  = G y la acción de G sobre G es por 
conjugación, de modo que g e G  lleva a x e X  =  G en g ~ Lxg. Entonces,

XG =  { x e G | lxg = x  para todas las geG }
= {*e G |xg  =  gx para todas las g e G }  = Z(G),

el centro de G. Si hacemos c =  |Z(G)| y n¡ = |jc,G| en la ecuación [19.1], obtene
mos

|G| =  c +  nc+1 + • ■ ■ + nr [19.2]

donde n¡ es el número de elementos en la i-ésima órbita de G bajo la conjugación
por sí mismo. Nótese que n¡ divide |G| para c + 1 <  / <  r pues, por la ecuación
[19.1], sabemos que |x¡G| =  (G:GX¡), que es un divisor de |G|.

Definición La ecuación [19.2] es la ecuación de clase de G. Cada órbita en 
G bajo conjugación por G es una clase conjugada en G.

Ejemplo 19.1 Es fácil comprobar que para S 3 del ejemplo 4.1, las clases conju
gadas son

{Po}> {Pi 'Pib {PnP^Ps}-  

La ecuación de clase de S3 es

6 =  1 +  2 +  3. ■

Para ilustrar el uso de la ecuación de clase, probemos un teorema; el mismo que 
se probó en el ejercicio 18.13(b).

Teorema 19.2 El centro de un p-grupo no trivial G es ño trivial.
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Demostración En la ecuación [19.2] para G, cada n¡ divide \G\ para c +  l <  /' <  
<  r, así que p divide cada n¡ y, claramente, p  divide |G|. Por tanto, p divide c. 
Ahora, eeZ(G), de modo que c > l. Así, c > p y existe alguna aeZ(G)  donde 
a #  e. u

Pasemos ahora a un lema sobre productos directos, que usaremos en algunos de 
los teoremas posteriores.

Lema 19.1 Sea G un grupo que contiene a los subgrupos normales H  y  K  
tales que H  n  K  =  (e} y  H  v K  = G. Entonces, G es isomorfo a H  x K.

Demostración Mostremos que se satisfacen las tres condiciones del teorema 8.6. 
Como H r \ K  — {e} y H  v K  =  G, basta mostrar que hk =  kh para h e  H  y 
k e K .  Considérese el conmutador hkh~lk ~ 1. El agrupamiento (hkh~1)k~i mues
tra que el conmutador está en K, pues K  es normal y h k h ' l eK.  De manera 
análoga, el agrupamiento h(kh~lk ~ l) muestra que el conmutador está en H. De 
aqui, hkh~lk ~ l e{H  n  K), de modo que hkh lk  1 = e, o hk =  kh. El lema está 
probado. ■

Teorema 19.3 Para un número primo p, todo grupo G de orden p2 es abe
liano.

Demostración Si G no es cíclico, entonces todo elemento, excepto e, debe ser de 
orden p. Sea a uno de dichos elementos. Entonces, el subgrupo cíclico <a> de 
orden p  no es todo G. Sea además b e G  con b $ <a>. Entonces, <a> n  <ó> =  {e} 
pues un elemento c en <a> n  <6), con c #  e generaría tanto <a> como <¿>, 
resultando <a> = <¿>), lo cual es contrario a la construcción. Del teorema 18.3, 
<n> es normal en algún subgrupo de orden p2 de G, esto es, normal en todo G. 
Así mismo, <ó> es normal en G. Ahora, <a> v <ó> es un subgrupo de G que 
contiene propiamente <a> y de orden que divide p2. De aquí, <a> v <ó> debe ser 
todo G. Así, se satisface la hipótesis del lema 19.1 y G es isomorfo a <a> x <¿> y, 
por tanto, es abeliano. ■

*19.2 APLICACIONES ULTERIORES

Analicemos ahora la existencia de grupos simples de ciertos órdenes. Hemos visto 
que todo grupo de orden primo es simple. También afirmamos que An es simple 
para n > 5 y que A¡ es el menor grupo simple cuyo orden no es primo. Una 
famosa conjetura de Burnside afirma que todo grupo simple finito de orden no 
primo debe ser de orden par. Fue un triunfo cuando lo demostraron, reciente
mente, Thompson y Feit [21].

Teorema 19.4 S ip  y  q son primos distintos conp < q, entonces, todo grupo G 
de orden pq tiene un solo subgrupo de orden q y  este subgrupo es normal en G. 
De aquí, G no es simple. Si q no es congruente con 1, módulo p, entonces G es 
abeliano y cíclico.
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Demostración Los teoremas 18.3 y 18.5 señalan que G tiene un ^-subgrupo de 
Sylow y que el número de dichos subgrupos es congruente con l módulo q y 
divide a pq y, por tanto, debe dividir a p. Como p < q, la única posibilidad es el 
número l . Así, hay sólo un q-subgrupo de Sylow Q de G. Este grupo Q debe ser 
normal en G, pues bajo un automorfismo interno, va a dar a un grupo del mismo 
orden, es decir, a si mismo. Entonces, G no es simple.

Así mismo, existe un p-subgrupo de Sylow P de G, y el número de estos 
divide a q y es congruente con 1 módulo p. Este número debe ser 1 o q. Si q no es 
congruente con 1 módulo p, entonces el número debe ser 1 y P es normal en G. 
Supongamos que q ^  1 (mod p). Como todo elemento de Q, distinto de e, es de 
orden q y todo elemento de P, distinto de e, es de orden p, tenemos Q n  P -  {?}. 
Además, Q v P debe ser un subgrupo de G que contiene propiamente Q y de 
orden que divida pq. De aquí, Q v P =  G y, por el lema 19.1, G es isomorfo a 
Q x P  o Z, x Z,. Así, G es abeliano y cíclico. ■

Necesitamos otro lema para disponer de los siguientes argumentos de conteo.

Lema 19.2 Si H  y K  son subgrupos finitos de un grupo G, entonces

m m \ )\HK\ =
\ H n K \

Demostración Recuérdese que HK = {hk \ h e H ,  k e K ] ,  Sea \H\ =  r, \K\ =  s y 
=  t. Es claro que HK  tiene a lo más rs elementos. Sin embargo, es 

posible que hlk l sea igual a h2k 2 para hlt h2e H y  k v k2 e K, esto es, puede haber 
colapsos. Si hlk l — h2k2, entonces, sea

x  =

Ahora, x  =  {h2)~1hl muestra que x e H ,  y x  =  k ^ k j ' 1 muestra que x e K . D e  
aquí, x e ( H  n  K) y

h2 =  h2 jc-1 y k 2 = xk2.

Por otro lado, si para y e ( H r \ K )  hacemos h3 = hly ~ 1 y k 3 — y k 2 entonces, 
claramente, h3k 3 =  con h3e H  y k 3eK.  Así, cada elemento h k e H K  puede 
representarse en la forma h¡k¡ para h¡ e H  y k¡ e K  tantas veces como elementos 
haya en H  r\ K  esto es, t veces. Por tanto, el número de elementos en HK  es 
rs/t. m

El lema anterior es otro resultado que cuenta algo, luego no hay que subestimar
lo. Se usará el lema de la siguiente manera: un grupo finito no puede tener 
subgrupos H  y K  demasiado grandes con intersecciones muy pequeñas, de ser asi, 
el orden de HK  excedería el orden de G, lo cual es imposible. Por ejemplo, un 
grupo de orden 24 no puede tener dos subgrupos de orden 12 y 8 con intersección 
de orden 2.
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El resto de este capitulo consta de varios ejemplos que ilustran las técnicas 
para probar que todos los grupos de ciertos órdenes son abelianos o tienen 
subgrupos normales propios no triviales, es decir, que no son simples. Se usará un 
hecho que hemos mencionado sólo en los ejercicios. Un subgrupo H de índice 2 en 
un grupo finito G siempre es normal pues, contando, vemos que las clases laterales 
izquierdas son sólo H  mismo y la clase lateral formada por todos los elementos 
de G que no están en H. Las clases laterales derechas son las mismas. Así, toda 
clase lateral derecha es una clase lateral izquierda y, por el teorema I2.l y el 
análisis que le sigue, H  es normal en G.

Ejemplo 19.2 Ningún grupo de orden p' para r >  l es simple, donde p es primo. 
Por ei teorema 18.3, dicho grupo G contiene un subgrupo de orden j f ~ v normal 
en un subgrupo de orden pr, el cual debe ser todo G. Así, un grupo de orden 16 
no es simple; tiene un subgrupo normal de orden 8. ■

Ejemplo 193  Todo grupo de orden 15 es cíclico (y de aquí, abeliano y no 
simple, pues 15 no es primo). Esto sucede porque 15 = (5)(3) y 5 no es congruente 
con 1 módulo 3. Se aplica el teorema 19.4, y hemos terminado. ■

Ejemplo 19.4 Ningún grupo de orden 20 es simple, pues si G es uno de dichos 
grupos, G contiene un número de 5-subgrupos de Sylow congruente con 1 
módulo 5 y divisor de 20, por tanto, sólo 1. Este 5-subgrupo de Sylow es, 
entonces, normal, pues todos sus conjugados deben ser él mismo. ■

Ejemplo 19.5 Ningún grupo de orden 30 es simple. Hemos visto que basta 
demostrar que hay un solo /^-subgrupo de Sylow para algún primo p  que divida 
30. Por el teorema 18.5, las posibilidades para el número de 5-subgrupos de 
Sylow son 1 ó 6, y para 3-subgrupos de Sylow son 1 ó 10. Pero si G tiene seis 
5-subgrupos de Sylow, entonces la intersección de cualquier par de ellos es un 
subgrupo de cada uno de ellos de orden que divide 5, por tanto, es {e}. Así, cada 
uno contiene cuatro elementos de orden 5 que no está en ninguno de los otros. 
De aqui, G debe contener 24 elementos de orden 5. De manera análoga, si G tiene 
diez 3-subgrupos de Sylow, tendrá al menos 20 elementos de orden 3. Los dos 
tipos de subgrupos de Sylow juntos requerirían un total de al menos 44 elemen
tos de G. Así, existe algún subgrupo normal, ya sea de orden 5 o de orden 3. ■

Ejemplo 19.6 Ningún grupo de orden 48 es simple. En efecto, mostraremos que 
un grupo G de orden 48 tiene un subgrupo normal de orden 16 o de orden 8. Por 
el teorema 18.5, G tiene uno o tres 2-subgrupos de Sylow de orden 16. Si hay un 
solo subgrupo de orden 16, por el argumento ya conocido, es normal en G.

Supóngase que hay tres subgrupos de orden 16 y sean H  y K  dos de ellos. 
Entonces, H  n  K  debe ser de orden 8, pues si H  n  K  fuera de orden < 4 entonces, 
por el lema 19.2, HK  tendría al menos (16)(16)/4 =  64 elementos, contradiciendo 
el hecho de que G tiene sólo cuarenta y ocho elementos. Por tanto, H n  K  es 
normal tanto en H  como en K (por ser de índice 2, o por el teorema 18.3). De 
aquí, el normalizador de H  n  K  contiene H  y K  y debe tener orden un múltiplo 
>  1 de 16 y divisor de 48, por tanto, 48. Así; H  n  K  debe ser normal en G. ■
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Ejemplo 19.7 Ningún grupo de orden 36 es simple. Dicho grupo G tiene uno o 
cuatro subgrupos de orden 9. Si hay uno solo de dichos subgrupos, es normal en 
G. Si hay cuatro de dichos subgrupos, sean H y K dos de ellos. Comó en el 
ejemplo 19.6, H n K  debe tener al menos tres elementos, si no, HK  tendría 
ochenta y un elementos, lo cual es imposible. Asi, el normalizador de H n  K tiene 
orden un múltiplo > 1 de 9 y divisor de 36; de aquí que el orden debe ser 18 ó 36. 
Si el orden es 18, entonces el normalizador es de índice 2 y, por tanto, es normal 
en G. Si el orden es 36, entonces H n  K es normal en G. m

Ejemplo 19.8 Todo grupo de orden 255 = (3)(5)( 17) es abeliano (y por tanto 
cíclico, por el teorema 9.3, y no simple, pues 255 no es primo). Por el teorema 
18.5, dicho grupo G tiene sólo un subgrupo H de orden 17. Entonces, G¡H tiene 
orden 15 y, por el ejemplo 19.3, es abeliano. Por el teorema 12.6, se sabe que el 
subgrupo conmutador G' de G está contenido en H. Así, como subgrupo de H, G' 
tiene orden 1 ó 17. El teorema 18.5 muestra, además, que G tiene 1 ó 85 
subgrupos de orden 3, o bien, 1 ó 51 subgrupos de orden 5. Sin embargo, 85 
subgrupos de orden 3 requerirían 170 elementos de orden 3 en G, y 51 subgrupos 
de orden 5 requerirían 204 elementos de orden 5 en G; juntos requerían, entonces, 
375 elementos en G, lo cual es imposible. De aquí que hay un subgrupo K que 
tiene orden 3 u orden 5 y es normal en G. Entonces, G/K tiene orden (5)(17) u 
orden (3)(17), en ambos casos, el teorema 19.4 muestra que G¡K es abeliano. Así, 
G' < K y tiene orden 3, 5 ó 1. Como G' < H  implicó que G' tuviera orden 17 ó 1, 
concluimos que G' tiene orden I. De aquí, G' =  {e} y GjG' í  G es abeliano. 
Entonces, el teorema 9.3 muestra que G es ciclico. ■

Ejercicios--------------------------------------------------------------------------
*19.1 Mediante argumentos análogos a los usados en los ejemplos de esta sección, 
obsérvese que todo grupo de orden no primo menor que 60 contiene un subgrupo normal 
propio no trivial y, por tanto, no es simple. No es necesario escribir los detalles. (Los casos 
más difíciles se analizaron en los ejemplos.)

*19.2 Pruébese que todo grupo de orden (5)(7)(47) es abeliano y cíclico.

*19.3 ¿Falso o verdadero?

—  a) Todo grupo de orden 159 es cíclico.
—  b) Todo grupo de orden 102 tiene un subgrupo normal propio no trivial.
—  c) Todo grupo soluble es de orden la potencia de un primo.
—  d) Todo grupo de orden la potencia de un primo es soluble.
—  e) Resultaría muy tedioso, usando los métodos ilustrados en el texto, mostrar que

ningún grupo de orden no primo entre 60 y 168 es simple.
—  0 Ningún grupo de orden 21 es simple.
—  g) Todo grupo de 125 elementos tiene al menos 5 elementos que conmutan con

todo elemento del grupo.
—  h) Todo grupo de orden 42 tiene un subgrupo normal de orden 7.
—  ¡) Todo grupo de orden 42 tiene un subgrupo normal de orden 8.
—  j) Los únicos grupos simples son los Zp y A„ donde p es primo y n #  4.
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*19.4 Pruébese que ningún grupo de orden 96 es simple.

*19.5 Pruébese que ningún grupo de orden 160 es simple.

*19.6 Sea Di el grupo de simetrías del cuadrado en el ejemplo 4.2.

a) Encuéntrese la descomposición de Z)4 en clases conjugadas.
b) Escribase la ecuación de clase para 0 4.

*19.7 Este ejercicio determina las clases conjugadas de S„ para todo entero ij > 1.

a) Muéstrese que si a =  (a„ a2, ■ ■ am) es un ciclo en S„ y t es cualquier elemento de S„.
entonces r~ 'o t  =  (a,!, a2t, ■.., amr).

b) Dedúzcase de a) que cualesquiera dos ciclos en S„ de la misma longitud son conjuga
dos.

c) Dedúzcase de a) y b) que el producto de s ciclos ajenos en 5„, de longitudes r¡ para 
/ =  1, 2 , . . . ,  s, se conjuga con cualquier otro producto de s ciclos ajenos de longitu
des r, en Sm.

d) Muéstrese que el número de clases conjugadas en S„ es p(n) donde p(n) es el número de 
maneras, ignorando el orden de los sumando, en que se puede expresar n como suma 
de enteros positivos. El número p(n) es el número de particiones de n.

e) Calcúlese p(n) para n =  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

*19.8 Encuéntrense las clases conjugadas y la ecuación de clase de S4. [Sugerencia: úsese 
el ejercicio 19.7.]

*19.9 Encuéntrense las ecuaciones de clase para S¡ y S6. [Sugerencia: úsese el ejerci
cio 19.7.]

*19.10 Muéstrese que el número de clases conjugadas en S„ es, además, el número de 
grupos abelianos distintos (salvo isomorfismo) de orden p", donde p es un número primo. 
[Sugerencia: úsese el ejercicio 19.7.]

*19.11 Muéstrese que si n > 2, el centro de S„ es el subgrupo que consta sólo de la 
permutación identidad. [Sugerencia: úsese el ejercicio 19.7.]
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En este capítulo presentaremos el concepto de grupo abeliano libre y probaremos 
algunos resultados al respecto. El capítulo concluye con una demostración del 
teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados (teore
ma 9.3).

* 20.1 GRUPOS ABELIANOS UBRES

Debería repasarse el materia! relacionado con el conjunto generador de un grupo 
G y con los grupos finitamente generados, presentado al principio del capítulo 9. 
En el presente capitulo trataremos exclusivamente con grupos abelianos y usare
mos la notación aditiva como sigue:

0 para la identidad, + para la operación

na — a  +  a + + a
n sumandos 

— na = { —a) -I- ( —a) 4- • • • -(- ( 

n sumandos

Otz =  0 donde el primer 0 está en 7. y el segundo en G.
Seguiremos usando el símbolo x para el producto directo de grupos, en lugar de 
cambiar a la notación de suma directa.

Es claro que }(l. 0). (0. 1)¡ es un conjunto generador para el grupo Z '  Z 
puesto que (/;. ni i = .7(1. 0) ■+■ ni[ 0. I) para cualquier (//, ni) en Z * Z. Este 
conjunto generador tiene la propiedad de que cada elemento de Z x Z se puede 
expresar da manera única en la forma n{ I. 0) -f nnO. 11 Esto es. los coeficientes n y 
ni en Z son únicos.

\ para n e Z + y a e G. 
--*«) i

i
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Teorema 20.1 Sea X  un subconjunto de un grupo abeliano G distinto de cero. 
Las condiciones siguientes acerca de X  son equivalentes.

1 Cada elemento distinto de cero en G se puede expresar de manera única en 
la forma a = n1x 1 +  n2x 2 +  ■ • • +  nrxn para n¡ #  0 en Z y  x¡ distintas 
en X.

2 X  genera G y  n xx x +  n2x 2 +  • • • +  nrxr =  0 para n¡ e Z  y  x¡ e X
distintas, si y  sólo si n, = n2 = ■ ■ ■ = nr = 0.

Demostración Supóngase que la condición 1 es cierta. Como G #  {0}, te
nemos que X  #  {0}. Se sigue de 1, que O e l ,  pues si x¡ =  0 y x¡ #  0, entonces 
Xj =  x¡ + Xp lo cual contradice la unicidad de la expresión para x¡. De 1 se 
sigue que X  genera G y también que n2x 2 + n2x 2 + ■■• + nrx r =  0 si
ni =  n2 -  ' ’ ' =  nr — 0- Supóngase que HjXj +  n2x 2 +  • • ■ +  nrxr -  0 con
alguna n¡ #  0; al quitar los términos con coeficiente cero y renumerarlos, es 
posible suponer que todas las n¡ 0. Entonces,

Xj =  x, +  (rtjXj +  n2x 2 + ••• +  nrxr)
= (nt +  l)Xj +  n2x 2 +  • • • +  nrxr,

lo cual da dos maneras de escribir x l #  0 lo que contradice la hipótesis de 
unicidad de la condición 1. Así, la condición 1 implica la condición 2.

Mostremos ahora que la condición 2 implica la condición 1. Sea a e G. 
Como X  genera G, podemos escribir a en la forma a =  n,x ,  + n2x 2 +  • • ■ + 
+ nrxr. Supóngase que a tiene otra expresión del mismo tipo en términos de 
elementos de X. Usando algunos coeficientes cero en las dos expresiones, pode
mos suponer que ambas tienen los mismos elementos de X y que son de la forma

a = n1x 1 +  n2x 2 +  • - • + nrxr
a = WjX! +  m2x 2 +  • • • +  mrx r

Al restar, obtenemos

0 = («! -  m í)x1 + (n2 -  m2)x2 +  ••• +  ( « , -  mr)xP,

de modo que, por la condición 2, n¡ *- m¡ = 0 y n¡ =  m¡ para i = 1, 2 , . . . ,  r. Asi, 
los coeficientes son únicos. ■

Definición Un grupo abeliano con un conjunto generador no vacio X  que 
satisface las condiciones descritas en el teorema 20.1 es un grupo abeliano 
libre y X  es una base del grupo.

Ejemplo 20.1 El grupo Z x Z es un grupo abeliano libre y {(1,0), (0, 1)} es una 
base. Es claro que una base para el grupo abeliano libre Z x Z x Z es {(1, 0, 0), 
(0, 1,0), (0,0,1)}, y así sucesivamente. Asi, los productos directos finitos del grupo 
Z con él mismo son grupos abelianos libres. ■
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Ejemplo 20.2 El grupo Z„ no es abeliano libre, pues nx =  0 para toda x  e Zn, 
y n /  0, lo cual contradice la condición 2. ■

Supóngase que el grupo abeliano libre G tiene base finita X  = {x¡ ,x2, ■ ■., vr}. 
Si a e G y a ¥= 0, entonces a tiene una expresión única de la forma

a = fij.v, + n2x 2 + ••• + nr.\r para n¡ e Z.

Definimos

<\>:G -> Z x Z x • • • x Z
v V' '

r factores

por a<¡> = (w,, n2, . . . ,  nr) y 0<j> = (0, 0, . . 0 ) .  Es fácil probar que <j> es un 
isomorfismo. Dejamos los detalles para los ejercicios (véase el ejercicio 20.1) y 
enunciamos el resultado como un teorema.

Teorema 20.2 Si G es un grupo abeliano libre distinto de cero con una base 
de r elementos, entonces G es isomorfo a Z x Z x • • • x Z con r factores.

Es un hecho que cualesquiera dos bases de un grupo abeliano libre G 
contienen el mismo número de elementos. Probaremos esto sólo para el caso en 
que G tenga una base finita, aunque también es cierto si toda base de G es 
infinita. La demostración es realmente bella; da una caracterización sencilla del 
número de elementos en una base en términos del tamaño de un grupo factor.

Teorema 20.3 Sea G /  {0} un grupo abeliano Ubre con una base finita. 
Entonces, toda base de G es finita v todas las bases tienen el mismo número de 
elementos.

Demostración Sea G con base {.y,, .y2, . . . ,  ,vr}. Entonces, G es isomorfo a 
Z x Z x • • • x Z con r factores. Sea 2G = {2g|g  e G}. Se comprueba fácil
mente que 2 G es un subgrupo de G. Como G ~ Z x Z x  - x Z  para r 
factores, tenemos

G/2G ~  (Z x Z x • • • x Z)/(2Z x 2Z x x 2Z) — Z 2 x Z2 x • • • x Z 2

con r factores. Así. )GI2G\ = 21 de modo que el número de elementos en 
cualquier base finita de v es log, |G,-2G¡. Asi, cualesquiera dos bases finitas tienen 
el mismo número de elementos.

Falta demostrar que G no puede tener, además, una base infinita. Sea Y 
cualquier base de G y sean {r,, r 2, . . . ,  .r j  elementos distintos en Y. Sea II el 
subgrupo de G generado por {r,, r ,  r5} y sea K el subgrupo de G genera
do por los elementos restantes de Y. Es fácil ver que G ± H x K, de modo 
que G/2G i  (H x K)/(2H x 2K) ^  (H’2H) x (Kj2K). Como \H¡2H\ = 2\
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|G/2G| > 2S. Como |G/2G| = T, s < r. Entonces, Y no puede ser un conjunto 
infinito, ya que, de ser asi, podríamos tomar s > r. m

Definición Si G es un grupo abeliano libre, el rango de G es el número de 
elementos en una base de G. (Todas las bases tienen el mismo número de 
elementos.)

* 20.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 
FUNDAMENTAL

Probaremos el teorema fundamental (teorema 9.3) mostrando que cualquier 
grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un grupo factor de la forma

(Z x Z x • • • x Z)/(<f,Z x dfL  x • • • x dsZ  x {0} x • • • x {0}),

donde tanto el «numerador» como el «denominador» tienen n factores y d l 
divide d2, que divide d3, . . . ,  que divide ds. De aquí se seguirá fácilmente la 
descomposición 2 del teorema 9.3.

Para mostrar que G es isomorfo a dicho grupo factor, mostraremos que 
existe algún homomorfismo de Z x Z x • - ■ x Z sobre G con kernel de la forma 
dxZ  x d2 Z x ••• x d, Z x {0} x x {0}. Entonces, el resultado se obtendrá 
por el teorema 13.3. Los teoremas siguientes darán los detalles del análisis. El 
objetivo de estos párrafos introductorios es hacer notar hacia dónde vamos al 
leer lo que sigue.

Teorema 20.4 Sea G un grupo abeliano finitamente generado, con conjunto 
generador {a,, a2, . . . ,  a„}. Sea

<f>:Z x Z x - - - x  Z - » Gs— — ' -v- " ....^
n factores

definido por (hl, h2, . . . ,  hn)<(> = hia1 + h2a2 + • • • + h„an. Entonces <¡> es un 
homomorfismo sobre G.

Demostración Del significado de h¡a¡ para h¡ e Z y at e G se desprende
en seguida que [_(hu . . . ,  hH) + (á„ . . . ,  kj]<t> = (ó, + .. ,  hn + kn)<f> =
=  ( h y  +  ky)ay +  • • •  +  ( h m +  kn)an =  ( 0 , 0 ,  +  kyat) +  • • •  +  (hnan f  knan) =

=  (hyüy + • • • + hHa„) + (*!«! + • • • + kBaB) =  (hu . . . ,  ha)<f> + (á„ . . . ,  kK)<f>.
Como {ay, . . . ,  añ] genera G, es claro que el homomorfismo <¡> es sobre G. ■

Probemos ahora una «propiedad de reemplazo» que permite ajustar una base.

Teorema 20.5 Si X  = (x,, . . . ,  xr} es una base de un grupo abeliano libre G 
y  t e Z, entonces para i /  j e l  conjunto Y = {x,, . . . ,  jc,-,, x¡ + tx¡, xj+ 
xr}, también es una base de G.
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Demostración Como x¡ = ( — t)x¡ + (1 )(jcj + tx¡), se puede recobrar Xj de Y, el 
cual, entonces, también genera G. Supóngase que

«1*1 + •■• + « j- i* ;- i  + nj(Xj + tx¡) + nj+í xJ+1 + ••• + n¿tr = 0.

Entonces,

«1*1 + "  + («¡ + Hjt)x¡ + • • • + nj X j  + ■ ■ • + nrxr = 0,

y como X  es una base, nx = ••• = nt + n¡t = ••••=* n¡ = •••■= n, = 0. 
De n¡ =  0 y n¡ + n¡t — 0 se sigue que también n¡ =  0, de modo que nx — ■■■ — 
=  n¡ =  • • • =  nj = ■ ■ • =  nr = 0 y se satisface la condición 2 del teorema 20.1. 
Así, Y es una base. ■

Ejemplo 203 Una base de Z x Z es {(1, 0), (0, 1)}. Otra base es {(1, 0), (4, 1)}, 
pues (4, 1) = 4(1,0) + (0, 1). Sin embargo, {(3, 0), (0,1)} no es base. No es posible 
expresar, por ejemplo, (2, 0) en la forma «j(3, 0) + n2{0, 1) para n¡, n2 e Z. Aquí, 
(3, 0) =  (1,0) + 2(1, 0), se sumó a sí mismo un múltiplo de un elemento de la 
base, en lugar de sumarlo a uíi elemento diferente de la base. ■

Un grupo abeliano libre G, de rango finito, puede tener varias bases. Mostremos 
que si K < G entonces K también es abeliano libre, con rango no mayor que el de 
G. Además, y esto es importante, existen bases de G y de K  bellamente relaciona
das una con la otra.

Teorema 20.6 Sea G un grupo abeliano libre, distinto de cero, de rango finito 
n, y  sea K  un subgrupo distinto de cero de G. Entonces K  es abeliano libre, de 
rango s < n. Más aún, existe una base { jc j, x 2, . . . ,  jcb} para G y  enteros 
positivos dx, d2, . . . ,  ds donde d¡ divide a di+1 para i =  1, . . . ,  s — 1, tales que 
{dxx j, d2x 2, . . . ,  dsx,} es una base de K.

Demostración Mostremos que K  tiene una base de la forma descrita, lo cual 
mostrará, por supuesto, que es abeliano libre de rango a lo más n. Supóngase que 
Y =  {yu . . . ,  y„) es una base para G. Todos los elementos distintos de cero en K  
se pueden expresar en la forma

k xy x + ••• + k„yK,

donde algún \k¡\ es distinto de cero. De entre todas las bases Y de G, selecciónese 
una Yx que produzca el mínimo de dichos valores distintos de cero |£,| al escribir 
todos los elementos distintos de cero de K, en términos de elementos de la base en 
Yx. Si es necesario, con una nueva numeración de los elementos de Ti, se puede 
suponer que existe w, e K  tal que

w i =  dxy x + k2y2 + • • • + kny„
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donde d l > 0 y d l es el mínimo coeficiente obtenido según se describió. Usan
do el algoritmo de la división, escríbase k¡ = dlqj + rjy donde 0 < , < dx para 
j  — 2 , . . . , « .  Entonces,

«  i =  d A y i  +  ?2>’2 +  ‘ • • +  q„y„) +  r2y 2 +  ■ • • +  r„y„. [20.1]

Ahora bien, sea .x, =  y¡ + q2y 2 + • • • +  q„y„. Por el teorema 20.5, {.v,, y 2, . . . ,  
j,}  también es una base de G. De la ecuación [20.1] y la selección de Yl para el 
coeficiente minimo dx, se observa que r2 = ■ ■ • =  r„ =  0. Asi, d¡x l e K.

Consideremos ahora bases para G de la forma {jc,, y 2, . . . ,  >>„}. Cada 
elemento de K  puede expresarse en la forma

M i  + k 2y 2 +  •■• + kñyn.

Como d lx l e K, podemos sustraer un múltiplo adecuado de d tx¡ y después usar 
la minimalidad de dt para ver que /i, es un múltiplo de du se observa que, en 
realidad, k 2y 2 + • • • +  k„yK está en K. Entre todas esas bases {.r, y 2, ■.., v„} 
escogemos Y2 que produzca algún k¡ /  0 de magnitud minima. (Es posible que 
todos los k¡ sean siempre cero. En este caso, K está generado por d lx l y eso es 
todo.) Podemos suponer, renumerando los elementos de Y2, que existe m 2 e K  tal 
que

w2 =  d2y 2 + ■ ■ ■ +  kHyH

donde d2 > 0 y d2 es minimal en el sentido recién descrito. Precisamente como 
en el párrafo anterior, podemos modificar la base de Y2 =  {jc,, y 2, . . . ,  >>„} 
a una base { jc ,, x 2, j 3, . . . ,  y 4} para G donde d1x i e K y d2x 2 e K. Escribiendo 
d2 =  dxq + r para 0 < r <  du se ve que (x, +  qx2, x2, y3, . . . ,  >>„} es una base 
para G, y dxx x +  d2x 2 =  dl{xl +  qx2) +  rx2 está en K. Por la selección minimal 
de dx, se ve que r =  0, de modo que d¡ divide d2.

Consideremos todas las bases de la forma {jtj, x2, y 3, . . . ,  >>„} para G y 
examinemos elementos de K  de la forma k 3y 3 +  • • • + k„y„. El patrón es claro. 
El proceso continúa hasta obtener una base {*,, x2, . . . ,  x„ y s+ „  . . . ,  >»„} donde el
único elemento de K  de la forma ks+1ys+, +  • • • +  k„yH es cero, esto es, todas las
k¡ son cero. Entonces, se hace que xs+1 =  ys+,, . . . ,  xñ =  yn y obtenemos una 
base de G de la forma descrita en el enunciado del teorema 20.6. ■

Teorema 20.7 Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un 
grupo de ¡a forma

Zmi x Zm2 x ••• x Zmr x Z x Z x x Z

donde m¡ divide a m¡+, para i =  1, . . . ,  r — 1.

Demostración Para el propósito de esta demostración, será conveniente usar las 
nolacioncs Z/1Z = Z/Z ~ Z, = ,'0}. Sea G finitamente generado por n
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elementos. Sea F = Z x Z x • • • x Z para n factores. Considérese el homomor- 
fismo <¡>:F -* G del teorema 20.4 y sea K  el kernel de este homomorfismo. 
Entonces, existe una base para F de la forma {x, , . . . ,  *„} donde {dlx l, . . . ,  dsxs} 
es una base de K  y d¡ divide d¡+ „ para i =  1, . . . ,  s — 1. Por el teorema 13.3, G es 
isomorfo a F/K. Pero,

F¡K (Z x Z x • • • x Z)¡{d{L x d2Z x • • • x dsZ x {0} x • • • x {0}) 

— x Z i2 x • • • x Zd' x Z x • • • x Z.

Es posible que d2 = 1, en cuyo caso = {0} y puede eliminarse (salvo 
isomorfismo) de este producto. De manera análoga, d2 puede ser 1, y así sucesiva
mente. Al hacer que sea m, la primera d¡ > 1, m2 la siguiente d¡, y así sucesiva
mente, se deduce el teorema de inmediato. ■

Hemos demostrado la parte más difícil del teorema 9.3. Es claro que existe una 
descomposición en potencias de primos, ya que se pueden descomponer los 
grupos ZM( en factores potencias de primos. La parte restante del teorema 9.3 
analiza la unicidad del número de betti, los coeficientes de torsión y las potencias 
de primos. El número de betti aparece como el rango del grupo abeliano libre 
G/T, donde T es el subgrupo de torsión de G. Por el teorema 20.3, que muestra la 
unicidad del número de betti, este rango es invariante. La unicidad de los 
coeficientes de torsión y de las potencias de primos es un poco más difícil de 
mostrar. Damos algunos ejercicios que indican su unicidad (véanse los ejerci
cios 20.12 al 20.20).

Ejercicios---------------------------------------------------------------------------
*20.1 Complétese la demostración del teorema 20.2.

*20.2 Encuéntrese una base {(a„ a2, a3), (¿>b b2, ¿>3X (cj, c2, c3)} para Z x Z x Z con 
todas las a¡ #  0, las b¡ #  0 y las c¡ #  0. (Hay varias respuestas posibles.)

*20.3 ¿Es {(2, 1), (3, 1)} una base para Z  x Z? Pruébese la respuesta.

*20.4 ¿Es {(2, IX (4, 1)} una base-para Z x Z? Pruébese la respuesta.

*20.5 Encuéntrense condiciones sobre a, b,c, de  Z para que {(a, b), (c, d)} sea una base 
de Z x Z. [Sugerencia: resuélvase x(a, b) + y(c, d) =  {¡¿; J je n R y  véase en qué caso los 
valores están en Z.]
t *20.6 Muéstrese que un grupo abeliano libre no contiene elementos distintos de cero de 
orden finito.

*20.7 ¿Falso o verdadero?

  a) Todo grupo abeliano libre es libre de torsión.
  b) Todo grupo abeliano libre de torsión, finitamente generado, es un grupo abelia

no libre.
  c) Existe algún grupo abeliano libre para todo rango entero positivo.
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—  d) Un grupo.abeliano finitamente generado es abeliano libre si su número de betti
es igual al número de elementos en algún conjunto generador.

—  e) Si X  genera un grupo abeliano libre G y f c  y  c  G, entonces Y genera G.
—  0 Si X es una base de un grupo abeliano libre G y X c  y c  G, entonces Y es una

base de G.
—  g) Todo grupo abeliano libre distinto de cero tiene un número infinito de bases.
—  h) Todo grupo abeliano libre de rango al menos 2 tiene un número infinito de

bases.
—  i) Si K  es un subgrupo distinto de cero de un grupo abeliano libre finitamente

generado, entonces K  es abeliano libre.
—  j) Si K es un subgrupo distinto de cero de un grupo abeliano libre finitamente

generado, entonces G/K  es abeliano libre.

*203 Muéstrese, mediante un ejemplo, la posibilidad de que un subgrupo propio de un 
grupo abeliano libre de rango finito r también tenga rango r.

*20.9 Muéstrese que si G y G' son grupos abelianos libres, entonces C  x C'es abeliano 
libre.

*20.10 Muéstrese que los grupos abelianos libres de rango finito son precisamente los 
grupos abelianos finitamente generados donde ningún elemento distinto de cero es de 
orden finito.

*20.11 Muéstrese que Q bajo la suma no es un grupo abeliano libre. [Sugerencia: 
muéstrese que no hay dos números racionales distintos n/m y r/s que puedan estar 
contenidos en un conjunto que satisfaga las condiciones 2 del teorema 20.1.]

Los ejercicios 12 al 17 se refieren a la demostración de la unicidad de las potencias de primos 
que aparecen en la descomposición en potencias de primos del subgrupo de torsión T de un 
grupo abeliano finitamente generado.

*20.12 Sea p un primo fijo. Muéstrese que los elementos de T  de orden alguna potencia 
de p, junto con el cero, forman un subgrupo Tp de T.

*20.13 Muéstrese que en cualquier descomposición en potencias de primos de T, el 
subgrupo Tp del ejercicio anterior es isomorfo al producto directo de aquellos factores 
cíclicos de orden alguna potencia del primo p. [Esto reduce el problema a mostrar que el 
grupo Tp no puede tener descomposiciones en productos de grupos cíclicos esencialmente 
diferentes.]

*20.14 Sea G cualquier grupo abeliano y sea n cualquier entero positivo. Muéstrese 
que G[n] =  {jc e G \ nx =  0} es un subgrupo de G. (En notación multiplicativa, G[n] =
=  {xe G \xf =  e}.)

*20.15 Con referencia al ejercicio 20.14, muéstrese que Z ^[pj =; Z p para cualquier 
r >  1 y cualquier primo p.

*20.16 Usando el ejercicio 20.15, muéstrese que

(Zpr, X Z ^ 2 x x ~  Z p x Z p x ••• X Z„
v—  -------- V--------- 1— '

m factores

siempre que cada r, >  1.



EJERCICIOS 189

*20.17 Sea G un grupo abeliano finitamente generado y Tp el subgrupo definido en el 
ejercicio 20.12. Supóngase que Tp Z r i  x Z pTl x • • • x Z^m ~  Z p,l x Z p.1 x • • • x
x donde 1 <  r, < r2 <  ■ • ■ <  rm y 1 <  $! <  s2 < ■ ■ • < 5 , .  Debemos mostrar

que m = n y r¡ = s¡ para i = 1 , . . . ,  n para completar la demostración de la unicidad de la 
descomposición en potencias de primos.

a) Usese el ejercicio 20.16 para mostrar que n — m.
b) Supóngase que r¡ =  s¡ para todas las i < j. Muéstrese que r¡ =  Sj, lo cual comple

tará.la demostración. [Sugerencia: supóngase que r¡ < s¡. Considérese el subgrupo 
prjTp =  {¡f‘x  | x  e Tp} y muéstrese que este subgrupo tendría, entonces, dos descom
posiciones en potencias de primos con números diferentes de factores distintos de 
cero. A continuación arguméntese que esto es imposible por la parte a) de este ejerci
cio.]

Sea T el subgrupo de torsión de un grupo abeliano finitamente generado. Supóngase que 
T — Z m¡ x Zmi x • • • x Z„r =  Zn¡ x Zmt x • • • x Z .it donde m¡ divide mt+, para i = 1, 
. . . ,  r — 1 y rij divide nj+ , para n =  1 , . . . , í  — 1 ym¡ > 1 y  n¡ > 1. Deseamos mostrar que 
r =  s y mk =  nk para k =  1, . . . ,  r demostrando, así, la unicidad de los coeficientes de 
torsión. Esto se hace en los ejercicios 18 al 20.
*20.18 Indiquese cómo se puede obtener una descomposición en potencias de primos a 
partir de una descomposición en coeficientes de torsión. (Obsérvese que, en el ejercicio 
anterior, se muestra que las potencias de primos obtenidas son únicas.)

*20.19 Compruébese, a partir del ejercicio 20.18, que mr y n, pueden caracterizarse, 
ambos, de la manera siguiente: sean p¡, los primos distintos que dividen a |7|, y 
sean pí', . . . ,  pf' las mayores potencias de estos primos, que aparecen en la descomposición 
(única) de potencias de primos. Entonces, mr = n, = p^'p^- • p?'.

*20.20 Caracterícese m,_, y mostrando que son iguales y muéstrese que mr-¡ =  
=  /i,_j para i =  1 , . . . ,  r — 1 y que r = s.
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Grupos libres

En éste y el siguiente capítulo analizaremos una parte de la teoría de grupos que 
es de gran interés, no sólo en álgebra, sino también en topología. De hecho, en 
Crowell y Fox [45, capítulos 3 y 4] hay un excelente análisis, bastante accesible, 
de grupos libres y presentaciones de gnipos.

* 21.1 PALABRAS Y PALABRAS REDUCIDAS

Sea A cualquier conjunto (no necesariamente finito) de elementos a¡ para / e  /. 
Consideramos A como un alfabeto y las a¡ como letras del alfabeto. Cualquier 
símbolo de la forma d[ con n e  Z  es una sílaba y una cadena finita w de sílabas, 
escritas en yuxtaposición, es una palabra. Presentamos también la palabra vacía 
1, que no tiene sílabas.

Ejemplo 21.1 Sea A =  {o,, a2, a3}. Entonces, si adoptamos la convención de 
que a) es lo mismo que ah

a ¡a i4a¡a3, a f a 1 a3a2¡a[7 y a\

son palabras. ■

Hay dos tipos naturales de modificaciones de ciertas palabras: las contracciones 
elementales. El primero consiste en reemplazar afarf en una palabra, por a?+H. El 
segundo tipo consiste en reemplazar a? en una palabra por 1, esto es, quitarla de 
la palabra. Mediante un número finito de contracciones elementales, toda pala
bra se puede cambiar por una pahbra reducida, para la cual no es posible
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efectuar más contracciones elementales. Nótese que estas contracciones elementa
les equivalen formalmente a las manipulaciones usuales de exponentes enteros.

Ejemplo 2I.2 La forma reducida de la palabra a\a2 7 de* ejemplo 2I.1 es
«2"3"l~5- ■

Es necesario advertir aquí que no se analizarán con profundidad varios puntos 
que en algunos libros toman páginas en demostrar, usualmente mediante compli
cados argumentos de inducción, divididos en varios casos. Por ejemplo, supónga
se que se da una palabra y se desea encontrar su forma reducida. Puede haber 
gran variedad de contracciones elementales que pudieran efectuarse primero. 
¿Cómo saber que la palabra reducida final es la misma, sin importar en qué 
orden se efectuaron las contracciones elementales? Probablemente, el estudiante 
dirá que es obvio. Algunos autores realizan un esfuerzo considerable para pro
barlo. El autor se inclina a estar de acuerdo con el estudiante en este punto. Le 
parece tedioso este tipo de demostraciones y no le han hecho sentirse mejor. Sm 
e m b a í e \  amor es e\ primero en reconocer que no es un gran matemático. Con 
deferencia hacia el hecho de que mucAos matemáticos piensan que estas cosas sí 
necesitan de considerable análisis, marcaremos cada ocasión en que simplemente 
calificaremos tales hechos mediante la frase «Parecería obvio que», conservando 
las comillas.

*21.2 GRUPOS LIBRES

Sea F[A] el conjunto de todas las palabras reducidas formadas con nuestro 
alfabeto A. Sea F[A~\ un grupo de manera natural. Para ir, y ii’2 en F[A] 
definimos te, • ir2 como la forma reducida de la palabra obtenida por la yuxtapo
sición u^it'2 de las dos palabras.

Ejemplo 213 Si

»'i =  «2« r 5«i
y _ _

ir2 = n3 2a]a2a2 2, 

entonces, tt j • ir2 =  n2n 73n3n2 2. ■

«Parecería obvio que» esta operación de multiplicación en F[A] está bien defini
da y es asociativa. Es obvio que la palabra vacía 1 actúa como elemento identi
dad. «Parecería obvio que», dada una palabra reducida ir e F[A], si se forma la 
palabra a partir de la primera, escribiendo primero las silabas de ir en el orden 
opuesto y después reemplazando cada d¡ por o¡~", entonces, la palabra resultante 
ir~1 es también una palabra reducida y

ir • ir-1 = ir- 1 • ir = 1. -
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Definición El grupo F\_Á], recién descrito, es el grupo Ubre generado por A.

Regresemos al teorema 9.1 y a la definición anterior a él para ver que este 
uso del término generado, es consistente con el uso anterior. Comenzando con un 
grupo G y un conjunto generador {a¡ \ ie  1} podríamos preguntar si G es libre en 
{a¡}, esto es, si G es esencialmente el grupo libre generado por {a,}. Definamos su 
significado preciso.

Definición Si G es un grupo con un conjunto A = {a¡} de generadores 
y si G es isomorfo a F[A~] bajo una transformación <j>:G -> F\_A] tal que 
a¡<f> =  a¡, entonces G es Ubre en {a¡} y las a¡ son los generadores Ubres de G. 
Un grupo es Ubre si es libre en algún conjunto {a,} no vacío.

Ejemplo 21.4 El único ejemplo de grupo libre que se ha presentado hasta ahora 
es Z, el cual es libre en un generador. Claramente, todo grupo libre es infinito. ■

El lector deberá referirse a la literatura respectiva, para las demostraciones de los 
siguientes tres teoremas. No se usarán estos resultados. Se enuncian sólo para 
informar de estos interesantes hechos.

Teorema 21.1 Si un grupo G es libre en {a¡} y  también en {bj}, entonces los 
conjuntos {a,} y  {bj} tienen el mismo número de elementos, esto es, cualesquiera 
dos conjuntos de generadores libres de un grupo libre tienen la misma cardinali- 
dad.

Definición Si G es libre en {a,}, el número de elementos en {a,} es el rango 
del grupo Ubre G.

En realidad, el siguiente teorema es bastante evidente a partir del teore
ma 21.1.

Teorema 21.2 Dos grupos libres son isomorfos si y  sólo si tienen el mismo 
rango.

Teorema 21.3 Un subgrupo propio no trivial de un grupo libre es libre. 

Ejemplo 21.5 Sea F[{x, y}] el grupo libre en {*, y}. Sea

yk = x*y*- ‘

para k  ^  0. No habrá dificultad para convencerse de que yk para Jfc ^  0 son 
generadores libres del subgrupo de F[{x, y}] que generan. Esto ilustra que, 
aunque un subgrupo de un grupo libre es libre, el rango del subgrupo puede ser 
mucho mayor que el rango de todo el grupo, r



21.3 HOMOMORFISMOS DE CRUPOS UBRES 193

*21.3 HOMOMORFISMOS DE CRUPOS UBRES

N uestro trabajo en esta sección se referirá principalm ente a homomorfismos 
definidos en un grupo libre. Los resultados son sencillos y elegantes.

Teorema 21.4 Sea G generado por {a¡ \ i e 1} y sea G' un grupo cualquiera. Si 
a'¡ para i e I  son elementos cualesquiera en G\ no necesariamente distintos, 
entonces existe a lo más un homomorfismo <¡>.G -* G’ tal que a¡<f> = a'¡. Si G es 
libre en {a,} entonces existe precisamente uno de dichos homomorfismos.

Demostración Sea $  un homomorfismo de G en G' tal que a¡4> =  d¡. Ahora, 
por el teorema 9.1, para cualquier x e G  tenemos

x  = í l  «ryi

para  algún producto  finito de los generadores a¡, donde las at¡ que aparecen en el 
producto, no necesariamente son distintas. Entonces, como <f> es un hom om orfis
mo, debemos tener

xd> = n  (a"¡i)4> = n  kt'.
j i

Asi, un homom orfism o está determ inado por com pleto por sus valores en ele
m entos de un conjunto generador. Esto m uestra que hay a lo m ás un hom om or
fismo tal que a¡4> =  d¡.

Ahora, supóngase que G es libre en {a¡}, esto es, que G =  F[{a¡}]. Para

x = 1} 4 j

en G, defínase ij/:G -* G' por

** = n w,r-J

Esta transform ación está bien definida, pues consta precisamente de
palabras reducidas; ningún par de productos formales diferentes en F[{a,}] son 
iguales. Com o las reglas para calcular con exponentes en G' son formalmente 
iguales que las usadas para  exponentes en G, es claro que (xy)\(t =  {xil/){yif/) para 
cualesquiera elementos x  y y  en G, así que es, en efecto, un homomorfismo. ■

Q uizá debimos haber probado antes la prim era parte de este teorema, en lugar de 
haberla relegado a los ejercicios. Nótese que el teorem a afirma que un homomor
fismo de un grupo está completamente determinado si se conoce su valor en cada
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demento de un conjunto generador. Esto es bastante obvio y podría haberse 
mencionado inm ediatam ente después de la definición de homomorfismo. En 
particular, un hom om orfism o de un grupo cíclico está completamenre determ ina
do por su valor en uno cualquiera de los generadores del grupo.

Teorema 21.5 Todo grupo G' ex la imagen honwnwrfa de algún grupo libre G.

Demostración Sea G' =  ¡r/J} y sea {a¡} un  conjunto con el mismo núm ero de 
elementos que G \  Sea G  =  / r[{tfí}]. Entonces, por el teorema 21.4, existe un 
homomorfismo ^  que transform a G  en G ' tal que a¡\p =  a\. Claram ente, la 
imagen de G  bajo i¡/ es todo G f. m

* 21.4 MAS SOBRE GRUPOS ABELIANOS UBRES

Es im portante no confundir el concepto de grupo libre con el concepto de grupo 
abeliano libre. Un grupo libre en más de un generador, no es abeliano. En el 
capítulo anterior definimos un grupo abeliano libre com o un grupo abeliano que 
tiene una base, esto es, un conjunto generador que satisface las propiedades 
descritas en el teorem a 20.1. Hay otro  enfoque, vía grupos libres, de los grupos 
abelianos libres. Describiremos este enfoque.

Sea F[A~\ el g rupo  libre en el conjunto  generador A. Por el m om ento, 
escribiremos F c n  lugar de F[A~\. Nótese que  si A contiene más de un elemento, F 
no es abeliano. Sea F’ el subgrupo conm utador de F. Entonces, F/F' es un grupo 
abeliano y es claro que F/F' es abeliano libre con base {a +  F ’ \a e  A}. Si 
cambiamos el nom bre de a -f F’ por cr, podemos ver F/F ' com o un grupo 
abeliano libre con base A. Esto indica cóm o puede construirse un grupo abeliano 
libre a partir de un conjunto dado como base. Todo grupo abeliano libre puede 
construirse de esta m anera, salvo isomorfismo. Esto es, si G es abeliano libre con 
base X. se forma el grupo libre F[A '], y se forma el grupo factor de F [ X~\ m ódulo 
su subgrupo conm utador, se tendrá un g rupo  isomorfo a G.

Los teoremas 21.1, 21.2 y 21.3 valen tanto para grupos abelianos libres, 
com o para grupos libres. De hecho, en el teorem a 20.6 se probó la versión 
abeliana del teorem a 21.3 para el caso de rango finito. En contraste con el 
ejemplo 21.5 para grupos libres, es cierto que para un grupo abeliano libre, el 
rango de un subgrupo es a lo más el rango  de todo  el grupo. El teorem a 20.6 
tam bién lo m uestra para el caso de rango finito.

Ejercidos----------------------------------------------------------------------------
*21.1 E ncuén trese  la fo rm a reducida  y el in v erso  d e  la fo rm a reducida  de cad a  una  de las 
siguientes pa lab ras.

a) irh lfr\r\ ltAb 2 b) a2a ' i/r\A(Ac2a 1
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*21.2 Calcúlense los productos dados en las partes a) y b) del ejercicio 21.1 en el caso de 
que {a, b, <•} sea un conjunto de generadores que conforman una base de un grupo 
abeliano libre. Encuéntrense los inversos de estos productos.

*213 ¿Cuántos homomorfismos diferentes hay de un grupo libre de rango 2 en

a) Z4? b) Z6? c) S3?

*21.4 ¿Cuántos homomorfismos diferentes hay de un grupo libre de rango 2 sobre

a) Z4? b) Z6? c) S3?

*213 ¿Cuántos homomorfismos diferentes hay de un grupo abeliano libre de rango 2 en

a) Z4? b) Z6? c) S3?

*21.6 ¿Cuántos homomorfismos diferentes hay de un grupo abeliano libre de rango 2 
sobre

a) Z4? b) Z6? c) S3?

+ *21.7 Tómese uno de los ejemplos de esta sección donde se haya usado la frase «Parecía 
obvio que» y analícese la reacción que se tuvo con respecto a ese ejemplo.

*213 ¿Falso o verdadero?

  a) Todo subgrupo propio de un grupo libre es un grupo libre.
  b) Todo subgrupo propio de todo grupo abeliano libre es un grupo libre.
  c) Una imagen homomorfa de un grupo libre es un grupo libre.
  d) Todo grupo abeliano libre tiene base.
  e) Los grupos abelianos libres de rango finito son precisamente grupos abelianos

finitamente generados.
  I) Ningún grupo libre es abeliano.
  g) Ningún grupo abeliano libre es libre.
  h) Ningún grupo abeliano libre de rango > 1 es libre.
  i) Cualesquiera dos grupos libres son isomorfos.
  j) Cualesquiera dos grupos abelianos libres del mismo rango son isomorfos.

*21.9 Sea G un grupo abeliano finitamente generado con identidad 0. Un conjunto finito 
{b„ ..., b,) donde b¡e G es una base para G si {¿>,,..., b„} genera G y , m¡b¡ = 0 si y 
sólo si m¡b¡ = 0 donde m¡ e Z.

a) Muéstrese que {2, 3} no es una base para Z4. Encuéntrese una base para Z4.
b) Muéstrese que tanto {1} como {2, 3} son bases para Z6. (Esto muestra que puede

variar el número de elementos en una base, para un grupo abeliano G finitamente 
generado con torsión; esto es, no por fuerza es un invariante del grupo C.)

c) ¿Es una base de un grupo abeliano libre, según se definió en el capítulo 20, una base
en el sentido en que se usó en este ejercicio?

d) Muéstrese que todo grupo abeliano finito tiene una base {b¡, . . . ,  ó,}, donde el orden 
de b¡ divide al orden de />, +,. Puede usarse cualquier teorema del libro, aunque no se 
haya demostrado.

Hay día, en las exposiciones de álgebra, se usa con frecuencia (en particular por los 
discípulos de N. Bourbaki) la siguiente técnica para introducir un nuevo ente algebraico:
I Descríbanse las propiedades algebraicas que poseerá ese ente algebraico.
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2 Pruébense que cualesquiera dos entes algebraicos con estas propiedades son isomorfos, 
esto es, que estas propiedades caracterizan al ente. .

3 Muéstrese que existe al menos uno de dichos entes.
Los tres ejercicios siguientes ilustran esta técnica para tres entes algebraicos, los cuales son 
conocidos por el estudiante. Para no descubrir sus identidades, usamos nombres ficticios en 
los dos primeros ejercicios. La última parte de estos dos primeros ejercicios pide dar el 
nombre común del ente en cuestión.
*21.10 Sea G un grupo cualquiera. Un grupo abeliano G* es un grupo blip de G si existe 
un homomorfismo fijo <j> de G sobre G* tal que cada homomorfismo ^  de C en un grupo 
abeliano G' se puede factorizar como tf/ = <j>0 donde 0 es un homomorfismo de G* en G' 
(véase la Fig. 21.1).

a) Muéstrese que cualesquiera dos grupos blip de G son isomorfos. [Sugerencia: sean 
G* y GJ dos grupos blip de G. Entonces, cada uno de los homomorfismos fijos 
<I>¡:G -* G¡ y <¡>2.G -*■ GJ pueden factorizarse vía otro grupo blip, de acuerdo con 
la definición de un grupo blip; esto es, <j>i =  c¡>20¡ y <p2 =  Muéstrese que 0, 
es un isomorfismo de G* sobre G*. Apliqúese el ejercicio 13.16.]

b) Muéstrese que para todo grupo G existe un grupo blip G* de G.
c) ¿Cuál de los conceptos presentados antes corresponden a la idea de un grupo blip 

de G?

Figura 21.1 Figura 21.2

*21.11 Sea S un conjunto cualquiera. Un grupo G junto con una función fija g:S -* G 
constituye un grupo Mop en S si para cada grupo G' y transformación f  :S -* G' existe un 
homomorfismo único ^  de G en G' tal que /  =  g<j>f  (véase la Fig. 21.2).

a) Sea S un conjunto fijo. Muéstrese que si G,, junto con g¡ :S -* G, y G2, junto con 
g2'S  -*■ G2 son grupos blop en S, entonces G, y G2 son isomorfos. [Sugerencia: 
muéstrese que g¡ y g2 son transformaciones uno a uno y que Sg, y Sg2 generan a G, y 
a G2, respectivamente. Procédase, después, de manera análoga a la sugerencia del 
ejercicio 21.10.]

b) Sea S un conjunto. Muéstrese que existe un grupo blop en S. Puede usarse cualquier 
teorema del libro.

c) ¿Cuál de los conceptos presentados antes corresponde a esta idea de grupo blop en S?

*21.12 Caracterícese, mediante propiedades, un grupo abeliano libre, de manera similar 
al ejercicio 21.11.
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*

presentaciones 
de grupos

*22.1 DEFINICION

En este capitulo, de acuerdo con la mayor parte de la literatura acerca de 
presentaciones de grupos, hacemos que l sea la identidad de un grupo. La idea de 
presentación de grupo es formar un grupo dando un conjunto de generadores 
para el grupo y ciertas ecuaciones o relaciones que deseamos satisfagan los 
generadores. Se desea que el grupo sea tan libre como sea posible en los genera
dores sujetos a estas relaciones.

Ejemplo 22.1 Supóngase que G tiene generadores x  y y, y es libre excepto por la 
relación xy  =  yx, lo cual se puede expresar como xyx~ 1y ~ 1 =  1. Es claro que la 
condición xy = yx  es precisamente la requerida para que G sea conmutativo, 
aunque xyx~iy ~ 1 sea sólo uno de los muchos conmutadores posibles de 
F[{x, y}]. Así, G es abeliano libre en dos generadores y es isomorfo a F[{x, y}] 
módulo su subgrupo conmutador. Este subgrupo conmutador de F[{;t, y}] es el 
menor subgrupo normal que contiene xyx~ ly ~ 1 puesto que cualquier subgrupo 
normal que contiene xyx~ ly ~ 1 da lugar a un grupo factor abeliano, de modo 
que, por el teorema 12.6, contiene el subgrupo conmutador. ■

El ejemplo anterior ilustra la situación general. Sea F[Á] un grupo libre, supón
gase que se desea formar un nuevo grupo lo más parecido posible a F[Á\, sujeto 
a ciertas ecuaciones que se deben satisfacer. Cualquier ecuación se puede escribir 
de forma tal que el lado derecho sea 1. Así, podemos considerar las ecuaciones 
como r¡, =  1, donde r¡ e F[A~\. Claramente, si se requiere que r¡ = 1, entonces se 
deberá tener que
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para cualquier .v e F [/l] y n e Z. Además, cualquier producto de elementos 
iguales a l será de nuevo igual a I. Asi, cualquier producto finito de la forma

n v7i(̂ )-vJ,
i

donde las r¡. no por fuerza son distintas, tendrá que ser igual a l en el nuevo 
grupo. Es muy fácil corroborar que el conjunto de todos estos productos finitos 
es un subgrupo normal R de F\_A~\. Así, cualquier grupo que se parezca lo más 
posible a F\_A], sujeto a las condiciones r, =  l, tendrá también r = l para toda 
r e  R. Pero F\_A]/R se parece a F[A~\ (recuérdese que multiplicamos clases latera
les, escogiendo representantes) excepto en que R ha colapsado y formado la 
identidad l. Así, el grupo que buscamos es (al menos isomorfo a) F[A]/R. 
Podemos ver este grupo como el descrito por el conjunto generador A y el 
conjunto {r¡}.

Definición Sea A un conjunto y sea {/■,} £  F\_A~]. Sea R el menor de los 
subgrupos normales de F[/f] que contiene las r¡. Una presentación de G es un 
isomorfismo <p de F¡_A~\/R sobre el grupo G. Los conjuntos A y {r¡} constitu
yen una presentación de grupo. El conjunto A es el conjunto de generadores 
de la presentación y cada r, es un conector. Cada r e  R es  una consecuencia de 
{r, }. Una ecuación r, =  l es una relación. Una presentación finita es aquella 
en donde A y {r,} son, ambos, conjuntos finitos.

Esta definición puede parecer complicada, pero en realidad no lo es. En el 
ejemplo 22.1, {.v, j} es el conjunto de generadores y xyx~ ly ~ 1 es el único 
conector. La ecuación .yv.v_ 1v_1 =  1 o, xy  = yx  es una relación. Este era un 
ejemplo de una presentación finita.

Si una presentación de grupo tiene generadores x¡ y conectores r¡ usaremos 
las notaciones

(Xj -.r,) o (xj : r¡ = 1)

para denotar la presentación de grupo. Podemos referirnos a / ’[{*,}]//? como al 
grupo con presentación (.y,: r¡).

*22.2 PRESENTACIONES ISOMORFAS

Ejemplo 22.2 Considérese la presentación de grupo con

A = {«} y {'■/} =  {a6}>

esto es, la presentación

( a : a 6 =  1).
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Este grupo, definido por un generador a, con la relación ab = l, es claramente 
isomorfo a Z6.

Considérese ahora al grupo definido por dos generadores a y h con a2 — l, 
b3 = l y ah = ha, esto es, el grupo con presentación

{a, h : a2, b3, aba~3b~3).

La condición a2 = 1 da o -1 = a. También, b3 = 1 da ó-1 = b2. Así, todo 
elemento en este grupo puede escribirse como un producto de potencias no 
negativas de a y ó. La relación aba~lb~l = 1, esto es, ab = ba, nos permite 
escribir primero todos los factores con a y después los factores con b. De aquí 
que todo elemento del grupo es igual a algún cTb”. Pero, a2 -  1 y b3 — 1 
muestran entonces que hay sólo seis elementos distintos

1, b, b2, a, ab, ab2.

Por tanto, esta presentación también da un grupo de orden 6 que es abeliano y, 
por el teorema 9.3, también debe ser cíclico e isomorfo a Z6. ■

El ejemplo anterior ilustra que presentaciones diferentes pueden dar grupos 
isomorfos. Cuando esto sucede tenemos presentaciones isomorfas. Puede ser muy 
difícil determinar si dos presentaciones son isomorfas. Se ha demostrado reciente
mente (véase Rabin [22]) que un buen número de dichos problemas relacionados 
con esta teoría no son, en general, solubles, esto es, no existe una rutina ni una 
manera bien definida para descubrir una solución en todos los casos. Estos 
problemas no solubles incluyen el problema de decidir cuándo dos presentacio
nes son isomorfas, cuándo un grupo dado por una presentación es finito, libre, 
abeliano o trivial, y el famoso problema de la palabra, que consiste en determinar 
en qué caso una palabra r dada es consecuencia de un conjunto dado de pala
bras {/•,•}.

La importancia de este material se indica en el teorema 21.5, el cual garanti
za que todo grupo tiene una presentación.

Ejemplo 223 Mostremos que

(*, y :y2x  = y, yx2y  = *)

es una presentación del grupo trivial de un elemento. Sólo necesitamos probar 
que x  y y  son consecuencias de los conectores y 2xy~1 y yx2yx  ', o que x  = 1 y 
y  = 1 pueden deducirse de y 2x  =  y  y yx 2y  = x. Ilustramos ambas técnicas.

Como consecuencia de y 2xy~1 obtenemos yx  después de conjugar por y. De 
yx  deducimos x ~ 1y ~ 1, después (or- 1y _1)(yariyjr_1) da xyx~2. Conjugando 
xyx~* por x  obtenemos y. De y obtenemos y ~ 1 y y~'(yx)  es *.

Trabajando con relaciones, en lugar de conectores, de y2x  = y  deducimos 
yx  = 1 después de multiplicar por y~ l por la izquierda. Después, sustituyendo 
yx  = 1 en yx2y — x, esto es, (y.x)Uv) = obtenemos xy  = x. Entonces,
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multiplicando por x ~1 por la izquierda, tenemos y  = 1. A! sustituir esto en 
yx  = 1 obtenemos x  = 1.

Ambas técnicas implican igual trabajo pero, de alguna manera, nos parece 
más natural a muchos de nosotros, trabajar con relaciones. ■

*22.3 APLICACIONES

Concluimos este capítulo con dos aplicaciones.

Ejemplo 22.4 Determinemos todos los grupos de orden 10, salvo isomorfismo. 
Por el teorema 9.3, sabemos que todo grupo abeliano de orden 10 es isomorfo a 
Z I0. Supóngase que G es no abeliano de orden 10. Por la teoría de Sylow, G 
contiene un subgrupo normal H de orden 5 y H debe ser cíclico. Sea a un 
generador de H. Entonces, G/H es de orden 2 y, por tanto, isomorfo a Z2. Si 
b e G y b $ H debemos tener que A2 € H. Como todo elemento de H, excepto el 1, 
tiene orden 5, entonces, si b2 no fuera igual a 1, tendría orden 5, de modo que b 
tendría orden 10. Esto significaría que G seria cíclico contradiciendo nuestra 
hipótesis de que G no es abeliano. Así, b2 = 1. Por último, como H  es un 
subgrupo normal de G, bHb~1 =  H, en particular, bab~1 e H. Como la conjuga
ción por A-1 es un automorfismo de H , bab~' debe ser otro elemento de H de 
orden 5, de aquí que bab~1 es igual a a, a2, a 3, o a*. Pero si AaA” 1 =  a esto daría 
ba = ab y entonces, claramente, G sería abeliano, puesto que a y b generan G. 
Así, las posibilidades para presentaciones de G son:

1 (a, b :a5 = 1, A2 = 1, ba =  o2A),
2 (a, A: as = 1, A2 = 1, ba =  a3A),
3 (a, A :a5 = 1, A2 = 1, ba = a*b).

Nótese que las tres presentaciones pueden dar grupos de orden a lo más 10, 
ya que la última relación ba — a'b nos permite expresar todo producto de las a y 
las A en G en la forma cfb\ Entonces, a5 =  1 y A2 = 1 muestran que el conjunto

S  = {a°b°, a'A°, a2b°, a3b°, a4A°, a°bx, a ’A1, a2bl, a3b \  a*bx}

incluye todos los elementos de G.
Sin embargo, no es claro que todos estos elementos en S  son distintos, de 

modo que tengamos en los tres casos un grupo de orden 10. Por ejemplo, la 
presentación de grupo

(a, A :a5 = 1, A2 = 1, ba = a2b) 

nos da un grupo en el cual, usando la ley asociativa, tenemos que

a =  b2a =  (bb)a =  b(ba) =  b(a2b) =  (ba)(ab)
=  (a2b){ab) =  a2(bá)b — a2(a2h)b =  a*b2 =  a4.
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Así, en este grupo a = a4, de modo que a3 = l, lo cual, junto con a5 = l, da 
a2 = l. Pero a2 = l junto con a3 = l significa que a — l. De aquí que todo 
elemento en el grupo con presentación '

(a, b : a5 = l , b2 - l , ba = a2b)

es igual a l o a ó, es decir, este grupo es isomorfo a Z 2. Un estudio similar de

(bb)a = b(ba)

para

(a, b :a 5 = l, b2 = l, ba = a3b)

muestra de nuevo que a — a4, asi que también produce un grupo isomorfo a Z 2. 
Queda solamente

(a, b :a5 =  l, b2 - l, ba =  a4b)

como candidato para grupo no abeliano de orden 10. En este caso, puede 
mostrarse que todos los elementos de S  son distintos, asi que esta presentación sí 
da un grupo G no abeliano de orden 10. ¿Cómo podemos mostrar que todos los 
elementos en S  representan distintos elementos de G? La manera fácil es observar 
que ya sabemos que hay al menos un grupo no abeliano de orden 10, el grupo 
diédrico D¡. Como G es el candidato que queda, debe cumplirse que G ^  D¡. 
Otra manera es la siguiente: tratemos de convertir 5  en un grupo definiendo 
(dlb‘)(d,bv) como axb> donde x  es el residuo de s +  u(4') cuando se divide entre 5 
y y  es el residuo de t + v cuando se divide entre 2, en el sentido del lema 6.1. En 
otras palabras, usamos la relación ba =  a4b como guía para definir el producto 
(cfb')(d‘bv) de dos elementos de S. Es fácil ver que a°b° actúa como identidad y 
que dado d‘bv podemos determinar t y s sucesivamente haciendo

1 =  — v (mod 2)

y después

s ----- — «(4')(mod 5),

obteniendo cfb' que es un inverso izquierdo para <fbv. Tendremos una estructura 
de grupo en 5 si y sólo si se cumple la ley asociativa. En el ejercicio 22.7 pedimos 
realizar los cálculos para la ley asociativa y descubrir una condición para que S 
sea grupo bajo dicha definición de multiplicación. En este caso, el criterio del 
ejercicio equivale a la congruencia válida

42 = 1 (mod 5).
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Así, obtenemos un grupo de orden 10. Nótese que

22 #  1 (mod 5) .
y

32 $  1 (mod 5), 

de modo que el ejercicio 22.7 muestra además que

(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a2b)
y

(a, b :as = 1, b2 = 1, ba = a3b) 

no dan grupos de orden 10. ■

Ejemplo 225 Determinemos todos los grupos de orden 8, salvo isomorfismo. 
Conocemos los tres abelianos

Z8, Z2 x Z4, Z2 x Z2 x Z2.

Usando generadores y relaciones, daremos presentaciones de los grupos no 
abelianos.

Sea G no abeliano de orden 8. Como G es no abeliano, no tiene elementos de 
orden 8, así que cada elemento, excepto la identidad, es de orden 2 ó 4. Si todo 
elemento fuera de orden 2 entonces, para a, b e G  tendríamos que (ab)2 =  1, esto 
es, abab = 1. Entonces, como también a2 — 1 y b2 =  1, tendríamos

ba =  a2bab2 =  a(ab)2b =  ab,

contrarío a  la hipótesis de que G no es abeliano. Así, G tiene al menos un 
elemento de orden 4.

Sea <a> el subgrupo de G de orden 4. Si b $ <a>, las clases laterales <a> y 
b(a)  llenarían todo G. Por tanto, a y  b son generadores de G y a* = 1. Como 
{a} es normal en G (por la teoría de Sylow, o porque es de índice 2), G/<a> es 
isomorfo a Z2 y tenemos b2 e (ay. Si b2 =  a o b2 = a3, entonces b sería de 
orden 8. Por tanto, b2 =  l o  b2 = a2. Por último, como (a )  es normal, tenemos 
bab~l e (a)  y como b (a}b~ l es un subgrupo conjugado a <a> y, por ende, 
isomorfo a <a>, vemos que bab 1 debe ser un elemento de orden 4. Así, 
bab~1 = a o bab~ 1 =  a3. Si bab~1 fuera igual a a, entonces ba seria igual a ab, 
lo cual haría a G abeliano. En consecuencia, bab~l = a3 de modo que ba = a3b. 
Así, tenemos dos posibilidades para G, a saber,

Gx: (a, b : a* = 1, b2 = 1, ba =  a3b)
y

G2 :(a, b :a4 = 1, b2 = a2, ba =  a3b).

Nótese que a -1 = a3 y que b~l es b en G2 y b3 en G2. Estos hechos, junto 
con la relación ba — a3b nos permiten expresar todo elemento en G¡ en la forma



EJERCICIOS 203

ír b ", como en los ejemplos 22.2 y 22.4. Como a* = 1 y b1 = 1 o b1 = a2, los 
elementos posibles en cada grupo son

1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b.

Así, (7, y G2 tienen, cada uno, orden a lo más 8. Que (7, es un grupo de orden 8 
puede verse a partir del ejercicio 22.7. Un argumento análogo al usado en el 
ejercicio 22.7, muestra que también <72 es de orden 8.

Como ba = a3b /  ah, vemos que G, y <72 son no abelianos. Que los dos 
grupos no son isomorfos se sigue del hecho de que, mediante un cálculo, mostra
mos que (7, tiene sólo dos elementos de orden 4, a saber, a y a3. Por otro lado, en 
G2 todos los elementos excepto el 1 y a2 son de orden 4. Se pedirá en el ejercicio 
22.3 el cálculo de las tablas para estos grupos. Para ilustrar, supongamos que se 
desea calcular (a2b)(a3b). Usando en forma repetida ba = a3b obtenemos

[a2b){a3b) = a2{ba)a2h =  as{ba)ab — a9(ba)b — al lb2.

Entonces, para <7, tenemos

a líb2 = a11 = a3, 

pero si estamos en <72, obtenemos

allh2 -  a 13 — a.

El grupo <7, es el grupo octal y no es más que nuestro viejo amigo, el grupo 
de simetrías del cuadrado. El grupo G2 es el grupo de cuaterniones; la razón 

del nombre se explicará en la sección 25.4. ■

Ejercidos---------------------------------------------------------------------------
*22.1 Dése una presentación de Z 4 con un generador; con dos generadores; con tres 
generadores.

* 22.2 Dése una presentación de S 3 que lleve tres generadores.

*22.3 Dense las tablas del grupo octal

(a, b :a*  =  1, b2 = 1, ba = a3b)

y del grupo de cuaterniones

(a, b :aA — \, b 1 = a1, ba =  a3b).

En ambos casos, escríbanse los elementos en el orden 1, a, a 2, a3, b, ab, a2b, a 3b. (Nótese 
que no es necesario calcular todos los productos. Ya se sabe que estas presentaciones dan 
grupos de orden 8 y apenas se calculen suficientes productos, el resto están forzados de 
manera que en cada renglón y en cada columna de la tabla aparezca cada elemento 
exactamente una vez.) '
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*22.4 ¿F a lso  o  verd ad ero ?

-----  a) T o d o  g ru p o  tiene u n a  p resen tación .
—  b) T o d o  g ru p o  tiene varias p re sen tac io n es diferentes.
—  c) T o d o  g ru p o  tiene d os p resen tacio n es q u e  no son  isom orfas.
—  d) T o d o  g ru p o  tiene  u n a  p re sen tac ió n  finita.
-----  e) T o d o  g ru p o  con  u n a  p resen tació n  fin ita  es de o rd en  finito.
—  0 T o d o  g ru p o  cíclico  tiene u n a  p resen tac ió n  con  un  so lo  generador.
-----  g) T o d o  c o n ju g a d o  d e  un c o n e c to r  es consecuencia  del conector.
—  h) D o s p resen tac io n es con el m ism o n ú m ero  de generadores s iem pre  son  iso m o r

fos.
-----  i) E n  u n a  p resen tac ió n  de  un  g ru p o  ab e lian o , el co n ju n to  d e  consecuencias de  los 

c o n ec to re s  co n tien e  al su b g ru p o  c o n m u ta d o r  del g ru p o  libre en  los g eneradores.
—  j) T o d a  p re sen tac ió n  de  u n  g ru p o  libre tiene a  1 com o ún ico  con ec to r.

* 2 2 5  M u éstre se  que

(a, b :a3 = 1, b2 =  1, ba = a2b)

d a  un g ru p o  de  o rd en  6. P ruébese  q u e  n o  es abeliano .

* 2 1 6  M u éstrese  q u e  la p resen tació n

(a, b:a3 = 1, b2 - í, ba = a2b)

del ejercicio 22.5 d a  al ún ico  (salvo isom orfism o) g ru p o  no  ab elian o  de  o rd e n  6 y, p e r  
ta n to , d a  un  g ru p o  isom orfo  a  S3.

*22.7 Sea

S  =  {a'b‘ 10 <  i  <  m, 0  ¿  j  <  n},

esto  es, S  c o n s ta  d e  to d o s  los p ro d u c to s  fo rm ales étí co m en zan d o  co n  a°b° y te rm in an d o  
c o n  aT~tbn~l. S ea  r u n  en te ro  positivo , defínase  la  m ultip licac ión  en  S  p o r

((fb'){<fbc) = oV ,

d o n d e  x  es el re sid u o  de s  +  «(r1) al d iv id irlo  e n tre  m, y  y  es e l residuo  de  t +  v al d iv id irlo  
e n tre  n, en el sen tid o  del lem a 6.1.

a) M u éstre se  q u e  u n a  c o n d ic ió n  n ecesaria  y su ñ c ien te  p a ra  que  valga la  ley a so c ia tiv a  en 
S  y sea  g ru p o  ba jo  e s ta  m ultip licación , es q u e  r" s  1 (m od  m).

b) D ed úzcase  de  la  p a r te  a) q u e  la  p re sen tac ió n  de  grupo"

(o, b:<T  =  1, b’ =  1, ba =  d b )

d a  u n  g ru p o  de o rd e n  mn, si y só lo  si r" =  1 (m od rrt).

* 2 2 5  D eterm ínense , sa lvo  isom orfism o, to d o s  los g rupos de  o rd e n  14. [Sugerencia: 
sígase el e sb o zo  del e jem plo  22.4 y úsese el ejercicio 22.7, p a r te  b).]

* 2 2 9  D eterm ín en se , sa lvo  isom orfism o, to d o s  los g rupos de  o rd e n  21. [ Sugerencia: 
sígase el e sbozo  del e jem plo  22.4 y úsese el ejercicio 22.7 p a rte  b). P u ed e  p a rece r q u e  hay  
dos p re sen tac io n es que  d an  g ru p o s no  ab e lianos. M uéstrese  q u e  son  isom orfos.]
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*22.10 M uéstrese  qu e  si n — p q  con  p  y q  p rim o s, q >  p  y q =  1 (m od p), en to n ces hay 
exac tam en te  un (salvo isom orfism o) g ru p o  no  a b e lian o  de o rden  n. Supóngase  (com o se 
p ro b a rá  m ás adelan te) q u e  los q — 1 e lem entos d is tin to s  de cero  de Z q fo rm an  ún g ru p o  
cíclico Z *  b a jo  la m ultip licac ión  m ó d u lo  q. [ Sugerencia: las soluciones de  x p s  1 (m od q) 
fo rm an un su b g ru p o  ciclico d e  Z*  con e lem en tos 1, r, r1, . . . ,  rp~'.  En el g ru p o  con
presen tación  (o, b : (fi =  1, bp =  1, ba =  <fb) ten em o s bab~ 1 =  d  de m o d o  qu e  b ' a b ' 1 =
=  d rJ). Así, com o tA genera ( b )  p a ra  j  — l,  . . . .  p  — 1, esta  p resen tación  es isom orfa  a

{a, b>:a* = 1, (óy = 1, (^)a =

de  m odo que to d as  las p resen taciones (a, b-.có =  1, b p — 1, ba  =  a{,I)b) son  isom orfas.] 

*22.11 D eterm ínense  to d o s los g ru p o s  de  o rd en  12 (salvo isom orfism o).

*22.12 D eterm ínense  to d o s lo s g ru p o s de  o rd e n  30 (salvo isom orfism o).





PARTE

oo

ANILLOS 
Y CAMPOS



[2081

Anillos

23.1 DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS

Hasta aquí, hemos trabajado con conjuntos en los cuales se ha definido una sola 
operación binaria. Los ejemplos conocidos de conjuntos de números muestran 
que debe ser muy importante el estudio de conjuntos, en los que se hayan 
definido dos operaciones binarias. El sistema más general de este tipo que estu
diaremos aquí, es el de anillo.

Definición Un anillo (R , + , •> es un conjunto R  junto con dos operaciones 
binarias + y •, que llamamos suma y multiplicación, definidas en R  tales que 
se satisfacen los siguientes axiomas:

< / ? , + )  es un grupo abeliano.
@2 La multiplicación es asociativa.
á?3 Para todas las a, b, c e R, se cumple la ley distributiva izquierda a(b + 

+ c) = (ab) + (ac) y la ley distributiva derecha (a + b)c = (ac) + (be).

Ejemplo 23.1 Hay que estar conscientes de que los axiomas dtlt á?2 y para 
un anillo, se cumplen en cualquier subconjunto de números complejos que sea 
grupo bajo la suma y sea cerrado bajo la multiplicación. Por ejemplo, <Z, + , •>, 
<Q. + , ■>, <R, + , •> y <c, + , •> son anillos. ■

Respetaremos la convención usual de efectuar la multiplicación antes que la 
suma, así, la ley distributiva izquierda, por ejemplo, se presenta como

a(b + c) — ab +_ac,
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sin paréntesis en el lado derecho de la ecuación. Además, debido a una conven
ción semejante a nuestra notación en teoría de grupos, nos referiremos, de 
manera algo incorrecta, a un anillo R, en lugar de a un anillo (R, + , •> siempre 
que no haya confusión. En particular, de ahora en adelante, Z será <Z, + , •> y 
Q, R y C serán, también, los anillos obvios. Si es necesario, nos referiremos a 
(R, + ) como el grupo aditivo del anillo R.

Ejemplo 23.2 Considérese el grupo cíclico <Z„, + >. Si definimos para a, b e  Z„ 
el producto ab como el residuo del producto usual de enteros cuando se dividen 
entre n, se puede mostrar que <Z„, + , •> es un anillo. Usaremos este hecho con 
toda libertad. Por ejemplo, en Z10 tenemos (3)(7) = 1. Esta operación en Z„ es la 
multiplicación módulo n. No verificaremos que se cumplen aquí los axiomas de 
anillo, pues son consecuencia directa de parte de la teoría que de todos modos 
tenemos que desarrollar. ■

A partir de ahora, Z„ será siempre <Zm + , •>. Siguiendo con asuntos de notación, 
0 será siempre la identidad aditiva de un anillo. El inverso aditivo de un elemento 
a de un anillo es —a. Con frecuencia nos referiremos a la suma

á + a + - ■ - + a

con n sumandos. Esta suma será denotada por n - a. Sin embargo, n a no debe 
interpretarse como multiplicación de n por a en el anillo, pues el entero n puede no 
estar en el anillo. Si n < 0, sea

n a  =  (—a) + ( — tí) + • •  + (- t í )

para |n| sumandos. Por último, definimos

0- t í  =  0

para 0 e Z en el lado izquierdo de la ecuación y 0 c R en el lado derecho. En 
realidad, la ecuación 0a =  0 vale también para 0 e R  en ambos lados. El teorema 
siguiente prueba éste y otros hechos fáciles pero importantes. Nótese el uso 
frecuente de las leyes distributivas en la demostración de este teorema. Estas leyes 
distributivas son el único medio disponible para relacionar, en un anillo, los concep
tos aditivos con los multiplicativos.

Teorem a 2 3 .1  Si R es un anillo con identidad aditiva 0 entonces, para cual
quier a, b e R, tenemos

1 0a =  tíO =  0,

2 tí(—b) = {—a)b = — (ab),
3 (— tí)( — tí) = ab.

Demostración Para la condición 1, nótese que

a0 =  a(0 +  0) =  tíO +  tíO.
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Entonces, por la ley de cancelación para el grupo aditivo (R, + )  tenemos 
0 = aO. Así mismo,

Oa =  (0 + 0)a =  Oa + Oa

implica que Oa = 0. Esto prueba la condición l.
Para entender la demostración de la condición 2, hay que recordar que, por 

definición, —(ab) es el elemento que, sumado a ab, da 0. Así, para mostrar que 
a(—b) — — (ab), debe mostrarse precisamente que a(—b) + ab = 0. Por la ley 
distributiva izquierda,

a( — b) + ab = a( — b + b) = a0 =  0, 

pues, por la condición l, a0 =  0. Así mismo,

(—a)b + ab = (—a + á)b = 0b =  0.

Para la condición 3, nótese que, por la condición 2,

( - a ) ( - b )  = -(a(-b)).

De nuevo, por la condición 2,

—(a(—ó)) = -(-(o ó )),

y — (—(ab)) es el elemento que, sumado a —(ab), da 0. Este es ab por definición de 
—(ab) y por la unicidad de un inverso en un grupo. Así, ( —á)(—b) =  ab. m

Es importante comprender la demostración anterior. Si no se puede seguir la
lógica y uso de las definiciones, más adelante habrá dificultades. (Quizá ya tengan 
dificultades.) El teorema permite usar las reglas conocidas para los signos.

Esperamos que se empiece a comprender que, en el estudio de cualquier tipo 
de estructura matemática, una idea de importancia básica es el concepto de que 
dos sistemas que son estructuralmente idénticos, esto es, que uno sea exactamente 
como el otro, excepto por los nombres. En álgebra, siempre se llama a este 
concepto isomorfismo. El concepto de que dos anillos sean el mismo, excepto por 
el nombre de los elementos, nos conduce, como en el caso de los grupos, a la 
siguiente definición.

Definición Un isomorfismo <f> de un anillo R con un anillo R' es una función 
uno a uno que transforma R sobre R' tal que para todas las a, b e R,

1 (a + b)<f> =  a<¡> + b<t>,
2 (ab)<f> =  (a<f>)(b<t>).

Entonces, los anillos R y R' son isomorfos. ~
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Ejemplo 23J Como los grupos abelianos, <Z, + ) y <2Z, + )  son isomorfos 
bajo la transformación <¡>: Z -* 2Z con \<j> = 2.v para .v e Z. Nótese que 2Z es 
cerrado bajo la multiplicación usual y que <2Z, + , •> es un anillo. Aquí, <f> no es 
un isomorfísmo de anillo, pues {xy)<f> = 2.xv mientras que (x<f>)(y<f>) = 2x2r = 
= 4.xr. ■

A partir de ahora, nZ será siempre el anillo <nZ, + , •).

23.2 CUESTIONES MULTIPLICATIVAS; CAMPOS

Todos los anillos que hemos visto hasta ahora tienen una multiplicación que es 
conmutativa. Muchos de ellos, como Z, Q y R tienen, además, identidad multipli
cativa I. Sin embargo, 2Z no tiene elemento identidad para la multiplicación. 
Hay muchos anillos en los cuales la multiplicación no es conmutativa. El estu
diante que conozca un poco de teoria de matrices, verá que las matrices n x n 
cuyos registros son elementos de Z (o Q, R o C) forman un anillo bajo la suma y 
multiplicación de matrices, donde |a multiplicación no es conmutativa si n > 2. 
Estos anillos de matrices sí tienen un elemento identidad para la multiplicación. 
Los trataremos con mayor detalle en el capítulo 25.

Es evidente que {0} con 0 + 0 =  0 y (0)(0) = 0 da un anillo. Aquí, 0 actúa 
como identidad multiplicativa y como identidad aditiva. Por el teorema 23.1, éste 
es el único caso en que 0 puede actuar como identidad multiplicativa, pues si 
0a = a podemos deducir que a = 0. Cada vez que hablemos de una identidad 
multiplicativa en un anillo, excluiremos este caso trivial, esto es, cuando hable
mos de una identidad multiplicativa, supondremos que es distinta de cero.

y
Definición Un anillo en donde la multiplicación es conmutativa es un anillo 
conmutativo. Un anillo R con identidad multiplicativa 1 tal que 1.x =  .ti =  .x 
para todas las .x e R  es un anillo con unitario. Una identidad multiplicativa 
en un anillo es un elemento unitario.

Teorema 23.2 Si R es un anillo con unitario, entonces este elemento unitario 
1 es ¡a única identidad multiplicativa.

Demostración Procedemos exactamente como lo hicimos para grupos. Sean 1 y 
1' identidades multiplicativas en un anillo R  y dejemos que compitan. Conside
rando el I como identidad tenemos

(D(l') = 1'.

Considerando el T como la identidad tenemos

(l)d ') =  I-

Así, i = r. ■
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Si /?„ R2, ■ ■ ■, Rh son anillos, podemos formar el conjunto x R2 x . . .  x Rn 
de todas las n-adas ordenadas (r¡, r2, . . . ,  r„) donde r¡ e R¡. Si definimos la suma y 
la multiplicación de n-adas por componentes (como para grupos) veremos en 
seguida, a partir de los axiomas de anillo en cada componente, que el conjunto de 
todas estas n-adas forman un anillo bajo la suma y la multiplicación por compo
nentes. El anillo R¡ x R 2 x ■ • • x Ra es el producto directo de los anillos R¡. Es 
claro que dicho producto directo es conmutativo o tiene elemento unitario si y 
sólo si cada R¡ es conmutativo o tiene elemento unitario, respectivamente.

En un anillo R con unitario, el conjunto R* de elementos distintos de cero 
será un grupo multiplicativo si es cerrado bajo la multiplicación del anillo y si 
existen inversos. Un inverso multiplicativo de un elemento a en un anillo R con 
unitario l es un elemento a~l e R tal que aa~l = a ~ la = l. Así como para 
grupos, el inverso multiplicativo de un elemento a en R es único si es que existe 
(véase el ejercicio 23.12). El teorema 23.1 muestra que no tendría sentido tener un 
inverso multiplicativo para el 0, a menos que se desee considerar el conjunto {0} 
donde 0 + 0 = 0 y (0)(0) =  0 como un anillo, con 0 como identidad aditiva y 
multiplicativa. Ya acordamos excluir este caso trivial cuando hablemos de anillos 
con unitario. Así, tenemos que analizar la existencia de inversos multiplicativos 
para elementos distintos de cero en un anillo con unitario. Quizás estén cansados 
de tantas definiciones, pero no queda más remedio.

Definición Sea R un anillo con unitario. Un elemento u en R es una unidad
de R si tiene un inverso multiplicativo en R. Si todo elemento distinto de
cero en R es una unidad, entonces R es un semi campo o anillo con división.
Un campo es un anillo conmutativo con división.

Ejemplo 23.4 Z no es un campo pues, por ejemplo, el 2 no tiene inverso 
multiplicativo, de modo que el 2 no es una unidad en Z. Las únicas unidades en 
Z son 1 y —1. Claramente, Q y R son campos. ■

Existen, de manera natural, los conceptos de subanillo de un anillo y subcampo 
de un campo. Un subanillo de un anillo es un subconjunto del anillo que es anillo 
bajo las operaciones inducidas de todo el anillo; un subcampo se define de modo 
análogo para un subconjunto de un campo. De hecho, digamos de una vez que, si 
tenemos un conjunto, junto con cierto tipo especifico de estructura algebraica en 
el conjunto, llamamos glob a esta conglomeración (grupo, anillo, campo, dominio 
entero, espacio vectorial, y demás), entonces cualquier subconjunto de este con
junto, tal que la estructura algebraica inducida de manera natural, que produce 
una estructura algebraica del mismo tipo, es un subglob. Si K  y L  son globs, 
denotaremos por K < L  que K  es un subglob de L, y K < L  denotará que K < L 
pero que K  /  L.

Por último, queremos advertir que no debe confundirse el uso de las pala
bras unidad y unitario. Unitario es la identidad multiplicativa, mientras que 
unidad es cualquier elemento que tiene un inverso multiplicativo. Así, la identi
dad multiplicativa o unitario, es una unidad, pero no toda unidad es unitario. 
Por ejemplo, - 1  es una unidad en Z pero — 1 no es unitario, esto es, -  1 /  1.
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Ejercicios---------------------------------------------------------------------------
23.1 Dígase para cuáles de los siguientes conjuntos las operaciones indicadas de suma y 
multiplicación están definidas (el conjunto es cerrado) y dan estructura de anillo. Si el 
anillo no se forma, expliqúese por qué.
a) riL con la suma y multiplicación usuales
b) Z + con la suma y multiplicación usuales
c) Z x Z con la suma y multiplicación por componentes
d) 2Z x Z con la suma y multiplicación por componentes
e) {a + by/l | a, b 6 Z} con la suma y multiplicación usuales
f) {a + byfl | a, b e Q} con la suma y multiplicación usuales
g) El conjunto de todos los números complejos imaginarios puros ri para r e R con la 

suma y multiplicación usuales

23.2 En cada parte del ejercicio 23A en que se forme un anillo, dígase si el anillo es 
conmutativo, si tiene unitario y si es un campo.
23.3 Descríbanse todas las unidades de cada uno de los siguientes anillos,
a) Z b) Z x Z
c) Z5 d) Q
e) Z x Q x Z f) Z4

+23.4 Muéstrese que si U es la colección de todas las unidades en un anillo (R, + , •> con 
unitario, entonces <t/, •> es grupo. [Advertencia: asegúrese que U es cerrado bajo la 
multiplicación.]

23.5 Muéstrese que a2 — b2 = (a + b)(a — b) para todas las a  y ó en un anillo R si y 
sólo si R es conmutativo.

23.6 ¿Falso o verdadero?
—  a) Todo campo también es anillo.
—  b) Todo anillo tiene identidad multiplicativa.
—  c) Todo anillo con unitario tiene al menos dos unidades.
—  d) Todo anillo con unitario tiene a lo más dos unidades.
—  e) Es posible que un subconjunto de algún campo sea anillo pero no un subcampo,

bajo las operaciones inducidas.
—  0 Las leyes distributivas para un anillo no son muy importantes.
—  g) En un campo, la multiplicación es conmutativa.
—  h) Los elementos distintos de cero de un campo forman grupo bajo la multiplica

ción del campo.
—  i) En todo anillo, la suma es conmutativa.
—  j) Todo elemento de un anillo tiene inverso aditivo.

23.7 Sea (R, +  ) un grupo abeliano. Muéstrese que (R, + , •) es un anillo si definimos 
ab = 0 para todas las a, be R.
23JS Muéstrese que los anillos 2Z y 3Z no son isomorfos. Muéstrese que los campos R y 
C no son isomorfos.

23.9 (Exponenciación estudiantil.) Sea p un primo. Muéstrese que en el anillo Zp se tiene 
(a +  b f  = a” +  b* para todos lo s a, be Zr ISugerencia: obsérvese que la expansión 
binomial usual para (a + b f es válida en un anillo conmutativo.]

23.10 Dése un ejemplo de un anillo unitario 1 que tenga un subanillo unitario 1' #  1.
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23.11 Mucsircsc que el elemento unitario en un subeampo de un campo debe ser el 
unitario de lodo el campo, en contraste con el ejercicio 23.10 para anillos.

23.12 Muéstrese que el inverso multiplicativo de una unidad en un anillo con unitario es 
única.

23.13 Un elemento a de un anillo R es nilpotente si a" =  0 para algún n e  ' / . ' .  Muéstrese 
que si a y b son elementos nilpotentes de un anillo conmutativo, entonces a + h también es 
nilpotente.
23.14 Muéstrese que un anillo R no tiene elementos nilpotentes distintos de cero si y sólo 
si 0 es la única solución de x2 =  0 en R.
23.15 Muéstrese que un subconjunto S de un anillo R da un subanillo de R si y sólo si es 
válido lo siguiente:

0 e .V;
(a — b) e  S  para todas las u, h e S: 
tth e S para todas las a, b e S.

23.16 a) Muéstrese que una intersección de subanillos de un anillo R es, de nuevo, un 
subanillo de R.

b) Muéstrese que la intersección de subeampos de un campo Fes, de nuevo, un subeam
po de F.

23.17 Sea R un anillo y sea a un elemento fijo de R. Sea I„ =  {x e R \ ax =  0}. Muéstrese 
que ¡a es un subanillo de R.
23.18 Sea R un anillo y sea a un elemento fijo de R. Sea Ra el subanillo de R que es la 
intersección de todos los subanillos de R que contienen a (véase el ejercicio 23.16). El anillo 
R, es el subanillo de R generado por a. Muéstrese que el grupo abeliano </?„ +> está 
generado (en el sentido del capitulo 9) por {o" | n e  Z +}.

23.19 Considérese <S, + , -> donde S es un conjunto y + y • son operaciones binarias en 
S  tales que

<5, +  > es un grupo,
<5*, •> es un grupo, donde S* está formado por todos los elementos de S excepto la 
identidad aditiva,
a(b +  r) =  (ab) + (ac) y (a + b)c =  (ac) +  (be) para todas las a, b, c e S. 

Muéstrese que <5, + , ■> es un anillo de división. [Sugerencia: apliqúense las leyes 
distributivas a (1 +  1 X« + b) para probar la conmutatividad de la suma.]

23.20 Un anillo R es un anillo booleano si a2 = a para todas las a e R. Muéstrese que 
todo anillo booleano es conmutativo.

23.21 (Para estudiantes que tengan algún conocimiento sobre las leyes de la teoría de 
conjuntos.) Para un conjunto S sea &(S) la colección de todos los subconjuntos de S. 
Defínanse las operaciones binarias + y • en á*(S) por

A + B =  (A <u B) — (A n  B) = {x \ x e A o x e B, pero x i  (A n  B)}
y

A - B = A ni B
para A, B e íf(S).
a) Dense las tablas para +  y • en ¿?(S) donde S  =  {a, b}. [Sugerencia: í?(S) tiene cuatro 

elementos.]
b) Muéstrese que para cualquier conjunto S, <^(S), + , •> es un anillo booleano (véase el 

ejercicio 23.20). ~
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Dominios 
enteros

En esta sección, para motivar su estudio, usaremos polinomios de manera intuiti
va. Será hasta el capitulo 30 cuando se traten con detalle.

24.1 DIVISORES DE 0 Y CANCELACION

Una de las propiedades algebraicas más importantes de nuestro sistema numéri
co usual es que el producto de dos números puede ser 0 sólo si al menos uno de 
los dos factores es cero. Se suele usar con frecuencia este hecho, incluso de 
manera inconsciente. Supóngase, por ejemplo, que se pide resolver la ecuación

x 2 -  5x + 6 =  0.

Lo primero que se hace es factorízar el lado izquierdo:

x 2 — 5x + 6 =  (jc — 2)(x — 3).

Después se concluye que los únicos valores posibles para x  son 2 y 3. ¿Por qué? 
Porque si x  se reemplaza por cualquier número a, el producto (a — 2)(a — 3) de 
los números resultantes es 0, si y sólo si a — 2 = 0 o a — 3 = 0.

Ejemplo 24.1 Resolvamos la ecuación x 2 — 5* +  6 =  0 en Z 12. Ahora, 
x 2 — 5jc +  6 =  (jc — 2)(x — 3) sigue siendo válido si consideramos x  como un 
número en Z 12- Pero en Z 12 no sólo 0a =  aO = 0 para todas las a e  Z 12, sino 
además,

(2)(6) = (6)(2) =  (3)(4) = (4)(3) =  (3)(8) =  (8)(3)
=  (4)(6) =  (6)(4) = (4)(9) = (9)(4) =  (6)(6) = (6)(8)
= (8)(6) =  (6)(I0) =  (10)(6) =  (8)(9) = (9)(8) = 0.
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Así, nuestra ecuación no tiene sólo las soluciones 2 y 3, sino también 6 y 11 pues 
(6 -  2)(6 -  3) = (4)(3) =  0 y ( ll  -  2)(ll -  3) =  (9)(8) =  0 en Z 12. .

Estas ideas son tan importantes que las formalizaremos en una definición.

Definición Si a y b son dos elementos distintos de cero de un anillo R  tal 
que ab = 0, entonces a y  b son divisores de 0. En particular, a es un divisor 
izquierdo de 0 y b es un divisor derecho de 0.

En un anillo conmutativo, todo divisor izquierdo de 0 es también un divisor 
derecho de 0 y recíprocamente. Así, no hay distinción entre divisores izquierdo y 
derecho de cero en un anillo conmutativo.

El ejemplo 24.1 muestra que en Z 12 los elementos 2, 3, 4, 6, 8, 9 y 10 son 
todos divisores de 0. Nótese que estos son precisamente los números en Z 12 que 
no son primos relativos con 12, esto es, aquéllos cuyo mcd con 12 no es 1. 
Nuestro siguiente teorema muestra que éste es un ejemplo de una situación 
general.

Teorema 24.1 En el anillo Z„ los divisores de 0 son precisamente aquellos 
elementos que no son primos relativos con n.

Demostración Sea m e Z„, donde m #  0, y sea d /  1 el mcd de m y n. Entonces,

y (m/d)n da 0 como múltiplo de n. Así, m(n/d) = 0 en Z m mientras que ni m ni 
n¡d es 0, así que m es un divisor de 0.

Por otro lado, supóngase que m e  Z„ es primo relativo con n. Si para s e  Z„ 
tenemos ms =  0, entonces n divide al producto ms de m y s como elementos del 
anillo Z. Como n no tiene factores >  1 en común con m, debe ser que n divide a s, 
de modo que s =  0 en Z„. ■

Corolario Si p es primo, entonces Z p no tiene divisores de 0.

Demostración La demostración de este corolario resulta de inmediato del teore
ma 24.1. ■

Otra indicación de la importancia del concepto de divisores de 0 se muestra en el 
siguiente teorema. Sea R un anillo y sean a, b, ce  R. Las leyes de cancelación 
valen en R  si ab = ac con a /  0, implica b =  c y ba =  ca con a #  0 implica b — 
=  c. Estas son las leyes de cancelación multiplicativas. Es claro que las leyes de 
cancelación aditiva valen en R, pues <2?, +  > es grupo.

Teorema 24.2 Las leyes de cancelación valen en R si y  sólo si R no tiene 
divisores de 0, izquierdos ni derechos. _
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Demostración Sea R un anillo en el cual se cumplen las leyes de cancelación, 
supóngase que ab = 0 para algunas a ,b e R .  Debemos mostrar que a es cero o b 
es 0. Si a 0, entonces ab = aO implica que b = 0, por las leyes de cancelación. 
Análogamente, b 0 implica que a = 0, de modo que no puede haber divisores 
izquierdos ni derechos de 0, si las leyes de cancelación se cumplen.

Recíprocamente, supóngase que R no tiene divisores izquierdos ni derechos 
de 0 y supóngase que ab =  ac con a 0. Entonces,

ab — ac = a(b — c) = 0.

Como a #  0 y R  no tiene divisores izquierdos de 0, debemos tener ¿> — c =  0, de 
modo que b — c. Un argumento similar muestra que ba = ca, con a #  0, impli
ca b = c. m

Supóngase que R es un anillo sin divisores de 0. Entonces, la ecuación ax = b con 
a =£ 0 en R, puede tener a lo más una solución x  en R, pues si axi = b y ax2 = b, 
entonces ax¡ = ax2 y, por el teorema 24.2, .Vj = x 2, pues R no tiene divisores 
de 0. Si R  tiene elemento unitario l y a es una unidad en R con inverso multi
plicativo a~l, entonces, es claro que la solución x  de ax — b es a~xb. En el 
caso de que R sea conmutativo, en particular, si R es un campo, se acostumbra 
denotar a a~lb y ba~l (por conmutatitivad son iguales) por el cociente formal 
b¡a. Esta notación de cociente no debe usarse en el caso de que R no sea 
conmutativo, pues no se sabría si b/a denota al elemento a~xb o al elemento 
ba~x. En un campo F e s  usual definir un cociente bja, donde a #  0, como la 
solución .r en Fde la ecuación ax = b. Esta definición es consistente con nuestras 
observaciones anteriores y usaremos esta notación cociente cuando trabajemos 
en un campo. En particular, el inverso multiplicativo de un elemento a distinto de 
cero, en un campo es \/a.

24.2  DOMINIOS ENTEROS

Definición Un dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que no 
contiene divisores de 0.

Asi, si los coeficientes de un polinomio pertenecen a un dominio entero, pode
mos resolver una ecuación polinomial en la cual se pueda factorizar el polinomio en 
factores lineales, haciendo, como es usual, cada factor igual a 0.

Como se mostrará en nuestra jerarquía de estructuras algebraicas, un domi
nio entero está entre un anillo conmutativo con unitario y un campo. El teorema
24.2 muestra que las leyes de cancelación para la multiplicación se cumplen en un 
dominio entero. Hemos visto que Z y Zp para cualquier primo p son dominios 
enteros, pero Z„ no es un dominio entero si n no es primo.

Teorema 24.3 Todo campo F es un dominio entero. '
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Demostración Sea a, b e F, supóngase que a #  0. Entonces, si ab =  0 tenemos

Pero entonces,

Hemos mostrado que ab = 0 con a ^  0 implica que b =  0 en F, de modo que no 
existen divisores de 0 en F. Es claro que Fes un anillo conmutativo con unitario 
y así, queda probado el teorema. ■

V
Hasta ahora, los únicos campos que se han visto son Q, R y C. El corolario del 
siguiente teorema nos dará algunos campos de orden finito.

Teorema 24.4 Todo dominio entero finito es un campo.

Demostración Sean

0, 1, a „  . . . ,  a„

todos los elementos de un dominio entero finito D. Es necesario mostrar que 
para a e D, donde a #  0, existe b e D tal que ab = 1. Considérese ahora

a l, aa,, . . . ,  aañ.

Afirmamos que todos estos elementos de D son distintos, pues aa¡ =  aa¡ implica 
que a¡ — ap por las leyes de cancelación que valen en un dominio entero. 
Además, como D no tiene divisores de 0, ninguno de estos elementos es 0. 
Contando, tenemos que a l, a a , , . . . ,  aa. son los elementos 1, a „  . . . ,  an en algún 
orden, de manera que a l  =  1, esto es, a =  1, o bien aa, =  1 para alguna i. Así, a 
tiene inverso multiplicativo. ■

Corolario Si p  es primo, entonces Z p es un campo.

Demostración La demostración de este corolario resulta inmediatamente del 
hecho de que Zp es un dominio entero y del teorema 24.4. ■

24.3 CARACTERISTICA DE UN ANILLO

Sea R  cualquier anillo. Podemos preguntar si existe algún entero positivo n tal 
que n a = 0 para todas las a e R, donde n • a significa a +  a +  • ■ • +  a para n 
sumandos, tal como se explicó en la sección 23.1. Por ejemplo, el entero m tiene 
esta propiedad para el anillo Zm.
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Definición Si para un anillo R existe algún entero positivo n tal que n • a =  0 
para todas las a e R, entonces, el menor de dichos enteros positivos es la 
característica del anillo R. Si no existen dichos enteros positivos, entonces R 
es de característica 0.

Usaremos el concepto de característica principalmente para campos.

Ejemplo 24.2 El anillo Z„ es de característica n mientras que Z, Q, R y C tienen, 
todos, característica 0. ■

Teorema 24.5 Si R es un anillo con unitario l, entonces R tiene característica 
n > 0 si y  sólo si n es el menor entero positivo tal que n • l = 0.

Demostración Por definición, si R tiene característica n > 0, entonces, n • a — 0 
para todas las a e R, asi, en particular, n - 1 = 0 .

Recíprocamente, supóngase que n es un entero positivo tal que n i = 0 .  
Entonces, para cualquier a e R tenemos

n a  = a + a +  - + a = a( l + l + ••• + l) =  a(n • 1) = aO =  0.

El teorema se deduce de inmediato. ■

24.4 TEOREMA DE FERMAT

Concluimos esta sección con algunas elegantes aplicaciones a la teoría de núme
ros. Es fácil ver que para cualquier campo, los elementos distintos de cero forman 
grupo bajo la multiplicación de campo. En particular, para Zp los elementos

1, 2, 3 p  -  1

forman un grupo de orden p  — 1 bajo la multiplicación módulo p. Como el 
orden de cualquier elemento en un grupo divide al orden del grupo, vemos que 
para a /  0 y a e Z,, ap_1 =  1 en Zr  Más adelante veremos en detalle, tanto 
para la multiplicación como para la suma, que a e Z p puede considerarse 
representante de la clase lateral a + pZ  y que el producto de clases laterales se 
puede calcular mediante multiplicación módulo p  de representantes, de manera 
análoga al cálculo de las sumas. La colección Z/pZ de estas clases laterales se 
convierten en un anillo isomorfo a Z r  Supongámoslo por ahora; esto nos da 
inmediatamente el llamado pequeño teorema de Fermat.

Teorema 24.6 (Fermat) Si a e Z  y p es un primo que no divide a, entonces p 
divide ap~l — 1, esto es, ap~1 = 1 (modp) para a f  0 (mod p).

Corolario Si a e Z, entonces a? = a (mod p) para cualquier primo p.
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Demostración Si a $  O (mod p), la demostración del corolario resulta del teore
ma 24.6. Si a = O (mod p) entonces, ambos lados se reducen a O módulo p. ■

Este corolario será de gran importancia más adelante cuando se estudien los 
campos finitos.

Ejemplo 24.3 Calculemos el residuo de 8103 al dividirlo entre 13. Usando el 
teorema de Fermat, tenemos

8 i ° 3 _  ( § 1 2 ) 8 ( 8 7 )  s  ( l * ) ( 8 7 )  =  8 7 s  (  —  5 ) 7

= (25)3( — 5) =  (— 1)3( —5) = 5 (mod 13). ■

*24.5 GENERALIZACION DE EULER

Euler dio una generalización del teorema de Fermat. Su generalización se deduce 
inmediatamente del teorema siguiente.

Teorema 24.7 El conjunto G„ ds elementos distintos de cero de Z„ que no son 
divisores de O forman grupo bajo la multiplicación módulo n.

Demostración Primero, debemos mostrar que G„ es cerrado bajo la multiplica
ción módulo n. Sea a, b e G„. Si ab 4 G„, entonces existiría c #  O en Z„ tal que 
{ab)c =  0. Ahora, (ab)c =  0 implica que a(bc) = 0. Como b e Gn y c #  0, 
tenemos be #  0, por definición de Gr  Pero, entonces, afbc) =  0 implicaría que 
a4Gm contrario a la hipótesis. Nótese que hemos mostrado que, para cualquier anillo, 
el conjunto de elementos que no son divisores de 0 es cerrado bajo la multiplicación. 
Ninguna estructura de Z„ además de la estructura de anillo, se ha empleado 
hasta ahora.

Mostremos ahora que Gn es un grupo. Es claro que la multiplicación módu
lo n es asociativa y 1 e Gn. Falta mostrar que, para a e G„, existe b e G„ tal que 
ab =  1. Sean

1, a„ . . . ,  ar 

los elementos de G„. Los elementos

al, aa,, . . . ,  aar

son todos diferentes, pues si aa¡ = aoj, entonces a(a¡ — a¡) = 0 y como a e Gn y, 
por tanto, no es un divisor de 0, debemos tener a¡ — a¡ =  0 o a¡ = a¡. En 
consecuencia, contando, encontramos que al = 1 o alguna aa¡ debe ser 1, de 
modo que a tiene inverso multiplicativo. ■
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Nótese que la única propiedad de Z„ usada en este último teorema, además del 
hecho de que era un anillo con unitario, fue que era finito. En los teoremas 24.4 y
24.7 hemos empleado (esencialmente en la misma construcción) un argumento de 
conteo. Los argumentos de conteo son, a menudo, sencillos, pero están entre las 
herramientas más poderosas de todas las matemáticas.

Definamos tp{n) como el número de enteros positivos menores o iguales a n y 
primos relativos con n. Por ejemplo, si n = 12 los enteros positivos menores o 
iguales a 12 y primos relativos con 12, son 1, 5, 7 y 11, así, <p(12) = 4. Por el 
teorema 24.1, tp(n) es el número de elementos de Z„ que no son divisores de 0. 
Esta función <p:Z+ -» Z + es la función fi de Euler. Podemos describir, ahora, la 
generalización de Euler del teorema de Fermat.

Teorema 24,8 (Euler) Si a es un entero primo relativo con n, entonces 
<fim) — 1 es divisible entre n, esto es, a*"* = 1 (mod n).

Demostración Si a es primo relativo con n, entonces, la clase lateral a + nZ  de 
nZ que contiene el número a contiene un entero b < n y primo relativo con n. 
Usando el hecho (que probaremos más adelante) de que la multiplicación de estas 
clases laterales, mediante-la multiplicación módulo n de representantes, está bien 
definida, tenemos que

«*"> s  b«n) (mod ri).

Pero, por los teoremas 24.1 y 24.7, b puede verse como un elemento del grupo 
multiplicativo G„ de orden <p(ri) formado por los (p(n) elementos de Z„ primos 
relativos con n. Así,

b<m |  (mod n),

y se deduce el teorema. ■

Ejercicios------------------------------------------------------------------------- -
24.1 Encuéntrense todas las soluciones de la ecuación x 3 — 2x2 — 2x =  0 en Z l2.

24.2 Resuélvase la ecuación 3x = 2 en el campo Z 7 y en el campo Z23.

243 Encuéntrese la característica de cada uno de los siguientes anillos:

a) 2Z b) Z x Z
c) Z 3 x 3Z d) Z3 x Z 3
b) Z 3 x Z4 f) Z6 x Z j5

24.4 Usando el teorema de Fermat, encuéntrese el residuo de 347 al dividirlo entre 23.

+243  a) Muéstrese que 1 y p — 1 son los únicos elementos del campo Zp que son sus 
propios inversos multiplicativos. [Sugerencia: considérese la ecuación x2 — 1 = 0.]
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b) De la parte a), dedúzcase la mitad del teorema de iVilson que afirma que si p es primo, 
entonces (/>—!)! = — I (mod p). (La otra mitad afirma que si (n — 1) = -  I (mod n), 
entonces, n es primo.) '

24.6 ¿Falso o verdadero?

—  a) nZ tiene divisores de cero si n no es primo.
---- b) Todo campo es un dominio entero.
—  c) La característica de nZ es n.
—  d) Como anillo, Z es isomorfo a nZ para todas las n ^  1.
—  e> La ley de la cancelación vale para cualquier anillo que sea isomorfo a un 

dominio entero.
—  0 Todo dominio entero de característica 0 es infinito.
—  g) El producto diiecto de dos dominios enteros es, de nuevo, un dominio entero.
—  h) Un divisor de cero en un anillo conmutativo con unitario puede no tener inverso 

multiplicativo.
—  i) nZ es un subdominio de Z.
—  j) Z es un subcampo de Q.

24.7 Encuéntrense todas las soluciones de la ecuación x2 + 2x + 2 = 0 en Z6; de la 
ecuación jr2 + 2x + 4 = 0 en Z6.

24JJ Un elemento a de un anillo R es ¡dempotente si a2 = a. Muéstrese que un anillo con 
división contiene exactamente dos elementos idempotentes.
24.9 Muéstrese que una intersección de subdominios de un dominio entero D es, de 
nuevo, un subdominio de D. '
24.10 Muéstrese que un anillo finito R con unitario y sin divisores de 0 es un anillo con
división. (En realidad, es un campo, aunque la conmutatividad es difícil de probar. Véase 
el teorema 25.5.) [Nota: en la demostración, para mostrar que a #  0 es una unidad, debe 
mostrarse que un «inverso multiplicativo izquierdo» de a #  0 en R es, también, un 
«inverso multiplicativo derecho».]

24.11 Sea R un anillo que contiene al menos dos elementos. Supóngase que para cada
elemento a e R diferente de cero, existe una b e R única tal que aba =  b.
a) Muéstrese que R no tiene divisores de 0.
b) Muéstrese que bab = b.
c) Muéstrese que R tiene unitario.
d) Muéstrese que R es un anillo de división. .

24.12 Muéstrese que la característica de un subdominio de un dominio entero D es igual 
a la característica de D.
24.13 Muéstrese que si D es un dominio entero, entonces, {«• 11 n e Z} es un subdominio 
de D contenido en todo subdominio de D.
24.14 Muéstrese que la característica de un dominio entero D debe ser 0 o un primo p. 
[Sugerencia: si la característica de D es mn, considérese (m- l)(n- 1) en D.]
24.15 Usese el teorema de Fermat para mostrar que para cualquier entero positivo n, 
nsl -  n es divisible entre 383 838. [Sugerencia: 383 838 = (37)(I9)(13)(7)(3)(2).]
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24.16 Este ejercicio muestra que todo anillo R puede agrandarse (si es necesario) a un 
anillo 5 con unitario, con la misma característica que R. Sea 5  = R x Z, si R tiene 
característica 0, y R x Z„ si R tiene característica n. Sea la suma en 5, la suma usual'por 
componentes y sea la multiplicación definida por

(f|, «i)(r2, n2) = (r,r2 + n¡ ■ r1 + n2 r„n , f l2)

donde n - r tiene el significado explicado en el capítulo 23.

a) Muéstrese que S es un anillo.
b) Muéstrese que 5  tiene unitario.
c) Muéstrese que S y R tienen la misma característica.
d) Muéstrese que la transformación <f>:R -* S  dada por r<f> =  (r,0) para r e  R es un

isomorfismo de R con un subanitto de 5.

*24.17 Dése la tabla de la multiplicación de grupo para el grupo multiplicativo de 
aquellos elementos de Z ,2 primos relativos con 12. ¿A qué grupo de orden 4 es isomorfo?

*24.18 Hágase la tabla de los valores de <¡>{n) para n <  30!

*24.19 Usese la generalización de Euler del teorema de Fermat, para encontrar el 
residuo de 71000 al dividirlo entre 24.
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Algunos 
ejemplos 

no conmutativos

Debido a la amplitud del tema no profundizaremos sobre los anillos no conmuta
tivos y semicampos, así es que como podrán imaginarse, de manera natural, surge 
gran cantidad de anillos no conmutativos importantes en álgebra; en este capitu
lo sólo daremos algunos ejemplos de ellos.

Sea F  cualquier campo (digamos Q, R o  C), considérese el conjunto M 2(F) de 
todos los arreglos cuadrados de 2 x 2

donde todas las atj están en F. El primer subíndice i de ai} indica el renglón donde 
está a¡j en el arreglo cuadrado y el segundo subíndice j  indica la columna. Así, a 12 
es el elemento de F  situado en el primer renglón y segunda columna del arreglo 
cuadrado. Dicho arreglo cuadrado es una matriz de 2 x 2 sobre F. El conjunto 
Mm(F) de todas las matrices de n x n sobre F  se define de manera análoga.

Definimos la suma de matrices en M 2(F) por

25.1 MATRICES SOBRE UN CAMPO
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esto es, sumando los elementos de lugares correspondientes. Después de pensarlo 
un momento, se verá que, debido a que F satisface los axiomas de campo, 
<A/2(F), + > es un grupo abeliano con identidad aditiva -

0 0\  
0 0/

y con

_ ( a l l  ^12^   (  ^11 ~ a l2

\ a 21 a 22/ \  — a 21 ~ a 22

La multiplicación de matrices en M 2(F) está definida por

/ f l l l  a 1 2 \ / ^ U  ^ 1 2 ^  _  1 ^ 1 1  +  f l 1 2 ^ 2 1  f l 1 1 ^ 1 2  +  f l 1 2 ^ 2 2 V

\ a 21  a 2 2 / y , 2\ ^ 2 2 /  \ a 2 1 ^ 1 1  +  a 22^2l a 21^l2 +  a 22^22/

Esta multiplicación parece difícil, se recuerda mejor por

KM*,,) = (c¡j)’

donde

2

Os 5] r̂i*,V 1=1

Con la definición análoga para la multiplicación de matrices, en donde la suma 
va de /' = 1 a n y la definición análoga obvia para la suma de matrices, todo lo 
que se ha hecho es válido para el conjunto M„(F) de todas las matrices de n x n 
sobre F.

Ejemplo 25.1 En M 2{Q)

Para mostrar que <M n(F), + , • > es un anillo, falta probar las leyes asociativa y 
distributiva. Lo ilustramos con la ley asociativa para la multiplicación de matri
ces en M„(F). Usando las propiedades de campo de F y la definición de multipli-
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cación de matrices en Mn[F), si drs está en el lugar correspondiente a 
tenemos

donde e„ está en el r-ésimo renglón y .v-ésima columna de [(fly)(óy)](fy). Las leyes 
distributivas se prueban de manera análoga. Consideramos demostrado el si
guiente teorema.

Teorema 25.1 Si F es un campo, entonces el conjunto M n(F) de todas las 
matrices de n x n de elementos de F forma un anillo bajo ¡a suma y multiplica
ción de matrices.

Estos anillos de matrices se usan en álgebra lineal. En este contexto pueden 
considerarse correspondientes a cierto tipo de funciones y, desde este punto de 
vista, se puede mostrar que la multiplicación de matrices es precisamente la 
composición de funciones. Como la composición de funciones siempre es asocia
tiva, da otra demostración, más elegante, de la ley asociativa.

Nótese que M f F )  es isomorfo a F  bajo la transformación M {(F)
dada por a<f> =  (a) para a e  F. Recuérdese que esta sección trata de anillos no 
conmutativos. Es cierto que M n(F) es no conmutativo si n ^  2. El ejemplo 252  lo 
ilustra para M 2(F).

Ejemplo 25.2 Como todo campo E  contiene elementos 0 y 1, M 2(F) siempre 
tiene entre sus elementos a

A n n n
dr¡ ^  ^rk í ^  j C j f  f f  Grlĉ kj j Cjs er5.

fc = 1 \J=  1 /  j =  1 \ k - l

y

La definición de multiplicación de matrices muestra que

mientras que

Así, M 2(F) es no conmutativo. Como
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es la identidad aditiva, este ejemplo muestra, además, que existen divisores de 0 
en M 2(F). Lo mismo es cierto sobre para n > 2. Dejamos como ejercicio
la demostración de que

es el elemento unitario en A/2(F) (véase el ejercicio 25.2). ■

*25.2 ANILLOS DE ENDOMORFISMOS

Sea A cualquier grupo abeliano. Un homomorfismo de A en si mismo es un 
endomorfismo de A. Sea Hom(A) el conjunto de todos los endomorfismos de A. 
Como la composición de dos homomorfismos de A en si mismo es de nuevo uno 
de dichos homomorfismos, definimos la multiplicación en Hom(A) por la compo
sición de funciones, así, la multiplicación es asociativa.

Para definir suma, para <f>, é  e Hom(A), tenemos que describir el valor de 
(<f> +  i¡>) en cada a e A. Defínase

a(<£ +  4/) = (a<p) + (at/O-

Como

(a +  b){4> +  11>) = {a + b)<j> + {a + =  (a<j> + b<¡>) + (ai¡/ + b\¡/)
= (a<t> +  a4>) +  (b<¡> + bij/) = a(<p + 4*) + b{<¡) + 4*),

vemos que <f> + 4* está en Hom(A).
Como A es conmutativo, tenemos que

a(<t> +  ip ) =  (a<¡>) +  (at¡/) =  (ai¡/) +  (a<¡>) =  a (4 i +  <¡>)

para todas las a e A, de modo que 4> + i¡/ = 4/ + <j>y\a suma en Hom(A) es 
conmutativa. La asociatividad de la suma se sigue de

a[<¿> + (4> +  fl)] = a<¡> + a(ip + 6) = a(¡> + (a\¡t + aO)
= (a<¡> + a\¡i) + aB = a(4> + 4>) + ad = a[(<f> + 4>) + #]•

Si e  es la identidad aditiva de A, entonces, el homomorfismo 0 definido por
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para a e  A es claramente una identidad aditiva en Hom(A). Por último, para

<j> e Hom(A), '

— (¡> definida por

4 - 4 ) =  ~W>)

está en HomjA), puesto que

(a + b)(-4>) = -((a  + / # )  =  - (a *  + b<f>)
= —(°4) + {-(b<t>)) = 4 - 4 )  + 4 - 4 1

Es claro que $ +  (—</>) =  0. Así, (Hom(A), +> es un grupo abeliano.
Nótese que no hemos usado aún el hecho de que nuestras funciones son 

homomorfismos excepto para mostrar que 4 + 4  y ~ 4  son, nuevamente, homo- 
morfismos. Así, el conjunto AA de todas las funciones de A en A es un grupo 
abeliano bajo exactamente la misma definición de suma y es claro que la compo
sición de funciones da, de nuevo, una bella multiplicación asociativa en AA. Sin 
embargo, sí necesitamos ahora el hecho de que estas funciones en HomjA) son 
homomorfismos, para probar la ley distributiva derecha en Hom(A). Excepto por 
esta ley distributiva derecha <AA, + , )  satisface todos los axiomas para un 
anillo. Sean (j>, 4  y 6 en Hom(A) y sea ae  A. Entonces,

a[(4 + 4 W  = Í4 4  + 4 W  = ia4  + a4)0-

Como 6 es un homomorfismo,

(a<f> + a\¡/)d =  (a<j>)6 + (a[f/)6 =  449)  + 449)  =  4 4 9  +

Así, (<p + 4)9 = 49 + 49■ La ley distributiva izquierda no causa dificultad, aun 
en AA y resulta de

a[4(4 + $)] = a4(4 + 9) = (a4)4 + (a4)9 = 4 4 4 )  + 449) = 4 4 4  + 49)-

Así, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 25.2 El conjunto Hom{A) de todos los endomorfismos de un grupo 
abeliano A forma un anillo bajo la suma de homomorfismos y la multiplicación 
de homomorfismos (composición de funciones).

De nuevo, para mostrar las aplicaciones que puede tener este capítulo, 
debemos dar un ejemplo para mostrar que Hom(A) no es por fuerza conmutativo. 
Parece razonable esperarlo, pues la composición de funciones, en general, no es
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conmutativa. Sin embargo, en algunos casos, Hom(A) podría ser conmutativo. De 
hecho, Z, + »  es conmutativo. En el ejercicio 25.10, pedimos al estudiante 
que lo demuestre.

Ejemplo 253  Considérese el grupo abeliano libre <Z x Z, + > analizado en la 
parte I. Podemos especificar un endomorfismo de este grupo abeliano libre, 
dando sus valores en los generadores del grupo (1, 0) y (0, 1). Definir

<f>eHom(( Z x Z, + »

por

(1, 0)0 =  (1, 0) y (0, 1)0 = (1, 0).

Definir 0 por

(1, 0)0 = (0, 0) y (0, 1)0 = (0, 1).

Intuitivamente, 0  transforma todo sobre el primer factor de Z x Z, y 0 colapsa 
el primer factor. Así,

(n, m)(0 0 ) = (n + m, 0)0 = (0, 0),

mientras que

(«, m)(0 0 ) = (0, m)4> = (m, 0).

De aquí que 0 0  #  00. ■

Ejemplo 25.4 Sea F  un campo y sea E[jc] el conjunto de todas las expresiones 
polinomiales formales con coeficientes en F. (Analizaremos dichos polinomios en 
el capítulo 30. Por ahora, nos basaremos en la intuición del lector.) Un elemento 
típico de F[x] se puede escribir en la forma

a0 + a^x + a2x 2 + • • • + a

donde a0, a1,a2, - . . ,  ansF.  Con la suma usual de polinomios, F[jc] se vuelve un 
grupo abeliano, de manera que podemos considerar Hom(F[xJ). Un elemento de 
//ow(F[jc]) actúa en cada polinomio en /"[jc], multiplicando por x. Sea X  este 
endomorfismo, de modo que

(a0 + atx  + a2x 2 + ••• + a ¿ f)X  =  a0x  + ayx 2 + a2x 3 + ••• + aMx"+1.

Otro elemento de Hom(F[x]) es la diferenciación formal con respecto a x. (La 
conocida fórmula «la derivada de una suma es la suma de las derivadas» garanti
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za que la diferenciación es un endomoriismo de F[*].) Sea Y este endomorfismo 
de modo que

(o0 + axx + a2.x2 + •• + a„x")Y = a{ + 2a2x  + •■• + na„x”~l.

En el ejercicio 25.12 pedimos mostrar que X Y  — YX  = 1, donde 1 es el unitario 
(la transformación idéntica) en Hom(F[x\). Así, X Y  #  YX. La multiplicación de 
polinomios en F[.v] por cualquier elemento de F también da un elemento de 
Hom{F[x~\). El subanillo de Flom(F[x§ generado por X  y Y y multiplicaciones 
por elementos de F es el álgebra de Weyl y es importante en mecánica 
cuántica. ■

*25.3 ANILLOS DE GRUPO Y ALGEBRA DE GRUPO

Sea G = (g,-1 i e /} cualquier grupo multiplicativo y sea R cualquier anillo con 
unitario. Sea R(G) el conjunto de todas las sumas formales

Z a £ ii e l

para a¡ e R y g¡ e G, donde todas las a¡ excepto un número finito son 0. Definamos
la suma de dos elementos de R(G) por

(Z a & i )  +  ÍZ b& ¡)  = Z (a¡ + b ¡)8i-\ ¡ e í  J  \¡€/ /  i e l

Es claro que (aj +  b¡) = 0 excepto por un número finito de índices i, de modo que 
Z¡c / (a¡ + b,)g¡ está de nuevo en R(G). Es inmediato que +  > es un grupo
abeliano con identidad aditiva Zi«/0f>r

La multiplicación de dos elementos de R(G) está definida por el uso de las 
multiplicaciones en G y R como sigue:

( z « * .) ( z * * ) «  z (  I  «a V\¡e / /  \ le i  /  i e l  \9jek*=ti J

De manera intuitiva distribuimos formalmente la suma Y j e J a ig¡ sobre la suma 
Z i í /  b¡g¡ y al término a¡gp¡,gk lo nombramos a f i g e donde gjgk =  g¡ en G. Como 
a¡ y b, son 0 para todos, excepto un número finito de i, la suma Zgj«k=«iaA  
contiene sólo un número finito de sumandos diferentes de cero apk e  R  y  así 
pueden considerarse un elemento de R. Claramente, tenemos otra vez que a lo 
más un número finito de dichas sumas Z»/««.=#iaA  8011 distintas de cero. Así, la 
multiplicación es cerrada en R(G).
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La ley distributiva se sigue de inmediato a partir de la definición de suma y 
de la manera formal en que usamos la distributividad para definir multiplicación. 
Para la asociatividad de la multiplicación '

( i » * )  ( i i < A )  i ( i  vA ?,
\ iel / L \ ie' / \ ' el J A \ iel /  Lie' \9jik=!li /  _

= I  ( Z a.bjĈ gi
¡e l  \9h«tgk = 9, J

= [z ( Z a>hj)x¡ (z c&¡
]_i€l \th lj = gi J  J  \ i e l

“ [fe te)]fe
Así, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 25.3 Si G es cualquier grupo multiplicativo, entonces (R(G), + , • ) 
es un anillo.

Si nombramos ahora g¡ al elemento e, a¿g, de R(G) donde a¡ =  0 para 
i =£ j  y a¡ =  I, vemos que se puede considerar que, de manera natural, </?((/), • ) 
contiene G como subsistema multiplicativo. Así, si G no es abeliano, R(G) no será 
un anillo conmutativo.

Definición El anillo R{G) definido antes, es el anillo del grupo G sobre R. Si 
F  es un campo, entonces ffC) es el álgebra de grupo de G sobre F.

Ejemplo 25.5 Demos las tablas de suma y multiplicación para el álgebra de 
grupo Z 2(G), donde G = {e, a} es ciclico de orden 2. Los elementos de Z 2(G) son

Oe + Oa, Oe + \a, le + Oa y le + la.

Si denotamos estos elementos de la manera obvia y natural por

0, a, e y e + a, 

respectivamente, obtenemos las tablas 25.1 y 25.2.

Tabla 25.1 Tabla 25.2
+ 0 a e e +  a 0 a e e +  a

0 0 a e e +  a 0 0 0 0 0

a a 0 e +  a e a 0 e a e +  a

e e e +  a 0 a e 0 a e e +  a

e +  a e +  a e a 0 e +  a 0 e +  a e +  a 0
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Por ejemplo, para ver que (e + a)(e + a) = 0 tenemos que

(\e +  la)(le +  la) =  (1 +  l)e +  (1 +  l)a =  Oe +  0 a.

Este ejemplo muestra que un álgebra de grupo puede tener divisores de 0. En 
efecto, usualmente así sucede. ■

*25.4 CUATERNIONES

Hasta ahora no hemos visto un ejemplo de semicampo. Los cuaterniones de 
Hamilton son el ejemplo común de un semicampo; describámoslos.

Sea ü  el conjunto R x R x R x R. Ahora, ( R x R x R x R , +  ) e s u n
grupo bajo la suma por componentes, el producto directo de R bajo la suma, por
él mismo, cuatro veces. Esto da la operación de suma en á. Cambiemos el
nombre a ciertos elementos de J .  Hagamos

1 =  (1, 0, 0, 0), i =  (0, 1, 0, 0),
y =  (0, 0, 1, 0) y k =  (0, 0, 0, 1).

Además, acordamos hacer

a ¡ =  (a¡, 0, 0, 0), a2i = (.0, a2, 0, 0), 
a j  =  (0, 0, a3, 0) y a4k =  (0, 0, 0, a4).

En vista de nuestra definición de suma, tenemos

(a„ a2, a3, a4) =  at + a2i +  a j  +  aje.

Así,

(a, +  a2i + a j  + a4k) +  (ó, +  b2i + b j  +  bjc) =
=  (a, + bl ) + (a2 +  b2)i + (a3 +  b3)j + (a4 +  b4)k.

Para definir la multiplicación en 1, comenzamos definiendo

la  = a l =  a para a e á ,  
i1 =  j 2 = k 2 = — 1,

y

Ü = k, jk  = i, ki  =j , j i = - k ,  _k j = - i  y ik = - j .
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Nótese la analogía con los llamados productos cruz de vectores. Estas fórmulas 
son fáciles de recordar si se piensa en la sucesión

i, j, k, i, j, k.

El producto de izquierda a derecha de dos elementos adyacentes es el siguiente a 
la derecha. El producto de derecha a izquierda de dos elementos adyacentes es el 
negativo del que les sigue a la izquierda. Entonces, definimos el producto como lo 
que debe ser, para que se cumplan las leyes distributivas, a saber,

(flj + a2i +  a j  +  a4k)(bl +  b2i +  b j  + b4k) =
= (a1b l -  a2b2 -  a3b3 -  a4b4) +  (,a¡b2 +  a2bl + a3b4 -  a4b3)i +

+  (a2b3 -  a2b4 +  a3b1 + a4b2)j +
+ {a1b4 + a2b3 -  a3b2 + a4bY)k.

La verificación de que 3  es un semicampo es ahora una tarea tediosa, parte 
de ella se asigna como ejercicio. Como ij =  k  y j i  = — k, vemos que la multiplica
ción no es conmutativa, de modo que 3  definitivamente no es campo. El único 
axioma que no puede verificarse en forma mecánica es la existencia del inverso 
multiplicativo para a = a¡ + a2i + a j  + a4k, donde no todas las a¡ = 0. El 
estudiante puede corroborar que

(a1 + a2i + a j  + a4fc)(fli -  a2i — a j  — a4k) = a\ + a\ + a\ + a\.

Si hacemos

|a |2 =  a\ + a\ + a\ + al y á =  -  a2i -  a j  -  a4k,

vemos que

es un inverso multiplicativo de a. Hemos demostrado el teorema siguiente.

Teorema 25.4 Los cuaterniones 3  forman un semicampo bajo la suma y  la 
multiplicación.

Nótese que G =  {+1, ±i, ± j, +£} es un grupo de orden 8 bajo la multipli
cación de cuaterniones. En términos de generadores y relaciones, este grupo está 
generado por i y j, donde

í4 = 1, j 2 = i2 y j i  = i3j.
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Como en el ejemplo 22.5 vimos que G2 con presentación

(a, b:a* = 1, b2 = a2, ba = a3b), -

es un grupo de orden 8, debemos tener G2 ~  G. Esto explica por qué el grupo G2 
del ejemplo 22.5 se llamó grupo de cuaterniones.

El álgebra no es tan rica en semicampos (estrictos) como lo es en campos. 
Por ejemplo, no hay semicampos finitos (que no sean campos). Este es el conteni
do de un famoso teorema de Wedderburn, el cual enunciamos sin demostración.

'y
Teorema 25.5 (Wedderburn) Un anilla de división, finito, es campo.

\
Demostración Consultar la literatura para la demostración del teorema de Wed
derburn.

ejercidos---------------------------------------------------------------------------
*25.1 Calcúlese

C  - K  - ! )

’ e  D G  - 9
en M2(Q).

*25.2 Muéstrese que

(::)
es elemento unitario en M2(F). Descríbase el elemento unitario en Mñ(F).

*25.3 Sea </> el elemento de Hom((Z x Z, + >) dado en el ejemplo 25.3. Este ejemplo
mostró que 4> es un divisor izquierdo de 0. Muéstrese que 4> también es un divisor derecho
deO.

*25.4 Sea G = {e, a, b} un grupo cíclico de orden 3 con elemento identidad e. Escríbase 
cada uno de los siguientes elementos del álgebra de grupo Z:(C7) en la forma

re + sa + tb para r, s, te Z¡.

a) (2e + 3a + 0¿>) + (4* + 2a + 3¿>)
b) (2e + 3a + 0b)(4e + 2a + 3b)
c) (3e + 3 a + 3b)* •
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* 2 5 ^  E scríbanse  los siguientes e lem entos de ¿  en  la form a ti, +  tt,¡ +  u j  +  a4k p ara
a¡ e  R.

a) (/' + 3/')(4 + 2/ -  k)
b) i2f  kji'  
cj (/' + /') 1
d) [(I +  3/)(4/ h- 3A)] 1 

*25.6 ¿Falso o verdadero?
  a) Mm{F) no tiene divisores de 0 para ninguna n.
  b) Todo elemento distinto de cero de M2(Z2) es una unidad.
  c) Ham{A)  es siempre un anillo con unitario #  0 para todo grupo abeliano A.
  d) Hom(A) nunca es un anillo con unitario #  0 para cualquier grupo abeliano A.
  e) El subconjunto ¡so(A) de Hom(A),  formado por los isomorfismos de A sobre A

es un subanillo de Horrí^A) para todo grupo abeliano A.
  f) /f(<Z, + »  es isomorfo a <Z, +, • > para todo anillo conmutativo con unita

rio R.
  g) El anillo de grupo R(G) de un grupo abeliano G es un anillo conmutativo para

cualquier anillo conmutativo con unitario R.
  h) Los cuaterniones son campo.
  i) <á*, • > es grupo, donde J* es el conjunto de los cuaterniones distintos de cero.
  j) Ningún subanillo de M es un anillo.

*25.7 Muéstrese que la matriz

en M2(F) no sólo es un divisor izquierdo de 0, como se mostró en el ejemplo 25.2, sino 
también un divisor derecho de 0.

*2541 Pruébese la ley distributiva izquierda en M2{F).
*25.9 Muéstrese que M2{F) tiene al menos seis unidades para todo campo F. Exhíbanse
estas unidades. [Sugerencia: F tiene al menos dos elementos, 0 y 1.]

*25.10 Muéstrese que Hom((Z, +  )) es isomorfo de manera natural a <Z, + , • )  y que 
Hom((Z„, -t-»  es isomorfo de manera natural a <Z„, + , •).

*25.11 Muéstrese que W»m«Z2 x Z 2, + »  no es isomorfo a <Z2 x Z 2, + , • ).

*25.12 Con respecto al ejemplo 25.4, muéstrese que XY — YX =  1.

*25.13 Con respecto al grupo S3 dado en el ejemplo 4.1, calcúlese el producto

( 0 p „  +  1 p ,  +  0  p 2 +  0 p ,  +  l p 2 +  l p 3 ) ( l p o  +  l P i  +  0 p 2 +  l p ,  +  0 p 2 +  l p 3 )

en el álgebra de grupo Z 2(53).

*25.14 Si G =  {?}, el grupo de un elemento, muéstrese que R(G) es isomorfo a R para 
cualquier anillo R. -
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*25.15 Encuéntrense dos subconjuntos de 2  diferentes de C y diferentes entre ellos, cada 
uno de los cuales es un campo isomorfo a C bajo la suma y multiplicación inducidas de 2.

*25.16 Muéstrese, mediante un ejemplo, que una ecuación polinomial de grado n puede 
tener más de n soluciones en un semicampo. [Sugerencia: considérese n =  2 y el semicam
po 2.]

*25.17 Pruébese la ley asociativa para la multiplicación en 2. (Esto debería quitarles las 
ganas de verificar cualquier otro de los axiomas de semicampo para 2.)

*25.18 Encuéntrese el centro del grupo <iü*, ■ > donde 2* es el conjunto de los cuaternio
nes distintos de cero.
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(i )

El campo de 
cocientes de un 
dominio entero

Si un dominio entero es tal que todo elemento distinto de cero tiene un inverso 
multiplicativo, entonces es un campo. Sin embargo, muchos dominios enteros, 
como los enteros Z, no forman campo. El dilema no es tan serio. El propósito de 
este capítulo es mostrar que todo dominio entero puede considerarse contenido 
en cierto campo, el campo de cocientes del dominio entero. Este campo será un 
campo minimal que contiene el dominio entero en el sentido que describiremos. 
Por ejemplo, los enteros están contenidos en el campo Q, cuyos elementos se 
pueden expresar como cocientes de enteros. Nuestra construcción de un campo 
de cocientes de un dominio entero es exactamente igual a la construcción de los 
números racionales, a partir de los enteros, que ya se habrá visto en un curso de 
fundamentos o de cálculo avanzado. Seguir esta construcción hasta el fin es un 
buen ejercicio para el uso de la definición y el concepto de isomorfismo que 
analizaremos con cierto detalle, aunque escribir, o leerlo hasta el último detalle 
sería tedioso. Podemos motivar cada paso por la forma en que se obtiene Q a 
partir de Z. Recuérdese que las diferentes representaciones de un número racional 
como cociente de enteros, fueron la motivación para el análisis de las relaciones 
de equivalencia de la sección 0.3:

26.1 LA CONSTRUCCION

Sea D un dominio entero que deseamos agrandar a un campo de cocientes F. Un 
esbozo a grandes rasgos de los pasos a seguir es el siguiente:

1 Definir cuáles serán los elementos de F.
2 Definir en F las operaciones binarias de suma y multiplicación.
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3 Comprobar que se cumplan todos los axiomas de campo, para mostrar 
que F es un campo bajo estas operaciones.

4 Mostrar que F puede considerarse conteniendo a D como un subdominio 
entero.

Los pasos I, 2 y 4 son muy interesantes, el paso 3 es muy aburrido. Procedemos a 
la construcción.

PASO I Sea D un dominio entero dado, formar el producto cartesiano

D x  D = {(a , ó) | a, b e  D}.

Se asume que un par ordenado (a, b) representa un cociente formal a/b, esto es, si
D — Z el par (2, 3) representará, finalmente, f. El par (2, 0) no representará
elemento alguno de Q y, también en el caso general, reduciremos un poco D x  D. 
Sea S  el subconjunto de D x  £> dado por

S =  {(«, b) | a, b e D, b ±  0}.

Ahora, S  no será nuestro campo todavía, debido a que con D — Z, pares diferen
tes de enteros, como (2, 3) y (4. 6) pueden representar al mismo número racional. 
A continuación definiremos cuándo dos elementos de 5  representan al mismo 
elemento de F o, como diremos, cuándo dos elementos en S son equivalentes.

Definición Dos elementos (a, b) y (c, d) en 5 son equivalentes y lo denota
mos por (</, b) -  (c, </), si y sólo si ad = be.

Obsérvese que esta definición es razonable, puesto que el criterio para que 
(</, b) — (e, d), es una ecuación tul =  be que involucra elementos de D y la multi
plicación conocida en D. Nótese también, que para D = Z el criterio da la 
definición usual de igualdad, por ejemplo, |  =  |  porque (2)(6) =  (3)(4). El número 
racional que usualmente denotamos por § puede considerarse la colección de 
todos los cocientes de enteros que se reducen a, o son equivalentes a | .

Lema 26.1 La relación descrita — entre elementos del conjunto S  es una 
relación de equivalencia.

Demostración Debemos comprobar que se cumplen las tres propiedades de 
relación de equivalencia.

Reflexicidad (a. b) -  (a. b) pues ab =  ba, porque la multiplicación en D es 
conmutativa.

Simetría Si (a. b) -  (c, </). entonces ad =  be. Como la multiplicación en D 
es conmutativa, deducimos que cb = da y. por Tanto. (<•. d) -  (a, b).
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Transitividad Si (a, h) ~  (r, d) y (c, d) ~  (r, .í), entonces ad = be y es = dr. 
Usando estas relaciones y el hecho de que la multiplicación en D es conmu
tativa, tenemos que

asd = sad = sbc = bes =  hdr = hrd.

Ahora, d  ^  0 y D es un dominio entero, asi que vale la cancelación; éste es un 
paso fundamental en el análisis. Por tanto, de asd = hrd obtenemos as = hr de 
modo que (a, h) ~ (r, s). a

Vale la pena comparar la demostración anterior con la del ejemplo O.l. Los pasos 
son idénticos.

Sabemos ahora, en vista del teorema O.l, que ~ da una partición de S en 
clases de equivalencia. Para evitar colocar líneas largas sobre expresiones exten
sas, escribiremos [(a, ó)] en lugar de (a, b) para la clase de equivalencia de (a, b) 
en S  bajo la relación ~ . Terminamos el paso 1 definiendo F como el conjunto 
de todas las clases de equivalencia [(a, ¿>)] para (a, b)eS.

PASO 2 El siguiente lema sirve para definir suma y multiplicación en F. Debe
ría corroborarse que si D =  Z y [(a, ó)] se considera como (a/b) e Q, estas 
definiciones aplicadas a Q dan las operaciones usuales.

Lema 26.2 Para [(a, b)] y  [(c, d)] en F, ¡as ecuaciones

L(a, ó)] +  [fo d)] =  [(ad + be), bd]

y

[(a, ¿>)][(c, d)] = í(ae, bd)] ,

dan operaciones bien definidas de suma y  multiplicación en F.

Demostración Nótese, primero, que si [(a, b) y [(c, d)] están en F, entonces (a, b) 
y (c, d) están en S, de modo que ó #  0 y d  #  0. Como D  es un dominio entero, 
bd 0 así que (ad + be, bd) y (ac, bd) están en S. (Nótese aquí, el uso fundamen
tal que se da a que D no tiene divisores de 0.) Esto muest^a.que los lados 
derechos de las definiciones están, al menos, en F. ^

Nos falta mostrar que estas operaciones de suma y multiplicación están bien 
definidas. Esto es, se definieron mediante representantes en S  de elementos de F. 
Debemos mostrar que si se escogen diferentes representantes en S, resultará el 
mismo elemento de F. Para ello, supongamos que (a,, ¿>,)e [(a, ¿)] y 
(e„ d ,)e  [(c, d)]. Debemos mostrar que

(a,di + ó,c„ M J e t f a d  -1 be, bd)] 

y que _

M i)e [(a c , bd)].
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Ahora bien, (alf ¿ J e  [(a, ¿)] significa que (a,, ¿ J  ~  (a, ¿), esto es,

a x¿ =  bta. -

De manera análoga, (c,, d¡)e [(c, d)] implica que

cxd = d¡c.

Multiplicando la primera ecuación por dld y la segunda por ¿ t¿ y sumando las 
ecuaciones resultantes, obtenemos la siguiente ecuación en D:

a^hd^d + c ^b ib  = b^ad^d + d^cb^b.

Usando diversos axiomas para un dominio entero, vemos que

+ b^c^bd  =  b^d^ad +  be),

de modo que

(a¡d1 +  ¿je,, ¿ ^ J  ~  (ad + be, bd),

con lo cual, (ald l +  b lc1, b ld l )e  [{ad +  be, bd)]. Esto por lo que se refiere a la 
suma en F. Para la multiplicación en F, al multiplicar las ecuaciones axb =  ó,a y 
ctd  =  d xc, obtenemos

axbc^d =

de modo que, usando axiomas de D, obtenemos

a^ybd  =  bldlac,

lo cual implica que

(ajCj, b1d 1) ~  (ac, bd).

Asi, (axcu b1d1)e  [(ac, bd)], lo cual completa la demostración. ■

Hay que asegurarse de que se entiende el significado del último lema y la 
necesidad de probarlo. Esto completa el paso 2.

PASO 3 El paso 3 es bastante aburrido, pero es bueno que se trabajen algunos 
detalles. La razón es que no se podrán trabajar, a menos que se entienda lo que 
hemos hecho. Trabajar los detalles ayudará a comprender esta construcción. 
Esbozaremos lo que debemos probar y probaremos algunas cosas. El resto lo 
dejamos para los ejercicios. -
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1 La suma en F es conmutativa.

Demostración Ahora, por definición, [(a, ó)] + [(c\ d)] es [(ad + be, bd)]. Ade
más, [(c, d)~\ + [(n, ó)] es, por definición, [(c¿> + da, db)~\. Necesitamos mostrar
que (ad + be, bd) ~  (cb + da, db). Esto es claro, pues ad + be = cb + da y 
bd = db, por los axiomas de D. m

2 La suma es asociativa.
3 [(0, l)] es una identidad para la suma en F.
4 [(— a, ó)] es un inverso aditivo para [(n, ó)] en F.
5 La multiplicación en F  es asociativa.
6 La multiplicación en F  es conmutativa.
7 Las leyes distributivas valen en F.
8 [(l, l)] es una identidad multiplicativa en F.
9 Si [(a, ó)] e F  no es la identidad aditiva, entonces a /  0 en D y [(ó, a)] es 

un inverso multiplicativo para [(a, 6)].

Demostración Sea [(a, ¿)] e F. Si a = 0, entonces

a\ = bO = 0,

de modo que

(a, b) ~  (0, 1),

esto es, [(a, ó)] =  [(0, 1)]. Pero, por la parte 3, [(0, 1)] es la identidad aditiva. Así, 
si [(a, ó)] no es la identidad aditiva en F, tenemos a /  0, de manera que tiene 
sentido hablar de [(ó, a)] en F. Ahora [(a, ó)] [(ó, a)] =  \_(ab, ba)]. Pero en D, 
tenemos que ab — ba o (ab) 1 = (ba) 1, de modo que

(ab, ba) ~  (1, 1).

Así,

[(a, b)][(b, á)] =  [(1, 1)], 

y [(1, 1)] es la identidad multiplicativa, por la parte 8. ■

Esto completa el paso 3.

PASO 4 Nos falta mostrar que F  se puede considerar conteniendo D. Para ello, 
mostramos que existe un isomorfismo i de D con un subdominio de F. A 
continuación, cambiamos los nombres de la imagen de D bajo i usando los 
nombres de los elementos de D y habremos terminado. El lema siguiente nos da 
este isomorfismo. ~
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Lema 26.3 La transformación i : D -* F dada por ai = [(a, 1)] es un isomor
fismo de D con un subdominio de F.

Demostración Para a y b en D tenemos

(a +  b)i =  [(a +  b, 1)].

Además,

(ai) + (bí) = lia, 1)] +  l(b, 1)] =  [(al + Ib, 1)] = Ha +  b, 1)],

de modo que {a +  b)i — (ai) + (bí). Más aún,

iab)i =  Hab, 1)],

mientras que

(ai)ibi) =  l(a, 1)][(¿>, 1)] =  Hab, 1)],

así, iab)i =  iai)(bi).
Falta mostrar que i es uno a uno. Si ai = bi, entonces

[(a, 1)] =  l(b, 1)],

de modo que (a, 1) ~  ib, 1) que da a l =  Ib, esto es,

a = b.

Así, i es un isomorfismo de D con Di y, por supuesto, Di es, entonces, un 
subdominio de F. ■

Como claramente se cumple en F  que [(a, ¿)] =  [(a, 1)] [(1, ¿)] =  [(a, 1 )]/[(¿, 1)] = 
=ai¡bi, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 26.1 Cualquier dominio entero D puede agrandarse (o incrustarse) 
en un campo F, tal que todo elemento de F  puede expresarse como cociente de 
dos elementos de D. iDicho campo F es un campo de cocientes de D.)

26.2 UNICIDAD

Al principio dijimos que F  podría considerarse, en algún sentido, como un campo 
minimal conteniendo D. Esto es bastante obvio, pues todo campo que contiene D 
debe contener todos los elementos a/b para toda a ,b e D  con b ^  0. El siguiente 
teorema mostrará que todo campo que contiene D, contiene un subcampo de 
cocientes de D y dos campos de cocientes de D son isomorfos.
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Teorema 26.2 Sea F un campo de cocientes de D y  sea L cualquier campo 
que contenga D. Entonces, existe una transformación \¡i :F -* L que da un 
isomorfismo de F con un subcampo de L tal que aip = a para a e  D.

Demostración El diagrama reticular y el de la transformación en la figura 26.1 
pueden ayudar a visualizar la situación de este teorema.

L

Figura 26.1

Un elemento de F es de la forma a¡Fb donde /F denota el cociente de a e  D 
por b e D considerados como elementos de F. Claramente, deseamos transformar 
a/Fb sobre a¡Lb donde ¡L denota el cociente de elementos en L. Esto es tan trivial, 
que se podría pensar que hay trampa al definir la transformación <¡j, pero lo 
haremos de cualquier manera.

Debemos definir <¡j :F -* L, comenzamos definiendo

anjr = a para a e  D.

Toda x e F  es un cociente a¡fb de algunos dos elementos a y b, b /  0, de D. 
Tratemos de definir i¡i por

{a¡Fb)\¡J = {aip)/L(bi¡i).

Primero debemos mostrar que esta transformación i¡/ es sensata y está bien 
definida. Como </> es la identidad en D, para 6 / 0  tenemos bip /  0; asi, nuestra 
definición de (a¡Fb)t¡/ como (at¡/)¡L(bi¡/) tiene sentido. Si a¡fb =  c/fd en F, entonces 
ad =  be en D, de modo que (ad)\jt = (be)i¡/. Pero como </> es la identidad en D,

(ad)(¡f = ( # ) ( # )  y (bc)\¡i =  (bi¡/)(c*j/).

Así,

(aipyfibil*) = (al*)/L(d4i)

en L, de modo que tjt está bien definida.
Las ecuaciones

( jy #  =  (-n/OCviA)

y
(.v + i #  = x{¡/ + vip '
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se siguen fácilmente de la definición de \¡/ en F y del hecho de que ^  es la 
identidad en D.

Si (a/Fb)ij/ = (c/Fd)ip, tenemos '

(at¡/)/L(b\¡/) = (<-i/0/L( # )

de modo que

(#)(<#) = (bi¡/)(c\l/).

Como t¡/ es la identidad en D, concluimos que ad = be, por tanto, a¡Fb = c¡Fd. 
Así, i¡/ es uno a uno.

Por definición, aip = a para a  e D. u

Corolario Todo campo L que contiene a un dominio entero D, contiene al 
campo de cocientes de D.

Demostración En la demostración del teorema 26.2, todo elemento del subcam
po Fi/t de L es un cociente en L de elementos de D. ■

Corolario Cualesquiera dos campos de cocientes de un dominio entero D son 
isomorfos.

Demostración En el teorema 26.2, supóngase que L es un campo de cocientes de 
D, de modo que todo elemento x  de L puede expresarse en la forma a/Lb para 
a, be  D. Entonces, L  es el campo Fip de la demostración del teorema 26.2 y es, 
así, isomorfo a F. ■

ejercidos-------------------------------------------------------------------------------
26.1 Descríbase el campo F de cocientes del subdominio entero

D — {n + mi\n, meZ}

de C. «Describir» significa dar los elementos de C que forman el campo de cocientes de D 
en C.

26.2 Descríbase (en el sentido del ejercicio 26.1) el campo F de cocientes del subdominio 
entero D = {n + m^fl \ n, m e Z} de R.

263 Muéstrese, mediante un ejemplo, que un campo F  de cocientes de un subdominio 
propio D' de un dominio entero D también puede ser campo de cociente de D.
f26.4 Pruébese la parte 7 del paso 3. Puede suponerse cualquier parte anterior al paso 3.

26^ ¿Falso o verdadero?
  a) Q es un campo de cocientes de Z.
  b) R es un campo de cocientes de Z.
  c) R es un campo de cocientes de R.
  d) C es un campo de cocientes de R. ~
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—  e) Si D es un campo, entonces, cualquier campo de cocientes de D es isomorfo a D.
—  0 El hecho de que D  no tenga divisores de 0 se usó muchas veces en la construc

ción de un campo F  de cocientes del dominio entero D.
—  g) Todo elemento de un dominio entero D es una unidad en un campo F  de

cocientes de D.
—  h) Todo elemento distinto de cero de un dominio entero D es una unidad en un

capo F  de cocientes de D.
—  >) Un campo de cocientes F ' de un subdominio D' de un dominio entero D puede

considerarse un subcampo de algún campo de cocientes de D.
—  J) Todo campo de cocientes de Z es isomorfo a Q.

26.6 Pruébese la parte 2 de! paso 3. Puede suponerse cualquier parte anterior al paso 3.

26.7 Pruébese la parte 3 del paso 3. Puede suponerse cualquier parte anterior al paso 3.

26.8 Pruébese la parte 4 del paso 3. Puede suponerse cualquier parte anterior al paso 3.

26.9 Pruébese la parte 5 del paso 3. Puede suponerse cualquier parte anterior al paso 3.

26.10 Pruébese la parte 6 del paso 3. Puede suponerse cualquier parte anterior al paso 3.

26.11 Sea R un anillo conmutativo y T  ^  ¡0) un subconjunto no vacío de R cerrado 
bajo la multiplicación, sin divisores de 0. Comenzando con R x T y siguiendo exacta
mente la construcción dada en este capítulo, podemos mostrar que se puede agrandar el 
anillo R hasta un anillo parcial de cocientes Q(R, T). Piénsese en ello durante aproximada
mente quince minutos; vuélvase sobre la construcción y véase por qué funciona. En 
particular, muéstrese lo siguiente:

a) Q(R, T) tiene unitario aunque R no lo tenga.
bj En Q(R, T) todo elemento de T distinto de cero es una unidad.

26.12 Pruébese, a partir del ejercicio 26.11, que todo anillo conmutativo que contenga 
algún elemento a que no sea divisor de 0 puede agrandarse hasta un anillo conmutativo 
con unitario. Compárese con el ejercicio 24.16.

26.13 Con respecto al ejercicio 26.11, ¿cuántos elementos hay en el anillo Q(Z4, {1, 3})?

26.14 Con respecto al ejercicio 26.11, descríbase el anillo Q(Z, {2" | n e  Z +}) describiendo 
al subanillo de R al cual es isomorfo.

26.15 Con respecto al ejercicio 26.11, descríbase el anillo Q(3Z, {6" | n e  Z +}) describien
do el subanillo de R al cual es isomorfo.

26.16 Con respecto al ejercicio 26.11, supóngase que anulamos la condición de que T no 
tiene divisores de cero y sólo se requiere, que el conjunto no vacío T ^  {0} sea cerrado 
bajo la multiplicación. El intento de agrandar R a un anillo conmutativo unitario, en el 
cual todo elemento de T distinto de cero sea unidad, puede fallar, si T contiene algún 
elemento a que sea divisor de 0, pues un divisor de 0 no puede ser, además, unidad. 
¿Dónde se encuentra la primera dificultad al hacer una construcción paralela a la del 
texto, pero comenzando con R x TI En particular, para R = Z6 y T = {1, 2, 4}, ilústrese 
la primera dificultad encontrada. [Sugerencia: está en el paso 1.]
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1

Nuestro objetivo 
fundamental

Este capítulo está diseñado para exponer una perspectiva adecuada de las partes 
no marcadas con asterisco del resto del libro. No hay ejercicios.

Los dos capítulos siguientes tratan temas de la teoría de anillos, análogos al 
material sobre grupos factores y homomorfismos en la teoría de grupos. Sin 
embargo, nuestro objetivo, al desarrollar estos conceptos, es diferente de nuestros 
objetivos en la teoría de grupos. En la teoría de grupos usamos (en parte en las 
secciones con asterisco) los conceptos de grupos factores y homomorfismos para 
estudiar la estructura de un grupo dado y para determinar los tipos de estructu
ras de grupo de ciertos órdenes que podrían existir. Disculpándonos con los 
matemáticos profesionales, explicaremos ahora, en términos conocidos y que se 
consideran sencillos, nuestro propósito al desarrollar esta construcción análoga 
para los anillos.

Todo el material sin asteriscos del resto del libro está dedicado a encontrar y
estudiar soluciones de ecuaciones polinomiales como

x 2 +  x  -  6 =  0.

Hablemos por un momento acerca de este objetivo, a la luz de la historia de las 
matemáticas.

Comencemos remontándonos a la escuela pitagórica de matemáticas, alrede
dor del año 525 a. de J.C. Los pitagóricos afirmaban, con un fervor casi fanático, 
que todas las distancias son conmensurables, esto es, que dadas las distancias a y 
b, debería existir una unidad de distancia u y enteros n y m tales que a = (n)(u) y 
b =  (w)(m). Entonces, en términos de números, al considerar u como unidad de 
distancia, sostenían que todos los números son enteros. Esta idea de conmensura
bilidad puede reformularse, de acuerdo con nuestro-pensamiento, como la afir-
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mación de que todos los números son racionales, pues si a y b son números 
racionales, entonces cada uno es un múltiplo entero del reciproco del mínimo 
común múltiplo de sus denominadores. Por ejemplo, si a =  ^  y b = , entonces
a = (35)(&) y b = (1 6 )(U

Obviamente, los pitagóricos conocían lo que hoy se llama teorema de Pitágo- 
ras, esto es, que para un triángulo rectángulo con catetos de longitud a y b e 
hipotenusa de longitud c, tenemos que

a2 + b2 = c2.

Tuvieron que admitir también la existencia de la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo con dos catetos de igual longitud, de digamos, una unidad cada uno. 
Como sabemos, la hipotenusa de dicho triángulo rectángulo tendría longitud 
y¡2. Imaginen entonces su consternación, desaliento e incluso furia cuando algún 
miembro de su sociedad —según algunas versiones fue el mismo Pitágoras— 
anunció el penoso hecho que se enuncia, según nuestra terminología, en el 
teorema siguiente.

Teorem a 27.1 La ecuación x 2 =  2 no tiene solución en los números raciona
les. Por tanto, y / l  no es un número racional.

Demostración Supóngase que mjn para m, n e Z es un número racional tal que 
(m/n)2 — 2. Entonces,

m2 =  2n2,

donde tanto m2 como 2n2 son enteros. Como m2 y 2n2 son el mismo entero y 
como 2 es un factor de 2n2, vemos que 2 debe ser uno de los factores de m1. Pero, 
por ser un cuadrado, m2 tiene como factores los mismos de m repetidos dos veces. 
Así, m2 debe tener dos factores 2. Entonces, 2n2 tiene dos factores 2, así que n2 
debe tener 2 como factor. Pero, por ser un cuadrado, n2 debe tener dos factores 2. 
Por lo que 2n2 tiene tres factores 2. Pero entonces, m2 debe tener tres factores 2 y 
de aquí, por ser cuadrado, debe tener cuatro factores 2. Pero, entonces, 2n2 debe 
tener al menos cuatro factores 2 y por tanto . . .  Yendo y viniendo así de m2 a 
n2 caemos en una situación imposible. Hemos demostrado, por contradicción, que 
2 #  (m/n)2 para m , n e  Z. Se puede hacer la deducción más concisa y elegante, 
pero no estamos de humor para ello. ■

Así, los pitagóricos fueron directo a la cuestión de la solución de una ecuación 
polinomial, x 2 — 2 =  0. Remitimos al estudiante a Shanks [35, capítulo 3] para 
un animado y absolutamente delicioso relato de este dilema pitagórico y su 
importancia en matemáticas.

En la motivación de la definición de grupo, comentamos la necesidad de 
tener números negativos, para que ecuaciones como x  + 2 =  0 tuvieran solución.
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La presentación de los números negativos causó cierta consternación en algunos 
círculos filosóficos. Uno puede imaginar 1 manzana, 2 manzanas y aún de 
manzana, pero, ¿cómo es posible señalar algo y decir que es —17 manzanas? Por 
último, considerar la ecuación x 2 + 1 = 0 condujo a la presentación del número 
/. El solo nombre de «número imaginario» dado a i muestra cómo se le consideró. 
Incluso ahora, este nombre hace que muchos estudiantes vean a i con cierta 
suspicacia. Los números negativos se presentan a tan temprana edad en el 
desarrollo matemático del alumno, que se aceptan sin cuestionarlos.

Hasta aquí la historia. Reiteramos:

Las partes sin asterisco del resto del libro se dedican a encontrar y  estudiar 
soluciones de ecuaciones polinomiales.

Por primera vez vieron polinomios en álgebra de secundaria. Ahí, lo primero fue 
aprender a sumar, multiplicar y factorizar polinomios. Después, en los cursos 
posteriores de álgebra se puso un énfasis considerable en resolver ecuaciones 
polinomiales. Estos serán, precisamente, los temas que nos ocuparán. La diferen
cia está en que, en la secundaria, sólo se consideraban polinomios con coeficien
tes en los números reales, mientras que aquí trabajaremos con polinomios cuyos 
coeficientes forman cualquier campo arbitrario dado.

Como ya dijimos, los dos capítulos siguientes tratan de anillos factores y 
homomorfismos de anillos, material análogo, formalmente, a lo que hemos hecho 
acerca de grupos factores y homomorfismos de grupo. Ni siquiera se menciona
rán los polinomios. Después, introduciremos polinomios y demostraremos cómo 
puede plantearse la idea de resolver una ecuación polinomial, en términos del 
lenguaje de homomorfismos. No se asusten con la terminología. Recuerden siem
pre que:

Haremos lo mismo que en álgebra de secundaria, pero en un contexto más 
general.

Y después, con una facilidad, elegancia, belleza y elaboración asombrosas, como 
estrella brillante que aparece súbitamente en su opaca vida matemática, alcanza
remos nuestro

Objetivo fundamental: Mostrar que dada cualquier ecuación polinomial de 
grado > 1, donde los coeficientes del polinomio pueden ser de cualquier campo, 
existe una solución de la ecuación.

Si piensan que todo esto es ridículo, piensen en la historia. Esta es la culminación 
de más de 2000 años de esfuerzo matemático en el trabajo con ecuaciones polino
miales. Después de alcanzar nuestro objetivo fundamental, emplearemos el resto 
en estudiar la naturaleza de estas soluciones de ecuaciones polinomiales. Insisti
mos en que no deben tener miedo al estudiar este material. Trataremos temas 
conocidos de álgebra de secundaria. Este trabajo debería parecerles mucho más 
natural que la teoría de grupos. '
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Para concluir, señalamos que esta maquinaria de anillos factores y homo- 
morfísmos de anillos no es estrictamente necesaria para alcanzar nuestro objetivo 
fundamental. Para una demostración directa, véase Artin [26, pág. 29], Sin em
bargo, los anillos factores y los homomorflsmos de anillos son ideas básicas que 
el lector debería comprender, y nuestro objetivo fundamental se desprenderá 
fácilmente una vez que las dominen. Además, usaremos eficazmente estos concep
tos en el estudio de las propiedades de soluciones de ecuaciones polinomiales.
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Anillos cocientes 
e ideales

28.1 INTRODUCCION

El capítulo comienza con el estudio de anillos análogo al material acerca de 
grupos de los capítulos 11, 12 y 13, sobre grupos factores y homomorfismos. 
Como (R , +  > es un grupo para todo anillo R, de hecho, (R , +  > es un grupo 
abeliano, la parte aditiva de esta teoría ya está hecha. Sólo debemos ocupamos 
de sus aspectos multiplicativos. Para hacer que la analogía con la situación para 
grupos sea lo más clara posible, desarrollaremos esta teoría de acuerdo con el 
mismo plan que usamos para grupos. Asi, daremos otra oportunidad para domi
narla.

Sea R  un anillo. Nos ocupamos del estudio de una partición de R  en 
subconjuntos ajenos o celdas, tal que estas celdas puedan considerarse elementos 
en un anillo donde ambas operaciones de suma y multiplicación de celdas son 
operaciones inducidas de R. Esto es, deseamos definir ambas operaciones, esco
giendo representantes de las celdas, sumar o multiplicar, en R, estos representan
tes y definir suma o el producto de celdas, como la celda donde se halle la suma o 
producto de los representantes. Ambas operaciones deben estar bien definidas, 
esto es, ser independientes de la selección de representantes de las celdas.

Teorem a 2 8 .1 (A nálogo d e l teorem a 1 1 . 1 )  Si un anillo R  se puede partir en 
celdas con las dos operaciones inducidas descritas arriba bien definidas, y si las 
celdas forman un anillo bajo estas operaciones inducidas, entonces la celda que 
contiene la identidad aditiva 0 de R debe ser un subgrupo aditivo N  del grupo 
aditivo (R , + ) .  Ademéis, N  debe tener la propiedad adicional de que para 
todas las re  R y n e  N, tanto rn e N, como nr e N. Expresamos esta última 
condición como rN  £  N y Nr £  N. ~
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Demostración Considerando < /? ,+ >  como grupo bajo la suma, sabemos, del 
teorema l l.l, que N  debe ser un subgrupo aditivo de (R , +  ). En efecto, sabe
mos, del trabajo posterior al teorema l l.l, que N  debe ser un subgrupo aditivo 
normal de (R , +  ), pero como la suma en R es conmutativa, todo subgrupo 
aditivo de </?, +  )  es normal en (R , +  ).

Sólo necesitamos mostrar que para r e R  tenemos rN £  N  y Nr c  N. Sea 
reR .  Ahora bien, r está en alguna celda A £  R y, por la hipótesis de que la 
multiplicación inducida de celdas está bien definida, podemos calcular los pro
ductos AN  y NA escogiendo cualesquiera representantes. Escojamos re  A y 
OeJV. Entonces, AN  y NA son las celdas que contienen a rO = Or = 0, esto es, 
AN = NA = N. Por tanto, para todos los representantes n e  N  tenemos r n e N  y 
nreN.  m

28.2 CRITERIOS PARA LA EXISTENCIA DE UN ANILLO 
DE CLASES LATERALES

Teorema 28.2 {Análogo del teorema 11.2) Si un anillo R  se puede partir en 
celdas con ambas operaciones inducidas bien definidas y  formando anillos, 
entonces las celdas deben ser precisamente las clases laterales izquierdas (_y 
también las derechas) con respecto a la suma del subgrupo aditivo (N , +  )  de 
(R , +  )  donde N  es la celda que contiene 0.

Demostración La demostración del teorema 28.2 es inmediata a partir del teore
ma 11.2, si consideramos sólo </?, +  )  como un grupo aditivo y nos olvidamos 
de la multiplicación. ■

Claramente, también se cumple aqui el teorema 11.3, esto es, estas clases laterales 
son ajenas. Como la suma es conmutativa, la clase lateral izquierda r +  TV es la 
misma que la clase lateral derecha N + r.

Lem a 28.1 {A n á logo d e l lem a 12.1) Si <JV, +  }  es un subgrupo aditivo de 
(R , + ) para un anillo R y  si las operaciones inducidas de suma y  multiplica
ción de clases laterales r + N  para r e R  están bien definidas, esto es, son 
independientes de la selección de representantes, entonces, la colección de estas 
clases laterales r +  TV es un anillo bajo estas operaciones inducidas de clases 
laterales.

Demostración El lema 12.1 muestra que las clases laterales forman grupo bajo la 
suma inducida. Los axiomas de anillo que incluyen la multiplicación se cumplen, 
puesto que también calculamos los productos escogiendo representantes y por
que los axiomas de anillos valen en R. Por ejemplo, la ley distributiva izquierda

{r1 + N)[{r2 + N) + (r3 +  A)] =
= [(i-x +  N)(r2 + Nj] + [(rx + N)(r3 +-7V)]
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se sigue, cuando escogemos a r¡ e (r¡ + N ) como representantes y observamos que 
el requisito -

r,(r2 + ri )e\_(rlr2 + 'íE») + W]

es cierto, pues rl(r2 + r 3) = (r1r2 + r ^ ^  por la ley distributiva izquierda en R. 
La otra ley distributiva y la ley asociativa para la multiplicación resultan de 
manera análoga. ■

Teorema 28.3 (Análogo del teorema 12.1) Si (N , + ) es un subgrupo aditivo 
del grupo aditivo (R , + ) de un anillo R, entonces las operaciones de suma y 
multiplicación inducida están, ambas, bien definidas en las clases laterales 
r + N para r e R s i y  sólo si rN £  N y Nr £  N para todas las re  R.

Demostración El hecho de que, si las operaciones están bien definidas, entonces 
rN £  N  y Nr £  N  resulta inmediatamente del lema 28.1 y del teorema 28.1.

Supóngase que <N, + ) es un subgrupo aditivo de (R , + )  tal que para
todas las r e R  tenemos rN ^  N  y Nr ^  N. Por el teorema 12.1 aplicado al
subgrupo (N , + ) de </?, + ), la suma de clases laterales está bien definida. Para 
la multiplicación, debemos mostrar que un producto (r, + N)(r2 + N), calculado 
mediante la selección de representantes, está bien definido. No se pierde generali
dad al tomar, como dos representantes de r, + N, al elemento rx mismo y a 
rj + para «j e N. Análogamente, sean r2 y r2 + n2 dos elementos de r2 + N. 
Debemos mostrar que (r, + n,)(r2 + n2) está en la misma clase lateral rlr2 + N  
que rlr2. Ahora, por las leyes distributivas en R,

(r i +  n l ) { r 2 +  n 2 ) =  r t r 2 +  n ^ n 2 +  n , r 2 +  r xn 2.

La hipótesis de que rN ̂  N y Nr £  N  implica que r^n2e N  y que n1r1 eN.
Considerando r1 como elemento de R, tenemos que n1n2e n lN y n¡N Q N, 
de modo que también e N. Entonces, como <N, + ) es un subgrupo aditivo 
de </?, + ), vemos que (n,r2 + rin2 + n¡n2)eN ,  de modo que (r, + n¡)(r2 + 
+ + N). m

Es claro ahora que estos subgrupos aditivos particulares <N, + ) de un anillo R 
que tengan la propiedad de que rN £  N y Nr £  N  para todas las r e R desempe
ñarán un papel de fundamental importancia en la teoría de anillos, análogo al 
papel de un subgrupo normal en un grupo. Nótese que las condiciones rN ^  N y 
Nr c  N  implican, en particular para re  N, que N  es cerrado bajo la multiplica
ción de R. Así, podemos considerar N, con la suma y multiplicación inducida de 
R, como un subanillo de R. Sin embargo, no todo subanillo de todo anillo R 
satisface las condiciones rN c  N  y Nr c  N. Por ejemplo, Q < R, pero 7tQ £  Q.

252 ANILLOS COCIENTES E IDEALES
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Definición (Análogo de la definición de un subgrupo normal) Un subgrupo 
aditivo <A, +  )  de un anillo R que satisface rN  c  N  y Nr c  N  para todas 
las re  R es un ideal (o un ideal bilateral) de R. Un subgrupo (N, + )  de R 
que satisface rN ^  N para todas las re  R es un ideal izquierdo de R y uno 
que satisface Nr c  N  para todas las re  R es un ideal derecho de R.

C uando nos referimos a un ideal, siempre lo supondremos un ideal bilateral. 
Los ideales izquierdos o derechos que no sean bilaterales no nos interesan. 
Reiteramos:

Un ideal es a un anillo lo que un subgrupo normal es a un grupo.

Definición (Análogo de la definición de grupo factor) Si N  es un ideal en un 
anillo R, entonces, el anillo de las clases laterales r + N  bajo las operaciones 
inducidas es el anillo cociente, o el anillo factor, o el anillo de las clases 
residuales de R módulo N, y se denota por R/N. Las clases laterales son las 
clases residuales módulo N.

Ejemplo 28.1 Considérese el anillo Z. Los únicos subgrupos aditivos de (Z, +  ) 
son, como hemos visto, los subgrupos nZ. C laram ente, si r es cualquier entero y 
m e n Z, entonces rm =  mr es, de nuevo, un múltiplo de n. esto es, si m = ns, 
entonces, rm =  mr =  n(sr) y n(sr) e nZ. Asi, nZ es un ideal y las clases laterales 
a +  nZ de nZ form an un anillo Z/nZ  bajo las operaciones inducidas de sum a y 
multiplicación. ■

En el ejemplo 23.2, definimos para a y ó en Z„, el producto ab módulo n com o el 
residuo cuando se divide entre n el producto usual de a y b en Z. La transform a
ción (f>: Z„ -+ Z¡nZ  dada por

a<f> = a + nZ

claram ente es una transform ación uno a uno y sobre, tal que (a +  b)4> = a<f> +  b<j> 
y (ab)4> = (a<f>)(b<t>). Entonces, Z„ bajo la sum a y la multiplicación m ódulo n, 
puede verse com o Z¡nZ con diferentes nombres y, por tanto, es un anillo bajo 
esta suma y multiplicación. Usam os este hecho en las secciones anteriores, con el 
com entario de que se justificaría más adelante en una situación general. Esta es la 
justificación. Con frecuencia, identificamos Z/nZ  con Z„ mediante este isomorfis
mo </>, el cual es un isomorfismo natural o canónico.

Ejemplo 28.2 Com o se m ostró en el corolario el teorema 24.4, Zp, que es 
isomorfo a Z/pZ, es un cam po para un p primo. Así, un anillo cociente de un 
dominio entero puede ser campo. Diremos más acerca de esto en el capítulo 
siguiente. ■ '

2 8 .3  IDEALES Y ANILLOS COCIENTES
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Ejemplo 28J Se ve fácilmente que el subconjunto N =  {0, 3} de Z6 es un ideal 
de Z6 y Z J N  tiene tres elementos, 0 +  N, 1 +  N  y 2 4- N. Es obvio íjue se suman 
y multiplican de m anera tal que se tiene que Z J N  ~  Z 3 bajo la correspondencia

(0 +  N) «-► 0, (1 +  N) «-> 1, (2 +  N) <-► 2. ■ h ^  ■ ' '

Ejemplo 28.4 El anillo Z x Z no es un dominio entero, pues

(0, 1)(1, 0) = (0, 0),

m uestra que (0, 1) y (1, 0) son divisores de 0. Si N  =  {(0, n) | n e Z} es claro que N 
es un ideal de Z x Z y que (Z x Z)/N  es isomorfo a Z bajo la correspondencia 
[(w, 0) +  A'] +-* m, las clases residuales son de la forma (m, 0) +  N, donde m e  Z. 
Asi, un anUl(u:aciente de un anillo puede ser un dominio entero, aunque el anillo 
original no lo sea. D irem os más acerca de esto en la siguiente sección. ■

Los ejemplo anteriores señalan la gran im portancia de los conceptos de ideales y 
de anillos cocientes. T odo anillo R tiene dos ideales, el ideal impropio R y el ideal 
trivial {0}. Para estos ideales, los anillos factores son R/R, que tiene un solo 
elemento y R¡{0}, el cual es claramente isomorfo a R. Estos casos no son 
interesantes. Igual que para un subgrupo de un grupo, un ideal no trivial propio 
de un anillo R es un ideal N  de R tal que N ^  R y N ^  {0}.

Mientras que los anillos cocientes de anillos y los dominios enteros pueden 
ser de gran interés, com o lo indican los ejemplos anteriores, el corolario del 
siguiente y último teorem a de esta sección, m uestra que un anillo cociente de un 
cam po no tiene m ayor utilidad.

Teorema 28.4 Si R es un anillo con unitario y N es un ideal de R que contiene 
una unidad, entonces N = R.

Demostración Sea N  un ideal de R, supóngase que u e N  para alguna unidad « 
en R. Entonces, la condición rN  ^  N  para todas las re  R implica, si tomamos 
r = u~1 y u 6 N, que 1 =  u~1 está en N. Pero entonces, rN  ^  N, para todas las 
re  R, implica que r\ = r está en N  para todas las re  R, de modo que N = R.

Corolario Un campo no contiene ideales propios no triviales.

Demostración Com o todo elemento distinto de cero de un cam po es una uni
dad, se sigue del teorem a 28.4, que un ideal de un cam po F es {0} o todo F. m

Ejercidos---------------------------------------------------------------------------
28.1 E ncu én tren se  to d o s  los ideales N  de Z12. E n cad a  caso , calcúlese Z^/W, esto  es, 
en cu én trese  un  an illo  co n o cid o  al cual sea  isom orfo  el an illo  cociente.
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28.2 D ense las tab la s  de sum a y m u ltip licac ió n  p a ra  2Z/8Z. ¿Son an illo s isom orfos 
2Z/8Z y Z4? .

28.3 E ncuén trese  un subanillo  del anillo  Z x Z q ue  no  sea un  ideal de Z x Z.

+28.4 Se pide a un estu d ian te  que  p ruebe  que  un  an illo  cocien te  de un  an illo  R m ó d u lo  
un ideal N  es co n m u ta tiv o  si y só lo  si ( r i  — s r )e  N  p a ra  to d as  las r, s e  R. El e stu d ian te  
com ienza:

S upóngase  que  R /N  es co n m u ta tiv o . E n tonces, rs =  sr p a ra  to d as las r, s e  R /N .

a) ¿P o r qué el p ro feso r que lea esto  esp era  e n c o n tra r  to n te ría s  de aqu í en ad e lan te?
b) ¿Q ué debería  h ab er escrito  el estud ian te?
c) P ruébese  la afirm ación. (N ó tese  el «si y só lo  si».)

28.5 ¿F also  o verdadero?

a) Q  es un  ideal en R.
b) T o d o  ideal de  un  anillo  es un su b an illo  del anillo .
c) T o d o  su b an illo  de un anillo  es un  ideal del anillo .
d) T o d o  an illo  cociente de un an illo  c o n m u ta tiv o  es, de  nuevo, un  an illo  c o n m u ta 

tivo.
e) Los an illo s Z /4 Z  y Z 4 son  isom orfos.
0 U n ideal N  en un an illo  con u n ita r io  R es to d o  R si y sólo si 1 e N.

g) El co n cep to  de ideal es al co n cep to  de  an illo  lo que el co n cep to  de  su b g ru p o
n orm al es al co n cep to  de  grupo .

h) Z 4 es un ideal de  4Z .
i) Si un  an illo  R  tiene d iv isores de 0, en to n ces to d o  an illo  cocien te  de  R tiene

divisores de 0.
j) Z  es un ideal en Q.

28.6 M uéstrese  que  un  anillo  fac to r de un  c am p o  es el an illo  triv ia l de un e lem ento  o es 
isom orfo  al cam po .

28.7 M uéstrese  que  si R es un  anillo  co n  u n ita r io  y N  es un  ideal de R  tal que  N  #  R,
en tonces R /N  es un  an illo  con u n ita rio  ^  0.

28.8 Sea R un  an illo  co n m u ta tiv o  y sea a e  R. M uéstrese  que  /„ =  {x 6 R \ ax  =  0} es un  
ideal de  R.

28.9 M uéstrese  que  la in tersección  de ideales de  un  an illo  R es, de  nuevo, un  ideal d e  R.

28.10 D e term ínense  to d o s los ideales de  Z x Z.

28.11 U n elem en to  a  d e  un an illo  R es nilpotente si a" =  0 p a ra  a lgún  n e  Z +. M uéstrese  
que  la colección de  to d o s  los e lem entos n ilp o ten te s en  un  anillo  co n m u ta tiv o  R  es un  ideal, 
el radical de R.

28.12 C o n  referencia  a  la defin ición  d a d a  en  el ejercicio  28.11, encuén trese  el rad ical del 
an illo  Z , 2 y obsérvese  que es u n o  de los ideales de  Z 12 en co n trad o s  en el ejercicio 28.1. 
¿C uál es el rad ical de  Z?, ¿de Z 32?

28.13 C o n  referencia  al ejercicio 28.11, m u éstrese  que  si N  es el rad ical d e  un  an illo  
c o n m u ta tiv o  R, en tonces R /N  tiene  com o rad ical el ideal trivial {0 +  /V}.
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28.14 Sea R  un  an illo  c o n m u ta tiv o  y jV in ideal de  R. C o n  referencia  al ejercicio 28.11, 
m uéstrese  que  si to d o  e lem en to  de N  es n ilp o ten te  y el rad ical de  R /N  es R /N , en tonces el 
rad ical de  R  es R.

28.15 Sea R  un an illo  co n m u ta tiv o  y N  un ideal de  R. M uéstrese  q u e  el c o n ju n to  de 
to d as  las a e  R  ta les q u e  t f  e N  p a ra  a lg u n a  n e Z *  es un  ideal de  R, el radical de N. ¿Es 
consis ten te  esta  te rm in o lo g ía  con  la del ejercicio 28.11? I

28.16 C o n  referencia al ejercicio 28.15, m uéstrese, m ed ian te  e jem plos, que  p a ra  ideales 
p ro p io s  N  de un an illo  co n m u ta tiv o  R,

a) v /yV no  n ecesariam en te  es igual a  N. b) v /yV p u ed e  ser igual a  N.

28.17 ¿C uál es la re lación  del ideal N/ Ñ  del ejercicio  28.15, con  el rad ical R ¡ N  (véase el 
ejercicio 28.11)? F o rm ú lese  cu id ad o sam en te  la respuesta.

H a y  una especie de aritm ética  de ideales en un anillo conm utativo. Los tres ejercicios 
siguientes definen suma, producto  y  cociente de ideales. -

28.18 Si A y  B  son  ideales de  un  an illo  R, la suma A +  B  de A y B se define p o r

A +  B =  {a +  ¿>| a e A, b e B).

a) M uéstrese  q u e  A +  B  es un  ideal. b) M uéstrese  q u e  A ^ A  +  B y B ^ A  +  B.

28.19 Sean A y B  ideales de un  an illo  R.  El producto A B  de A y  B  se define p o r

A B =  |  Y,  a A  I a¡e  A  b¡ e  B, n e  Z  +

a) M u éstrese  q u e  AB es un  ideal de  R. b) M u éstrese  que  A B  e  (A n  B).

28.20 Sean A y B  ideales de un  an illo  c o n m u ta tiv o  R. El cociente A : B de A por B  se 
define p o r

A :  B  =  {r e  R  \ rb  e  A p e ra  'o d a  b e  B}.

M uéstrese  q u e  A : B  es un  ideal de  R.

*28.21 M u éstrese  que, p a ra  un  cam p o  F, el co n ju n to  de  to d as  las m atrices de la fo rm a

a b 

0 0

p a ra  a, b e  F  es un  ideal derecho , pero  no un  ideal izq u ie rd o  de M 2(F).

*28.22 M uéstrese  q u e  el an illo  de  m atrices  M 2{ Z 2) es un  anillo simple, esto  es, M 2( Z 2) no 
tien e  ideales p ro p io s  no  triviales.
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’ Homomorfismos 
de anillos

29.1 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Nuestro análisis de los homomorfismos de anillos se m antendrá paralelo al del 
capítulo 13 sobre homomorfismos de grupos.

Definición (Análogo de la definición de homomorfismo de grupo) U na trans
formación <j> de un anillo R en un anillo R' es un homomorfismo si

' (a +  b)4> =  a<f> +  b<j>

y

(ab)<¡> =  (a<t>)(b<l>) 

para todos los elementos a y b en R.

Teorema 29.1 (Análogo del teorema 13.1) Si N  es un ideal de un anillo R, 
entonces la transformación canónica y : R -> R/N dada por ay = a + N para 
a e  R es un homomorfismo.

Demostración El teorem a 13.1 aplicado a <R, +  )  como grupo aditivo con 
<N ., +  ) , un subgrupo norm al, m uestra que

(a + b)y =  ay +  by.

Además,

(ab)y =  ab +  N  =  (a + N)(b +  N) =  (ay)(by). m
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Definición (Análogo de la definición del kernel de un homomorfismo de 
grupo) El kernel de un homomorfismo <j> de un anillo R en un anillo R' es el 
conjunto de todos los elementos de R que van a dar a la identidad 0 ' de R' 
bajo <p.

Teorema 29.2 (Análogo del teorema 13.2) Sea <¡> un homomorfismo de un 
anillo R en un anillo R'. Si 0 es la identidad aditiva en R, entonces 0<p =  0 ' es 
la identidad aditiva en R ' y si a e R entonces { — a)(p =  — {a(j>). Si S es un 
subanillo de R, entonces, S<f> es un subanillo de R', y S  ideal de R implica que 
S<p es ideal de R<¡>. Ahora, en el otro sentido, si S' es un subanillo de R', 
entonces S'<p~ 1 es un subanillo de R y S' ideal de R<f> implica que S'<f)~l es un 
ideal de R. Por último, si R tiene unitario 1 y  \<p #  0 ' entonces, 1 0 = 1  'e s  
unitario para R<f>. Dicho en forma breve, bajo un homomorfismo de anillos, 
subanillos van a dar a subanillos, ideales a ideales y  anillos con unitario a 
anillos con unitario.

Demostración Sea <f> un homomorfismo de un anillo R en un anillo R'. Como, 
en particular, <p puede verse como un homomorfismo de grupo de </?, +  )  en 
<R ', + ') ,  el teorem a 13.2 dice que 0<j) =  0 ' es la identidad aditiva de R' y que
(-«)< £=  -W>)-

El teorem a 13.2 también dice que si S  es un subanillo de R, entonces, 
considerando el grupo aditivo <5, +  )  encontram os que (Scp, + ' )  es un subgru
po de </?', + ') .  Si .«!</> y s2(f> son dos elementos de S<¡> entonces,

(.Vi0)(.V20) = (s^fitp

y {sls2)<j> e S<¡>, de m odo que S<p es cerrado bajo la multiplicación, y es, entonces, 
un subanillo de R'. Si 5  es un ideal de R, entonces, para s e S  y r e R  tenemos

(r<t>)(s<t>) =  (rs)<t>

y (rs)<f> e Stp. Además,

(s(t>)(r(t>) = <sr)(¡>

y (sr)<¡> e S(f>. Así, S<¡> es un ideal en R<j>.
Ahora, en la o tra  dirección, de nuevo el teorema 13.2 m uestra que si S' es un 

subanillo de R', entonces <S'<p~l, +  )  es un subgrupo de </?, + > . Si a<peS’ y 
b<p e S', entonces

(ab)<¡> =  (a<j>)(b<t>)

y l(a(p)(b<j>)l\ e S' de m odo que S'<j)~l es cerrado bajo la multiplicación y es, 
entonces, un subanillo de R. Si S ' es un ideal de R<¡> entonces, para aeS'<¡)~1 y 
cualquier r e R  tenemos

(ra)<p =  (r0)(a0)
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y e S ', de m odo que raeS'<t>~1. En forma análoga, areS'<f>~1. Así,
S'<f>~1 es un ideal de R. .

Por último, si R tiene unitario 1, entonces, para toda re R ,

r<f> =  (1 r)4> =  (r\)4> =  (1 4>)(r<t>) = (r<£)(l<¿>),

de modo que 1' =  1 </> es una identidad multiplicativa para Rtf). Si 1' /  O', entonces 
1' es unitario para R(f>. a

En el teorem a 29.2 es im portante no tar que si <j> : R -* R' es un homomorfismo de 
anillo y A es un ideal de R, entonces, A<f> no necesariamente es un ideal de R' sino 
sólo un ideal de R<¡>. Por ejemplo, sea tf>: Z  -+ Z  x Z  definida por «</> =  (n, n). 
Ahora bien, 2Z es un ideal de Z. Sin embargo, (2Z)<f> = {(2n, 2ri)\ne Z j no es un 
ideal de Z  x Z  puesto que (1, 2)(4, 4) --= (4, 8)^(2Z)</>.

El teorem a 29.2 muestra, en particular, que para un homomorfismo
<f>: R -* R' el kernel K =  {0'}(¡>~l es un ideal de R.

Teorema 29.3 ( Teorema fundamental del homomorfismo, análogo del teore
ma 13.3) Sea <f> un homomorfismo de un anillo R en un anillo R' con kernel 
K. Entonces, R<¡> es un anillo y existe un isomorfismo canónico de R(¡> con R/K.

Demostración El teorem a 29.2 muestra que R<f> es un anillo. Sea (a +  K) e R/K, 
defínase la transform ación : R/K -* R<¡> por

(a +  K)\¡i = a<f>.

El teorema 13.3 m uestra que i¡/ está bien definida, es uno a uno y sobre, con

[(a + K) + {h + K)W  =  {a + K)\¡/ + (b +  K)i¡f.

Ahora bien,

[(a +  K)(b + K)W  = (ab +  K)i¡> = (ah)<f> = (a<¡>)(b<t>)
= [(fl + K m i ( b  + K m

Así, \¡/ es un hom om orfism o de anillo.
De nuevo, \¡/ es canónico en el sentido de que si y : R -* R/K  es la transform a

ción canónica, entonces (¡> = yij/. m

29.2 IDEALES MAXIMALES Y PRIMOS

Estudiarem os ahora la cuestión de cuándo un anillo cociente de un anillo es un 
cam po y cuándo es un dom inio entero. La analogía con grupos en el capítulo 13 
puede am pliarse un poco más, para cubrir el caso en el cual el anillo cociente es 
un campo.
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Definición (Análogo de la definición de subgrupo normal maximal) Un ideal 
maximal de un anillo R es un ideal M diferente de R tal que-no existe ningún 
ideal propio Ai de R que contenga propiamente a M.

Teorema 29.4 (Análogo del teorema 13.4) Sea R un anillo conmutativo 
unitario. Entonces, M  es un ideal maximal de R si y  sólo si R/M  es un campo.

Demostración Supóngase que M  es un ideal maximal en R. Es fácil observar que 
si R es un anillo conmutativo con unitario, entonces R/M  también es un anillo 
conmutativo con unitario cuando M ^  R, lo cual sucede si M  es maximal. Sea 
(a + M) e R/M,  con a 4 M, de modo que a + M  no es la identidad aditiva de 
R/M. Debemos mostrar que a + M  tiene inverso multiplicativo en R/M. Sea

N  = {ra + m \ r e R, m e M).

Entonces, (N,  + )  es un grupo, pues

(r,o + m,) +  (r2a + m2) =  (r, + r2)a + (m l + m2),

y, claramente, lo último está en N, además,

0 =  Oo + 0 y — (ra + m) = ( — r)a + ( — m).

Ahora,

rfra + m) = (r,r)a + r^m

muestra que r^ra + m ) e N  para r ¡ e R  y, como R es un anillo conmutativo 
también, (ra + m)r1 e N. Así, N  es un ideal. Pero,

a = lo + 0.

muestra que a e  N  y para m e  M, y

m = 0a + m

muestra que t í c í í . D e  aquí, N  es un ideal de R que contiene propiamente M, 
pues a e N  y a 4 M. Como M  es maximal, debemos tener N = R. En particular, 
1 e N. Entonces, por definición de N, existe b e R y m e M  tal que 1 = ba + m. 
Por tanto,

l + M = ba + M  = (b + M)(a + M),

de modo que b +  Af es un inverso multiplicativo de a + M.
Recíprocamente, supóngase que R/M  es un campo. Por el teorema 29.2, si N  

es cualquier ideal de R, tal que M  c  N  c  R y y es el homomorfismo canónico de



29.2 IDEALES MAXIMALES Y PRIMOS 261

R sobre R/M , entonces Ny es un ideal de R/M  con {(0 + M)} c i V y c  R/M, 
contrario al corolario del teorema 28.4, el cual afirma que el campo R/M  no 
contiene ideales no triviales propios. De aquí que si R/M  es campo, M  es 
maximal. ■

Corolario Un anillo conmutativo con unitario es un campo si y sólo si no 
contiene ideales propios no triviales.

Demostración El corolario del teorema 28.4 muestra que un campo no tiene 
ideales propios no triviales.

Recíprocamente, si un anillo conmutativo R con unitario no tiene ideales 
propios no triviales, entonces {0} es un ideal máximal y, por el teorema 29.4, 
R/{0}, el cual es isomorfo a R, es un campo. ■

Pasamos ahora a la cuestión de la caracterización de los ideales N ^  R para un 
anillo conmutativo R con unitario, tal que R/N  es un dominio entero. Aquí, la 
respuesta es bastante obvia. El anillo factor R/N  será un dominio entero si y sólo 
si (a +  N)(b +  N) = N  implica que

a + N = N  o que b + N = N.

Esto equivale a la proposición de que R/N no tiene divisores de 0, puesto que la 
clase lateral N  desempeña el papel de 0 en R/N. Observando los representantes, 
vemos que esta condición equivale a decir que abe N  implica que a e  N  o b e  N.

Ejemplo 29.1 Los ideales de Z  son de la forma nZ. Hemos visto que Z/nZ  ~  Z„ 
y que Z„ es un dominio entero si y sólo si n es primo. Así, los ideales nZ  tales que 
Z/nZ  es un dominio entero, son de la forma pZ , donde p es primo. Es claro que 
Z/pZ  es, en realidad, un campo, de modo que pZ  es un ideal maximal de Z. 
Nótese que para que un producto rs de enteros esté en pZ, el primo p debe dividir 
r o s. El papel que desempeñan en este ejemplo, los enteros primos hacen que el 
uso de la palabra primo en la siguiente definición sea razonable. ■

Definición Un ideal N  ^  R en un anillo conmutativo R  es un ideal primo si 
abe N  implica que a e  N o be N  para todas las a, be R.

Las observaciones anteriores al ejemplo 29.1 constituyen una demostración 
del siguiente teorema.

Teorema 29.5 Sea R un anillo conmutativo con unitario y sea N  ^  R un ideal 
en R. Entonces R/N  es un dominio entero si y  sólo si N es un ideal primo en R.

Corolario Todo ideal maximal en un anillo conmutativo R con unitario, es un 
ideal primo.

Demostración Si M  es maximal en R, entonces R/M  es un campo, por tanto, un 
dominio entero y, por el teorema 29.5, M  es un ideal primo. ■
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El material presentado, en lo que respecta a ideales maximales y primos, es muy 
importante y se usará a menudo. Deberán recordarse las ideas principales, aun
que se hayan perdido en la fascinante demostración del teorema 29.4. Esto es, hay 
que saber y entender las definiciones de ideales maximales y primos y deben 
recordarse los siguientes hechos, que ya demostramos.

Para un anillo conmutativo con unitario:

1 Un ideal M  de R es maximai si y  sólo si R/M  es campo.
2 Un ideal N  de R es primo si y  sólo si R/N es un dominio entero.
3 Todo ideal maximai de R es un ideal primo.

29.3 CAMPOS PRIMOS

Sea R cualquier anillo con unitario 1. Recuérdese que n • 1 significa 1 4- 1 +  * ■ *+ 1 
con n sumandos para n > 0, y ( — 1) +  ( — 1) +  • - • +  ( — 1) para |/i| sumandos
para n <  0, mientras que n • 1 =  0 para n =  0.

Teorema 29.6 Si R es un anillo con unitario 1, entonces la transformación 
<f>: Z -+ R dada por

n<f> — n ' \

para n e Z es un homomorfismo de Z en R.

Demostración Es obvio que

(n +  m)(j) = (n +  m) ■ 1 =  (n ■ 1) +  {m * 1) =  n<j> +  m<j>.

La ley distributiva en R muestra que

(1 +  1 +  • * ■ +  1)(1 +  1 +  ■ ■ ■ +  1) -  (1 +  1 +  • • ■ +  1).
'--------- V--------- /x--------- V----------' '--------- V--------- '

n sumandos m sumandos nm sumandos

Así, (n ' l)(m • 1) = (nm) ■ 1 para n, m > 0. Argumentos similares, usando las leyes 
distributivas, muestran que para todo n, m e  Z tenemos

(n* l ) ( w  1) =  (nm) - 1.

Así,

(nm)(f) = (nm) *1 = (n - l)(w - 1) = (rt<̂ )(ŵ >). ■
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Corolario Si R es un anillo con unitario y  característica n > 1, entonces R 
contiene un subanillo isomorfo a Z„. Si R tiene característica 0, entonces R 
contiene un subanillo isomorfo a Z.

Demostración Por el teorema 29.6, la transformación <p: Z -+ R dada por 
m<j) — m \ para m e Z e s u n  homomorfismo. El kernel debe ser un ideal en Z. 
Todos los ideales en Z son de la forma sZ  para alguna s e Z. Por el teorema 24.5, 
es claro que si R tiene característica n > 0, entonces el kernel de <f> es nZ. 
Entonces, la imagen Z<¡> < R es isomorfa a Z¡nZ ~  Z„. Si la característica de R 
es 0, entonces m- 1 / 0  para todas las m 0, de modo que el kernel de tf> es {0}. 
Así, la imagen Z<$> < R es isomorfa a Z. ■

Teorema 29.7 Un campo F, o es de característica p, p un primo y  contiene un 
subcampo isomorfo a Z p, o es de característica 0 y contiene un subcampo 
isomorfo a Q.

Demostración Si la característica de F no es 0, el corolario anterior muestra que 
F contiene un subanillo isomorfo a Z„. Entonces, n debe ser algún primo p o F 
tendría divisores de 0. Si F es de característica 0, entonces F debe contener un 
subanillo isomorfo a Z. En este caso, los corolarios del teorema 26.2 muestran 
que Fdebe contener algún campo de cocientes de este subanillo y que este campo 
de cocientes debe ser isomorfo a Q. ■

Así, todo campo contiene un subcampo isomorfo a Zp para algún primo p o un 
subcampo isomorfo a Q. Estos campos Zp y Q son las piezas constitutivas 
fundamentales en las cuales descansan todos los campos.

Definición Los campos Z p y Q son campos primos.

ejercidos---------------------------------------------------------------------------

29.1 Descríbanse todos los homomorfismos de anillo de Z en Z. [Sugerencia: por la 
teoría de grupos, un homomorfismo de un anillo R está determinado por sus valores en un 
conjunto generador aditivo del grupo < R, +). Descríbanse los homomorfismos, dando 
sus valores en el generador I de <Z, + >.]

29.2 Descríbanse todos los homomorfismos de anillos de Z x  Z en Z. [Véase la sugeren
cia del ejercicio 29.1.]

29.3 Dése un ejemplo de un homomorfismo de anillo tp: R -*■ S donde R tiene unitario 
Ir y 1r$ ^  0 pero donde lR<p no sea unitario en S.
29.4 Encuéntrense todos los ideales primos y todos los ideales maximales de Z , 2.

29.5 Encuéntrese un ideal maximal de Z x Z. Encuéntrese un ideal primo de Z x Z que 
no sea maximal. Encuéntrese un ideal propio de Z x Z que no sea primo.
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*29.6 Pruébese, directamente de las definiciones de ideal maximal y primo, que todo ideal 
maximal de un anillo conmutativo R con unitario, es un ideal primo. [Sugerencia: supón
gase que M es maximal en R, ab e M y a$ M. Considérese el ideal de R generado por a y
M.~\

29.7 ¿Falso o verdadero?

-----  a) El concepto de homomorfismo de anillo está íntimamente relacionado con la
idea de anillo factor.

—  b) Un homomorfismo es a un anillo lo que un isomorfismo es a un grupo.
-----  c) Un homomorfismo de anillo es una transformación uno a uno si y sólo si el

kernel es 0.
—  d) En cierto sentido, un campo es a la teoría de anillos conmutativos con unitario,

lo que un grupo simple es a la teoría de grupos.
—  e) El kernel de un homomorfismo de anillo es un ideal de todo el anillo.
—  0 Todo ideal primo de todo anillo conmutativo con unitario es un ideal maximal.
—  g) Todo ideal maximal de todo anillo conmutativo con unitario es un ideal primo.
—  h) Q es su propio subcampo primo.
—  ¡) El subcampo primo de C es R.
—  j) Todo campo contiene un campo primo como subcampo.

29.8 Descríbanse todos los homomorfismos de anillo de Z x Z en Z < /.. [W : ; ,a 
sugerencia del ejercicio 29.1.]

29.9 Muéstrese que cada homomorfismo de un campo es uno a uno o tr:>'vTorma todo 
en 0.

29.10 Muéstrese que si R, R' y R" son anillos y si <¡>: R -* R' y ip : R' -* R son homo
morfismos, entonces la función compuesta tpi//: R -» R" es un homomorfismo. (Usese el 
ejercicio 13.14.)

29.11 Sea R un anillo no conmutativo con unitario, de característica p, p un primo. 
Muéstrese qué la transformación </>p: R -> R dada por a<¡> = ap es un homomorfismo (el 
homomorfismo de Frobenius).

29.12 Sean R y S  anillos y sea <j>: R -» S  un homomorfismo de anillo tal que R<¡> ^  {0}. 
Muéstrese que si R tiene unitario 1R y S  no tiene divisores de 0, entonces 1 Rtf> es unitario 
para S.

29.13 Muéstrese que N es un ideal maximal en un anillo R si y sólo si R/N  es un anillo 
simple, esto es, no tiene ideales propios no triviales. (Compárese con el teorema 13.4.)

29.14 El corolario del teorema 29.6 nos dice que todo anillo unitario contiene un 
subanillo isomorfo a Z o a algún Z„. ¿Es posible que un anillo unitario pueda contener 
simultáneamente dos subanillos isomorfos a Z , y Z ,  para n ^  mi ¿Es posible que un 
anillo unitario pueda contener simultáneamente dos subanillos isomorfos a los campos Zp 
y Zf para dos primos diferentes p y ql Si es imposible, debe probarse. Si es posible, debe 
ilustrarse. (Esto se relaciona con el ejercicio 23. 10.)

29.15 Siguiendo la idea del ejercicio 29. 14, ¿es posible, para un dominio entero, contener 
dos subanillos isomorfos a Zp y a Z, para p ^  q y p y q ambos primos? Dense razones o 
ilústrese. (Esto se relaciona con el ejercicio 23. 11.) ~
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29.16 Sean R y R' anillos y sean N  y N' ideales de R y R \  respectivamente. Sea 0 
un homomorfismo de R  en R'. Muéstrese que 0 induce un homomorfismo natural 
0* : R¡N R'IN' si N<¡) ^  N'. (Usese el ejercicio 13.17.)

29.17 Sea 0 un homomorfismo de un anillo R  con unitario, sobre un anillo R'. Sea u una 
unidad en R. Muéstrese que «0 es una unidad en R ’ si y sólo si u no está en el kernel de 0.

*29.18 (Segundo teorema del isomorfismo para anillos) Sean M  y N  ideales de un anillo 
R  y sea

A/ +  N =  {m  +  n \ m e  M, n e  N) .

Muéstrese que M +  N  es un ideal de R y que (M  +  N ) / N  es isomorfo, de manera natural, 
a M / ( M  r\ N).  (Usese el teorema 15.2.)

*29.19 (Tercer teorema del isomorfismo para anillos) Sean M  y N  ideales de un anillo R 
tal que M  <  N. Muéstrese que existe un isomorfismo riatural de Rj N  con (R IM )¡{N ¡M ). 
(Usese el teorema 15.3.)

*29.20 Muéstrese que 0 : C M2(R) dado por

(a +  bi)cj> =  (  a b 
\ — b a

para a, b e  R, es un isomorfismo de C en A/2(R).

*29.21 Sea R un anillo con unitario y sea H o m ((R , + )) el anillo de endomorfismos de
< /? ,+ )  como se describió en la sección 25.2. Sean a e  R  y R R  dada por

x p x =  xa

para x  e  R.

a) Muéstrese que pa es un endomorfismo de </?, +>.
b) Muéstrese que R ‘ -  {pa\ae R} es un subanillo de H o m ((R , + » .
c) Pruébese el análogo del teorema de Cayley para R, mostrando que /?' de b) es

isomorfo a R.
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Anillos 
de polinomios

5U .1 POLINOMIOS EN UNA INDETERMINADA

Es probable ya que tengan una idea bastante manejable de lo que es un polinomio 
en x  con coeficientes en un anillo R. Ya saben cómo sumar y multiplicar dichos 
objetos, lo han hecho por años y saben lo que significa el grado de un polinomio. 
Si en efecto es así, sugerimos que procedan de inmediato a leer el enunciado del 
teorema 30.1, omitan la demostración por trivial y comiencen a leer después de 
la demostración. Diremos que consideramos x  una indeterminada y no una 
variable.

Nuestro problema tiene dos aspectos: explicar qué es un polinomio y expli
car qué es x. Si definimos un polinomio con coeficiente en un anillo R como una 
suma formal finita

n
£  a,xl = a0 + axx  + ■ ■ ■ + a„x",

i = 0

donde a¡ e R , nos veremos en dificultades. Ciertamente, 0 + axx  y 0 + axx  + Ox2 
son diferentes como sumas formales, pero queremos considerarlas como el mismo 
polinomio. Quizá la mejor manera es definir un polinomio como una suma 
formal infinita

□O
£  a¡x‘ = a0 + cqx + • • • + a„x" + ■ • •,
; = o

donde a¡ = 0 para todos, salvo un número finito de valores de i. Ahora, ya no 
existe el problema de tener más de una suma formal representando lo que 
deseamos considerar como un solo polinomio.'
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Esto trae a colación la pregunta de qué es x. La manera elegante de hacerlo 
es quitar las x. Un polinomio a0 + axx  + • • • + a„x" + ■ ■ ■ está completamente 
determinado por la sucesión de sus coeficientes

ao-< a i> • • •> a„, . . . ,

que no incorpora al niño problema x. Se podría definir elegantemente un polino
mio como dicha sucesión. ¿Por qué cargar con la x  cuando ni siquiera la 
necesitamos? Sencillamente, porque los matemáticos se han acostumbrado a la x. 
Tiene antigüedad, derecho de propiedad, o lo que haya que tener en la FMNM 
(Federación Mundial de Notaciones Matemáticas). Si un anillo tiene unitario 1 y 
se quiere tener x, la manera elegante es definir x  como la sucesión

0, 1, 0, 0, 0, . . .

Pero, entonces, lo más probable es que la x  proteste ante el Comité de Quejas por 
dicho tratamiento. Como, de cualquier forma, su papel es de exceso de equipaje, 
no hagamos tanto escándalo acerca de lo que realmente es. Simplemente, acorde
mos llamarle una indeterminada. El lector tendrá que admitir que es un término 
bastante bueno para algo que resulta difícil de analizar. Quizá sería mejor 
indeterminable. Una cosa es cierta, no es ni 0, ni 2, ni ningún otro número. Asi, de 
ahora en adelante, nunca escribiremos expresiones tales como x = 0 o x  =  2.

Ya estamos casi listos para definir un polinomio con coeficientes en un anillo 
R, como una suma formal infinita

00

£  a¡*‘ = a0 + atx + ■■■ + anx n + ■ • •,
i  =  0

donde a¡ e R, a¡ = 0 para todos, salvo un número finito de valores de i. Pero con 
R = Z, ¡2 + x 2 no seria un polinomio! Siempre tendríamos que escribir

2 + 0x + lx 2 + Ox3 + 0x4 + ■ • •

Así que cambiamos un poco la notación, después de la definición.

Definición Sea R un anillo. Un polinomio f (x)  con coeficientes en R es una 
suma formal infinita

00

£  a¡x‘ = a0 + a,x  + • ■ • + a„xn + •••,
i = 0

donde a¡e R y = 0 para todos, excepto un número finito de valores de /.
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Las a¡ son los coeficientes de f(x). Si para alguna / > 0 es cierto que a¡ /  0, 
el mayor de dichos valores de i es el grado de f(x).  De no existir dicha i > 0, 
entonces f (x)  es de grado cero.

Acordemos que si /(.v) = a0 + axx  + • • • + a„xn + • • • tiene a, = 0 para 
i > n, entonces podemos denotar f{x)  por a0 + alx  + • • • + anx". También, 
si alguna a¡ =  1, podemos quitarla de la suma formal, así que consideraremos, 
por ejemplo, 2 + x  como el polinomio 2 + íx  con coeficientes en Z. Por 
último, acordemos que es posible omitir de la suma formal cualquier término 
0x‘ o a0 =  0, si a0 =  0 pero no todas las a¡ = 0. Así, 0, 2, x  y 2 + x 2 son, todos 
ellos, polinomios con coeficientes en Z. Un elemento de R es un polinomio 
constante.

La suma y multiplicación de polinomios con coeficientes en un anillo R están 
definidas de la manera que les es formalmente conocida. Si

f(x)  = a0 + alX + • ■ ■ + anx” + • • •

y

g(x) =  b0 + bxx  + ■ • • + bRx" + • • •,

entonces, para el polinomio suma, tenemos

f (x)  + g(x) =  c0 + c¡x + ••• + + •••,

donde c„ =  a„ + bn y, para el polinomio multiplicación, tenemos

ftx)g(x) =  d0 + dvx  + ■ ■ • + dnx” + • • -,

donde dH =  £7=0 Es claro que, de nuevo, c¡ y d¡ ambas son 0 para todos,
salvo un número finito de valores de i, así que estas definiciones tienen sentido. 
Nótese que £ "=0 a¡bn _ ¡ no necesariamente es igual a ^ " =0 b¡an _, si R no es 
conmutativo. Con estas definiciones de suma y multiplicación, tenemos el si
guiente teorema.

Teorema 30.1 El conjunto /?[x] de todos los polinomios en una indetermina
da x  con coeficientes en un anillo R, es un anillo bajo la suma y  multiplicación 
polinomial. Si R es conmutativo, entonces lo es /?[x] y  si R tiene unitario 1, 
entonces 1 también es unitario en

Demostración Es obvio que <-R[x], + )  es un grupo abeliano. La ley asociativa 
para la multiplicación y las leyes distributivas, se prueban mediante cálculos 
directos, pero algo engorrosos. Ilustramos probando la ley asociativa.
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-A plicando los axiomas de anillo a los elementos a¡, b„ ck e R, obtenemos

k — OE  ) =

= E

ao f  n
E  ( E  « A - í Jjc"n = 0 Vi = 0

s = 0 n = 0 \i = 0É E aA - ,

fc = 0

=  Es= 0 E . E V —j

= Ei = 0

=  E  «i-*1,

E ( E Vm-iK
m = 0 \ j — 0

E E
,;= o  /  \k ~  o

¡Uf! Las leyes distributivas se prueban de manera análoga.
Los comentarios anteriores al enunciado del teorema, muestran que /I[x] es 

un anillo conmutativo si R es conmutativo y un unitario 1 en R  también es, 
obviamente, unitario para /?[x], en vista de la definición de multiplicación en 
rt[x]. ■

Así, Z[x] es el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes 
enteros; Q[x] es el anillo de polinomios en x  con coeficientes racionales y así 
sucesivamente.

Ejemplo 30.1 En Z2[x] tenemos

(x + l)2 = (x + IX* + 1) =  X 2 + (1 +  l)x +  1 =  X 2 + 1.

Todavía en Z2[x], obtenemos

(x + 1) +  (x +  1) =  (1 +  l)x +  (1 +  1) = Ox +  0 = 0. ■

Si R es un anillo y x y y  son indeterminadas, podemos formar el anillo 
(* [x])|> ], esto es, el anillo de polinomios en y  con coeficientes que son polino
mios en x. Es bastante obvio, pero algo tedioso, probar con cuidado que 
(*[x])(>] es naturalmente isomorfo a (i?[_v])[x]. Todo polinomio en y  con 
coeficientes que son polinomios en x, puede reescribirse, de manera natural, como 
un polinomio en x con coeficientes que son polinomios en y. Identificaremos 
estos anillos mediante este isomorfismo natural y lo consideraremos el anillo 
J?[x, y], el anillo de polinomios en dos indeterminadas x y y  con coeficientes en R. 
Se define de manera análoga el anillo /?[xt, . . . ,  x j  de polinomios en n indetermi
nadas x¡ con coeficientes en R.
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Dejamos como ejercicio la sencilla demostración de que si D es un dominio 
entero, entonces también lo es D[x]. En particular, si F  es un campo, entonces 
F  [x] es un dominio entero. Nótese que F[x\ no es un campo, pues x no es una 
unidad en / '[x ] . Esto es, no existe polinomio f{x) e f^x ] tal que xf(x) = 1. Por 
el teorema 26.1, podemos construir el campo de cocientes /"(x) de F [x]. Cual
quier elemento de f(x) se puede representar como un cociente f{x)/g{x) de dos 
polinomios en F[x~\ con g(x) #  0. Definimos de manera análoga F(xu . . . ,  x„) 
como el campo de cocientes de F [x j, . . . ,  x j .  Este campo F(xu . . . ,  x„) es el 
campo de funciones racionales en n indeterminadas sobre F. Estos campos desem
peñan un papel muy importante en geometría algebraica.

30.2 HOMOMORFISMOS DE EVALUACION

Ya estamos preparados para mostrar, como lo prometimos en el capítulo 27, 
cómo se usa la maquinaria de homomorfismos y anillos factores para estudiar lo 
que los alumnos conocen como «resolver una ecuación polinomial». Sean E  y F  
campos, con F  un subcampo de E, esto es, F < E. El teorema siguiente asegura la 
existencia de homomorfismos muy importantes de / '[x ]  en E. Estos homomorfis
mos serán las herramientas fundamentales para el resto de nuestro trabajo. Si en 
verdad los comprenden, asi como la teoría de los homomorfismos en la sección 
anterior, están en magnífica posición para el resto del curso.

Teorema 30.2 (Los homomorfismos de evaluación de la teoría de los 
campos) Sea F  un subcampo de un campo E, sea a cualquier elemento de E  y  
sea x  una indeterminada. La transformación <t>a:F[x] -*■ E  definida por

{a0 +  atx  +  • • • +  aBx")^„ = a0 +  a ^  +  • • • +  aHaT

para (a0 + atx  + • • • +  a„x”) e /"[x] es un homomorfismo de F [x] en E. 
Además, x<px — a, y  <¡>a transforma, de manera isomorfa, a F, mediante la 
transformación idéntica, esto es, a<px =  a para a e F .  El homomorfismo <f>x es 
la evaluación en a.

Demostración El diagrama reticular y de transformaciones, en la figura 30.1, 
puede ayudar a visualizar esta situación. Las líneas punteadas indican un elemen
to del conjunto. En realidad, el teorema es una consecuencia inmediata de 
nuestras definiciones de suma y multiplicación en F[x]. Está claro que la trans
formación 4>x está bien definida, esto es, es independiente de nuestra representa
ción de /(x ) e F[x]  como una suma finita.

a0 + a ix +  • • • + aHx?.

Dicha suma finita que representa a f (x)  puede modificarse sólo por la inserción y 
eliminación de términos Ox', lo cual, claramente, no afecta el valor de (f(x))<f>t.
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a = X<t>„

a a=a4>„

Figura 30.1

Si f (x)  =  a0 + a¡x + • • ■ +  anxT, g(x) =  b0 +  +  • • • +  bmx", y
h(x) =  f (x)  + £(x) =  c0 +  clx  +  - • - +  crxr, entonces,

(/(•*) +  g(x))<f>t =  {h(x))4>. =  c0 +  c, « +  ••• +  c ^ ,

mientras que

{ A x M .  + {g(x))<f)x =  (a0 +  a, « +  ••• +  anaT) + (b0 +  6,a +  ••• +  bm ocm). 

Como por defínición de suma polinomial tenemos c¡ =  a¡ + b¡, vemos que

( /(* )  +  g(x))<l>' =  (/(*))<£« +  {g(x))4>x.

Pasando a la multiplicación, vemos que

/(*)£(*) = do + d ix + " •  + dxx?,

entonces

(/(*)st*))¿« =  d0 + </,« + ■ • ■ + d,a?,

mientras que

[(/(*))&>][(£(*))&] =  teo +  axa +  ••• +  a.a")(¿0 +  « +  ■•■ +  óma")-

Como por definición de multiplicación polinomial, d} =  Yl=o at ĵ-¡> vemos que

{f(x)g(x))4>x =  [(/(x))^.][(g(x))^.].

Así, <t>x es un homomorfismo.
La definición de 4>x aplicada a una constante polinomial a e f{XI, donde 

a e F, da a<px = a, de modo que <¡>a transforma a Fde manera isomorfa, mediante 
la transformación identidad. De nuevo, por definición de <f>„ tenemos que x<f>x = 
=  {lx)<f>x =  la  =  a. ■
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Señalamos que este teorema es válido con una demostración idéntica, si F y E  
fueran sólo anillos conmutativos con unitarios, en lugar de campos. Sin embargo, 
estamos interesados sólo en el caso de que sean campos.

Es difícil sobreestimar la importancia de este sencillo teorema. Es la base 
principal de todo nuestro trabajo posterior en teoría de campos. Es tan sencillo, 
que podría llamarse observación en lugar de teorema. Quizá no debimos haber 
escrito la demostración. La notación polinomial lo hace parecer tan complicada, 
que podría pensarse que se trata de un teorema difícil.

Ejemplo 30.2 Sean F  y E, del teorema 30.2, los campos Q y R, respectivamente, 
considérese el homomorfismo de evaluación R- Aquí,

(a0 +  a¡x + ■ ■ ■ +  a„x")4>0 = a0 + a jO + ■ • • + a„ 0" = a0.

Así, todo polinomio se transforma en su término constante. Nótese que el
kernel de <j>0 es el ideal N  de todos los polinomios con término constante 0.
Por el teorema 29.3, la imagen (Q[x])<¿>0 =  Q es isomorfa, de manera natural, 
a QM/JV. Una clase lateral elemento de Q [jc] /7V consta, precisamente, de todos 
los polinomios que tienen un término constante dado, fijo. ■

Ejemplo 303  Sean F y E, del teorema 30.2, los campos Q y R ,  respectivamente, 
considérese el homomorfismo evaluación Aquí,

(a0 +  a ,x  +  • • • +  a„x”)<l>2 =  a0 +  a ,2  +  • • • +  an 2".

Nótese que

(x2 +  x -  6)<t>2 =  22 +  2 -  6 =  0.

Así, x 2 +  x  — 6 está en el kemel N  de <¡>2. Es claro que

x 2 +  x  — 6 =  (x — 2)(x -I- 3),

y, si se quiere, la razón por la cual (x2 + x  — 6)<f>2 =  0 es que (x — 2)<f>2 — 2 —
— 2 =  0. Veremos más adelante que N  es precisamente el ideal de todos los 
polinomios de la forma (x — 2)/(x) para /(x ) e Q[x], Aquí, la imagen de Q[x] 
bajo <f>2 es de nuevo Q y, otra vez por el teorema 29.3, Q [x]/V  es naturalmente 
isomorfo a Q. i

Ejemplo 30.4 Sean F  y E, del teorema 30.2, los campos Q y C, respectivamente; 
considérese el homomorfismo de evaluación </>,:Q[x] -* C. Aquí,

(a0 +  Qjx +  • ■ • +  aBx")^¡ =  a0 +  ati +  • • • +  a„r

y x(f>¡ =  i. Nótese que

(x2 +  1 )<f>¡ = i2 + 1 = 0 ,
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de modo que x 2 + I está en el kernel N  de <f>¡. Veremos más adelante que N 
es precisamente el ideal de todos los polinomios de la forma (x 2 + \)f{x) para 
f{x)  e Q[jc]. Por el teorema 29.3, la imagen (Q[x])4>, es naturalmente isomorfa a 
QW/Aí. Veremos más adelante que este anillo (Q[x])0, consta de todos los 
números complejos de la forma q i + q2i para </,, q2 e Q y que es un subcampo 
de C. ■

Ejemplo 30.5 Sean F y E, del teorema 30.2, los campos Q y R, considérese el 
homomorfismo de evaluación -> R. Aquí,

{a0 +  a,x  +  • ■ • +  a„xn)4>n =  a0 +  a ^  +  • ■ • +  ann".

Puede probarse que a0 + a, ti + • ■ + a„n" = 0 si y sólo si a¡ = 0 para i = 0, 1, 
. . . , « .  Así, el kernel de </>„ es {0} y <j>n es una transformación isomorfa. Esto 
muestra que todos los polinomios formales en n con coeficientes racionales, forman 
un anillo isomorfo a Q[x] de manera natural con xtpn = n. ■

30.3 EL NUEVO ENFOQUE

Completamos ahora la relación entre nuestras nuevas ideas y el concepto clásico 
de solución de una ecuación polinomial. En lugar de hablar de resolver una 
ecuación polinomial nos referimos a encontrar un cero de un polinomio.

Definición Sea F  un subcampo de un campo £  y sea a un elemento de E. 
Sea f (x)  = a0 + a,jt + • • ■ + a„x" en £[jc] y sea -> E  el
homomorfismo de evaluación del teorema 30.2. Denotemos por /(a)

(f{x))4>a = a0 + ala + • • • + aH a".

Si /(a) =  0, entonces x  es un cero de f(x).

En términos de esta definición podemos replantear el problema clásico de 
encontrar todas las soluciones reales de la ecuación polinomial r2 + r — 6 =  0 
haciendo que F  = Q y £  =  R, y encontrando todas las a € R tales que

[x2 + x -  6)<f>a - 0,

esto es, encontrar todos los ceros de x 1 + x  — 6 en R. Ambos problemas tienen la 
misma respuesta, pues

{a e R | (x2 + x  -  6)<¡>a = 0} = {r e R | r2 + r — 6 = 0} = {2,-3}.
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Probablemente parezca que sólo hemos logrado que un problema sencillo 
sea bastante complicado. Lo que hemos hecho es expresar el problema en lenguaje 
de transformaciones y  podemos ahora, para resolverlo, usar toda la «maquinaria» 
referente a transformaciones que hemos desarrollado. Recuérdese nuestro objetivo 
fundamental que podemos expresar ahora como sigue.

Objetivo fundamental: mostrar que, para un campo F, todo polinomio no 
constante f (x)  e £ [x ] tiene un cero.

Hagamos trampa y adelantémonos un poco para ver cómo se puede alcan
zar nuestro objetivo fundamental. Si /(x )  no tiene cero en F, tenemos que cons
truir, de alguna manera, un campo E  que contenga a F tal que exista oc en £  con 
/(<*) =  ( f (x ))4>x = 0- ¿Cómo podemos construir £? £  debe contener a la imagen 
(£[*])<&, de £ [* ] bajo nuestro homomorfismo de evaluación <¡>a. Recuérdese, por 
el teorema 29.3, que (£[x])0„ es isomorfo a £[x]/(kemel de 0J . Esto sugiere que 
tratemos de formar £  construyendo un anillo factor £[x]/Af para cierto ideal N  
en £[x]. Sabemos, por el teorema 29.4, que para que £[x]/Af sea campo, N  debe 
ser un ideal maximal de £[x]. Así, la tarea para la siguiente sección, como paso 
final para alcanzar nuestro objetivo fundamental, será examinar la naturaleza de 
los ideales en £ [x]. Así es como entra enjuego toda la «maquinaría» desarrolla
da para anillos factores y homomorfismos. Hay un dicho: «No exhiban un cañón 
a menos que pretendan dispararlo.» Ya exhibimos el cañón en los capítulos 28 y 
29, y lo preparamos para disparar.

Ejercidos----------------------------------------------------------------------------
30.1 Encuéntrense la suma y el producto de /(x ) = 2x3 + 4x2 + 3x + 2 y g(x) = 
=  3x4 + 2x +  4 dado que f(x), g(x) e Z 5[x].

30.2 Considérese el elemento

f(x, y) = (3x3 + 2.v)>’3 + (x2 — 6x + \)y2 + (x4 -  2x)y + (x4 -  3x2 +  2)

de (Q[x])[y]. Escríbase f(x) para que aparezca como un elemento de (Q O ])[x],

303 Sea F = E = Z 7 en el teorema 30.2. Evalúese lo siguiente para el homomorfismo de 
evaluación indicado 0„:Z7[x] -» Z7.

a) (xJ + 3)0j b) (2x3 -  x2 + 3x + 2)0O
c) [(x4 + 2x)(x3 -  3x2 + 3)]03 d) [(x3 + 2)(4x2 + 3)(x7 +  3x2 + 1)]0,

30.4 Considérese el homomorfismo de evaluación 0 5:Q[x] -»  R. Encuéntrense seis 
elementos en el kemel de 0 ,.

303 Encuéntrense todos los ceros en Z 5 de (x* + 3x3 +  x2 + 2x) e Z 5[xj. [Sugerencia: 
sólo hay cinco candidatos. Inténtese trabajar con ellos.]

+303 Pruébese que si D es un dominio entero, entonces £>[x] es un dominio entero.
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—  a) El polinomio ía^x" + ■■■ +  atx + a0) e £ [x] es cero si y sólo si a¡ = 0, para
i =  0, 1, n.

  b) Si R es un anillo conmutativo, entonces F [x] es conmutativo.
  c) Si D es un dominio entero, entonces D[x] es un dominio entero.
  d) Si R es un anillo que contiene divisores de cero, entonces £[x] tiene divisores de

cero.
  e) Si R es un anillo y fix) y g(x) en F[x] son de grado 3 y 4 respectivamente,

entonces f{x)g(x) puede ser de grado 8 en F[x].
  0 Si R es cualquier anillo y f(x) y g(x) en £[x] son de grado 3 y 4 respectiva

mente, entonces f{x)g(x) siempre es de grado 7.
—  g) Si F es un subcampo de un campo £  y a 6 £  es un cero de f{x) e F[x], entonces

a es un cero de h(x) =  f(x)g(x) para todas las g(x) 6 F[x],
  h) El homomorfismo de evaluación 4>a del teorema 30.2 es úna extensión de la

transformación inyectiva i:F -+ £  a F[x] donde (a)i = a para a e F.
  i) Si F es un subcampo de un campo £  y f(x) e F[x], entonces el conjunto de

todos los ceros de f(x) en £  es un ideal de £.
  j) Si F es un subcampo de un campo £  y a e  £, entonces el conjunto de todos los

f(x) e  F[x] tal que /(a ) = 0 es un ideal de F[x].

30.7 ¿Falso o verdadero?

30.8 Pruébese la ley distributiva izquierda para £ [x ] donde R es un anillo y x  es una 
indeterminada.

30.9 Sea F un campo y sea D la transformación de diferenciación formal de polinomios, 
de modo que

D(a0 + üyX +  a2x2 + ■ ■ • + añx?) =  a, +  2a2x + ■ ■ • +  naBx"_1.

(Escribimos la D de la transformación a la izquierda, de acuerdo con la convención usual 
en análisis.)

a) Muéstrese que £>:£[*] -+ F [x ] es un automorfismo de grupo de <F[x], +>. ¿Es D 
un automorfismo de anillo?

b) Encuéntrese el kernel de D.
c) Encuéntrese la imagen de F[x] bajo D.

30.10 Sea 0 a:Z s[x] -> Z s un homomorfismo de evaluación, como en el teorema 30.2. 
Usese el teorema de Fermat para evaluar (x231 + 3x117 — 2x53 + l)</>3.

30.11 Usese el teorema de Fermat para encontrar todos los ceros en Z s de

2x219 +  3x74 +  2x57 +  3x44.

30.12 Sea D un dominio entero y x una indeterminada.

a) Descríbanse las unidades en ¿)[x],
b) Encuéntrense las unidades en Z[x].
c) Encuéntrense las unidades en Z 7[x].
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30.13 Sea F  un subcampo de un campo E.
a) Defínase un homomorfismo de evaluación

4>.t • • •, -vj E para a¡ e £,

y enuncíese el análogo del teorema 30.2.
b) Con E = F = Q, calcúlese (jcf + 3x?.x2)$_ 3 2.
c) Defínase el concepto de cero de un polinomio f ( x u . . . ,  x„) e F [ x , , . . . ,  x j  de manera 

análoga a la definición dada para cero de f(x).
30.14 Sea F un campo. Muéstrese que todos los polinomios con término constante 
a0 =  0 forman un ideal <x> de F<x>.

30.15 Sea F un campo y sea <x> el ideal en F[x], definido en el ejercicio 30.14. Muéstrese 
que F[x]/<x> es un campo isomorfo a F
a) mostrando directamente que cada clase residual en /r[jc]/<jc> contiene exactamente 

un elemento de F que puede seleccionarse como representante para calcular en

b) considerando el homomorfismo de evaluación $ 0:^TXI F, según se definió en el 
teorema 30.2, muéstrese que <x> es el kernel de <¡>0 y apliqúese el teorema 29.3.

30.16 Sea R un anillo y R* el conjunto de todas las funciones que van de R a R. Para <t>, 
ijieR* defínase la suma 4> + $ por

r{4> +  lA) = (r4>) +  W )
y el producto <¡> ■ por

r[<t>\li) =  (,r<t>)(nj/)

para reR . Nótese que • no es la composición de funciones. Muéstrese que </?*, + , •) es un 
anillo.

30.17 Con referencia al ejercicio 30.16, sea F un campo. Un elemento <j> de Fr es una 
función polinomial en F, si existe f(x) e F[jc] tal que ai¡> = f(a) para todas las a e F.
a) Muéstrese que el conjunto Pr de todas las funciones polinomiales en F forma un 

subanillo de Fr.
b) Muéstrese que el anillo PF no necesariamente es isomorfo a F[jc]. ^Sugerencia: 

muéstrese que si F  es un campo finito, PF y F [x] ni siquiera tienen el mismo número 
de elementos.]

30.18 Remítase a los ejercicios 30.16 y 30.17 para las siguientes preguntas:

a) ¿Cuántos elementos hay en Z f1?, ¿y en Z fs?
b) Clasifiquense <Zf2, +  > y <Zf3, +  > mediante el teorema 9.3, el teorema fundamental 

de los grupos abelianos finitamente generados.
c) Muéstrese que si F  es un campo finito, entonces FF =  PF. [Sugerencia: es claro que 

Pf ^  FF. Sea F co n  elementos a„ ..., a„. Nótese que si

fÁx) = c(x -  al) - {x -  a¡-,)(x  -  ai+l)- ■ (x -  a,),

entonces, ffa¡) =  0 para j  ^  i, y el valor f(a¡) puede controlarse con la selección de 
c e F. Usese lo anterior para mostrar que toda función en F  es una función polino
mial.]
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31.1 EL ALGORITMO DE LA DIVISION EN F i x \

Al final de la sección anterior, indicamos que el paso final para alcanzar nuestro 
objetivo fundamental seria el estudio de las estructuras de ideal en anillos de 
polinomios F[x] donde F e s un campo. De particular interés es la caracterización 
de los ideales maximales de F[x] para determinar cuándo F[x]/JV es un campo. 
Puede parecer extraño que debamos estudiar factorización de polinomios para 
esto, pero es razonable en dos sentidos. Primero, nuestro propósito principal es 
estudiar ceros de polinomios y suponer que /(x ) e F[x] se factoriza en F [x] de 
manera que f (x)  =  g(x)h(x) para g(x), h(x) e f  [x]. Si F < E  y a e E, entonces 
Ax)  se reduce al problema de encontrar un cero de un factor de /(x). Segundo, 
deseamos encontrar ideales maximales de .F[x]. Ahora, cualquier ideal maximal 
M  es también un ideal primo. Por tanto, si /(x) = g(x)h(x) y /(x) e M  para un 
ideal maximal M, entonces, podemos tener que g(x) e M  o h(x) e M.  Estas dos 
consideraciones sugieren el estudio de factorización de polinomios en F[x].

El siguiente teorema es la herramienta básica para nuestro trabajo en esta 
sección. El estudiante debe notar la analogía con el lema 6.1, el algoritmo de la 
división para Z, cuya importancia ha quedado ampliamente establecida. El 
algoritmo de la división se tratará en un contexto más general en el capitulo 33, 
marcado con asterisco.

Teorema 31.1 (Algoritmo de la división para /^[x]) Sean 

f (x)  =  añxT +  «n-jx"-1 +  ••• +  «„

g(*) =  + ■■■ + b0
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dos elementos de F[x], con a„ y bm ambos elementos distintos del cero de F y 
m > 0. Entonces, existen polinomios únicos q(x) y r(x) en F[.x] tales que 
f (x)  =  g(x)q(x) + r(x) donde el grado de r(.v) es menor que m = grado de g(.v).

Demostración Considérese el conjunto S  = {/(x) — g(x)j(.c) | í(x)e F[.v]}. Sea 
r(x) un elemento de grado minimal en S. Entonces,

f (x)  = g(x)q(x) + r(x)

para alguna <¡t(jc) e /"[jc], Debemos mostrar que el grado de r(x) es menor que m. 
Supóngase que

r(*) =  ctx? + c, _! jc1 — 1 + ••• + c0,

con Cj e F y c, ^  0 si / ^  0. Si / > m, entonces

f (x)  -  q(x)g(x) -  (cjbm)x, ' mg(x) = r(jc) -  (c,Jbm)x‘~mg(x), [31.1]

y lo último es de la forma

r(jc) — (c,y + términos de grado menor),

lo cual es un polinomio de grado menor que /, el grado de r(x). Sin embargo, el 
polinomio en la ecuación [31.1] puede escribirse en la forma

f (x) -  f(Jc)[qr(Jc) +  ( c j b j x ' - ”'],

de modo que está en S, contradiciendo el hecho de que r(jc) se seleccionó con 
grado minimal en S. Así, el grado de r(;t) es menor que m =  grado g(x).

Para la unicidad, si

f (x)  =  g(jc)9j(jc) +  rjM
y

f (x)  = g(x)q2(x) +  r2(x), 

entonces, por sustracción tenemos

=  r2(x) -  r ,(jc).

Como el grado de r2(x) — r,(jc) es menor que el grado de g(jt), esto puede valer 
sólo si q^x) — q2(x) =  0 o qx(x) = q2(x). Entonces, debemos tener r2(x) — =
= 0 o r,(x) = r2(x). m

Pueden calcularse los polinomios q(x) y r(jc) del teorema 31.1, mediante división, 
asi como se dividían polinomios en R[x] en la escuela secundaria. Después de los 
corolarios siguientes, damos algunos ejemplos.
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Sin duda el lector conoce, por el álgebra de secundaria, el primer corolario 
para el caso particular R[x]. Expresamos la demostración en términos del enfo
que de transformaciones (homomorfismos), descrito en el capítulo 30.

Corolario I Un elemento a e F es un cero de f (x)  e F[x] si y  sólo si x  — a es 
factor de f{x) en F[.x].

Demostración Supóngase que para a e F tenemos f(a) = 0. Por el teorema 31.1, 
existen q(x), r{x) e F[.x] tales que

f (x)  = (x -  a)q(x) + r(x),

donde el grado de r(x) es menor que l. Entonces, debemos tener r(x) = c para 
c e F, de modo que

/(x ) =  (x -  a)q(x) + c.

Aplicando el homomorfismo de evaluación <j>tt:F\_x~\ -* F, del teorema 30.2, 
encontramos que

0 = f (a ) -  0q{a) + c,

de modo que c = 0. Entonces,/(.x) =  (.x — a)q(x) de modo que (x — a) es un 
factor de /(.x).

Recíprocamente, si .x — a es un factor de f (x)  en F[x] donde a e  F, entonces, 
aplicando nuestro homomorfismo de evaluación 4>a a f (x)  =  (x — a)q(x) tenemos 
que f(a) -  0q(a) = 0. ■

El siguiente corolario también parecerá conocido.

Corolario 2 Un polinomio distinto de cero/(x )e  F[.x] de grado n puede tener 
a lo más n ceros en un campo F.

Demostración El corolario anterior muestra que si ave F  es un cero de /(x), 
entonces

/(.x) =  (x -  tf^if.x),

donde, claramente, el grado de q y(x) es n — l. Un cero a2 e Fde ^(x) resultará en 
la factorización

/(x ) =  (x -  fljH.x -  a2)q2(x).

Continuando este proceso, llegamos a

/(.x) =  (x -  a j -  ■ (x -  ar)qr(x),

donde ^r(x) no tiene más ceros en F. Claramente, r < n. Además, si b /  a¡ para 
/ = 1, . . . ,  r y be F, entonces

f(b) = (b -  a,)- • -{b -  ar)qr(b) /  0,
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puesto que F  no tiene divisores de O y, por construcción, ninguno de b — a¡ o 
qr(b) son 0. De aquí que las a¡ para i =  1, . . r <  n son, todas, ceros en F  de 
/(-v). ■

Ejemplo 31.1 Trabajemos con polinomios en Z 5[a ] y dividamos

/ ( a )  =  a 4 — 3a3 +  2x2 +  4x — I

entre g(.v) =  x 2 — 2x +  3 para encontrar q(x) y /-(a) del teorema 31.1. Debe ser 
fácil seguir la división; pero recuérdese que estamos en Z 5[a], de modo que, por 
ejemplo, 4.\ — ( — 3a:) =  2x.

x2 -  a: -  3___________
x2 -  2x +  3 xA — 3a-3 +  2a-2 +  4a: — 1

a:4 -  2a:3 + 3a:2
— x 3 — x 2 + 4x
— x 3 + 2x2 — 3*

-  3a:2 + 2a: -  1
— 3a:2 + x  — 4

a: + 3

Así,

a-4 — 3a-3 + 2a:2 + 4a: — 1 = (a-2 — 2a: + 3)(at2 — x  — 3) + (x + 3),

de modo que q(x) — x 2 — x  — 3 y r(x) = x  + 3. ■

Ejemplo 31.2 Al trabajar de nuevo en Z 5[at], nótese que 1 es un cero de

(a4 +  3a 3 +  2a  +  4) e Z 5[ a ] ,

Así, por el corolario 1 del teorema 31.1, podemos factorizar a 4 + 3a3 + 2a + 4 
en (a  — \)q(x) en Z 5[a ] .  Se usará de nuevo la división.

a 3 +  4 a 2 +  4 a  +  1

a  — 1 a 4  +  3 a 3 +  2 a  +  4

A4 -  A 3

4 a 3

4 a 3 — 4 a 2

4 a 2 +  2 a  
4 a 2 — 4 a

a  +  4
A -  1 

0
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Así, x 4 + 3x3 + 2x + 4 = (x — l)(x3 + 4x2 + 4x + l) en Z 5[x]. Como I 
también es un cero de x3 + 4x2 + 4x  + l, podemos dividir este polinomio entre 
x  — l y obtener

x 2 + 4
l | x 3 +  4x2 +  4jc +  l 

AX — X
0 + 4x +  l 

4x -  4
0

Como x 2 +  4 tiene todavía un cero, podemos dividir otra vez entre x  — l y 
obtener

x  — x
x  +  4 
X -  l 

0

Así, x4 +  3x3 + 2x +  4 =  (x — l)3(x +  1) en Z 5[x],

Es indudable que la técnica de división sintética es válida en F[x], si se recuerda.

31.2 POLINOMIOS IRREDUCIBLES

Nuestra siguiente definición destaca un tipo de polinomios en f [x ]  que será de 
enorme importancia para nosotros. De nuevo, lo más probable es que ya se 
conozca el concepto. En realidad, se está haciendo álgebra de secundaria en un 
contexto más general.

Definición Un polinomio no constante f (x)  e f [ x ]  es irreducible sobre F o 
es un polinomio irreducible en / ' [ jc]  si f (x)  no puede expresarse como produc
to g(x)h(x) de dos polinomios g(x) y h(x) en / [x ] ,  ambos de grado menor 
que el grado de f(x).

Nótese que la definición anterior trata del concepto de irreducible sobre F  y no 
sólo del concepto de irreducible. Un polinomio f{x)  puede ser irreducible sobre F 
pero puede no ser irreducible, visto sobre un campo mayor E  que contenga a F. 
Ilustremos esto.
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Ejemplo 313 El teorema 27.1 mostró que x 2 — 2 visto en Q [x] no tiene ceros 
en Q. Esto muestra que x 2 — 2 es irreducible sobre Q, pues una factorización 
x 2 — 2 =  (ax + b){cx + d) para a, h, c, d e Q daria lugar a ceros de x 2 — 2 en 
Q. Sin embargo, x 2 — 2 visto en R[x] no es irreducible sobre R, pues x 2 — 2 se 
factoriza en R[x] en (x — yj l) (x  + yjl). m

Es conveniente que el estudiante recuerde que las unidades en F[x] son precisa
mente los elementos distintos de cero de F. Asi, podríamos haber definido un 
polinomio irreducible/(x), como un polinomio no constante, tal que en cualquier 
factorización /(x ) =  g(x)/i(x) en F[x], g(x) o h(x) es una unidad. Este punto de 
vista se desarrollará en los siguientes capítulos, con asterisco, que tratan de 
factorización en anillos más generales que F[xJ.

Ejemplo 31.4 Mostrar que f (x)  = x3 + 3x + 2 visto en Z 5[x] es irreducible 
sobre Z 5. Si x3 + 3x -F 2 se factoriza en Z 5[x] en polinomios de grado menor, 
entonces existiria al menos un factor lineal de/(x) de la forma x — a para algún 
a e Z 5. Pero entonces, por el corolario 1 del teorema 31.1,/(a) seria cero. Sin 
embargo, /(O) =  2, / ( l )  =  ! , / ( - ! )  =  - 2 , / ( 2 )  = 1 y / ( - 2 )  =  - 2 ,  lo cual 
muestra que /(x ) no tiene ceros en Z 5. Así, /(x ) es irreducible sobre Z 5. Esta 
prueba de irreducibilidad mediante la búsqueda de ceros, funciona muy bien para 
polinomios cuadráticos y cúbicos, sobre campo finito, con un pequeño número 
de elementos. ■

Los polinomios irreducibles desempeñarán de ahora en adelante un papel muy 
importante en nuestro trabajo. El problema de determinar si un/(x) e F [x] dado 
es irreducible sobre F, puede ser difícil. Damos ahora algunos criterios de irredu
cibilidad útil en ciertos casos. En los ejemplos 31.3 y 31.4 se ilustró una técnica 
para determinar irreducibilidad de polinomios cuadráticos y cúbicos. La formali
zamos en un teorema.

Teorema 31.2 Sea f (x)  e F[x] y  sea f (x)  de grado 2 ó 3. Entonces, /(x ) es
reducible sobre F si y  sólo si tiene un cero en F.

Demostración Si /(x ) es reducible de modo que /(x ) =  g(x)h(x) donde el grado 
de g[x) y el grado de h(x) son ambos menores que el grado de /(x), entonces como 
/(x) es cuadrática o cúbica, g(x) o h(x) es de grado 1. Si g(x) es de grado 1, 
entonces, excepto por un posible factor en F, g(x) es de la forma x — a. Entonces, 
g(a) = 0, lo cual implica que f{a) = 0, de modo que /(x ) tiene un cero en F.

Recíprocamente, el corolario 1 del teorema 31.1 muestra que si /(a )  =  0 para 
a e f ,  entonces, x — a es un factor de/(x), asi,/(x) es reducible. ■

Pasemos a algunas condiciones para la irreducibilidad sobre Q, de polinomios en 
Q[x]. La condición más importante que daremos, está contenida en el siguiente 
teorema. No probaremos el teorema aquí; se demuestra en una situación 
más general en el capítulo 32, marcado con asterisco (véase el corolario del 
lema 32.6).
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Teorema 31.3 Si f (x) e Z [ j c ] ,  entonces f (x)  se factoriza en un producto de 
dos polinomios de grados menores r y  s en Q [.t]  si y  sólo si tiene dicha 
factorización con polinomios de los mismos grados r y  s en Z [ j c ] ,  ■

Demostración Véase el corolario del lema 32.6.

Corolario Si f (x) = x” +  a„_ ¡jc"-  1 +  • • • +  a0 está en Z[jc] con a0 ±  0, y 
si /(jc) tiene un cero en Q, entonces, tiene un cero m en Z , y m debe dividir a0.

Demostración Si /(jc) tiene un cero a en Q, entonces, por el corolario 1 del 
teorema 3 1 .1 , /(jc) tiene un factor lineal x  — a en Q[jc]. Pero entonces, por el 
teorema 31.3 ,/(jc) tiene una factorización con un factor lineal en Z[jc] de modo 
que para algún m e  Z  debemos tener

/ ( j c )  =  (jc -  m)(x"~l +  • • • +  a0/m).

Asi, a jm  está en Z , de modo que m divide a0. ■

Ejemplo 313 Este corolario del teorema 31.3 proporciona otra demostración de 
la irreducibilidad de jc2 — 2 sobre Q, pues, por el teorema 31.2, jc2 — 2 se 
factoriza de manera no trivial en Q [ j c ]  si y sólo si tiene un cero en Q. Por el 
corolario del teorema 31.3, tiene un cero en Q si y sólo si tiene un cero en Z  y, 
más aún, las únicas posibilidades son los divisores ±  1 y +  2 de 2. Es fácil mostrar 
que ninguno de estos números es un cero de jc2 — 2. ■

Ejemplo 31.6 Usemos el teorema 31.3 para mostrar que

/ ( jc) =  jc4 — 2 jc2 +  8 jc +  1

visto en Q [ jc]  es irreducible sobre Q. Si / ( jc) tiene un factor lineal en Q [ jc], 
entonces tiene un cero en Z  y, por el corolario del teorema 31.3, este cero sería 
divisor en Z  de 1, esto es, ± 1 .  Pero / ( 1 )  =  8 y / (  — 1) =  —8 así que dicha 
factorización es imposible.

Si / ( jc) se factoriza en dos factores cuadráticos en Q [ jc] , entonces, por el 
teorema 31.3, tiene una factorización

(jc2 +  aje +  ó )(jc 2 + ex + d) 

en Z [ j c ] ,  Al igualar los coeficientes de potencias de jc, debemos tener

bd =  1, ad +  be =  8, ac +  b +  d =  — 2, y a +  c =  0

para enteros, a, b,c, d e  Z . De bd =  1 vemos que b =  d =  l o  b =  d =  — 1. Si 
b =  d — 1, entonces ac +  b +  d =  —2 implica que ac =  —4, lo cual, con a +  c =  0, 
da a =  —  c =  +  2. Si 6 =  d = — 1, entonces ac + b +  d = — 2 implica que ac =  0,
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de modo que a =  — c = 0. Ninguna combinación de los números que surgen de 
estas posibilidades puede hacer ad + be tan grande como 8- Así, también es 
imposible una factorización en dos polinomios cuadráticos y f (x )  es irreducible 
sobre Q. ■

Concluimos nuestros criterios de irreducibilidad con el famoso criterio de Eisens- 
tein para irreducibilidad. En el ejercicio 31.20 se da un criterio adicional y muy 
útil.

Teorema 31.4 (Eisenstein) Sea p e  Z un primo. Supóngase que f (x)  = anx n + 
+ • • • + a0 está en Z[jc] y  a„ ^  0 (mod p), pero a¡ = 0 (mod p) para i < n, 
con a0 ^  0 (mod p2). Entonces, f (x) es irreducible sobre Q.

Demostración Por el teorema 31.3, sólo necesitamos mostrar que f (x)  no se 
factoríza en polinomios de grado menor en Z[x], Si

f (x)  = (ó.*? +  • • - +  b0)(csx* +  • • • +  c0)

es una factorización en Z[jc], con br /  0, c, /  0 y r, s < n, entonces, a0 ^  0 
(modp2) implica que b0 y c0 no son, ambas, congruentes con 0 módulo p. 
Supóngase que b0 £  0 (mod p) y c0 = 0 (mod p). Ahora, a„ £  0 (mod p) implica 
que br, cs ^  0 (mod p), puesto que a„ =  brcs. Sea m el menor valor de k tal que 
ck $  0 (mod p). Entonces,

am = b0cm +  ó,cm_, +  ••• +  bm-¡C¡

para alguna i, 0 < i < m. Ahora, ni b0 ni cm son congruentes con 0 módulo p y 
cm- u . . . ,  c, congruentes todos con 0 módulo p, implica que am £  0 módulo p, de 
modo que m — n. En consecuencia, s = n, y se contradice la hipótesis de que 
s < n, esto es, que la factorización era no trivial. ■

Nótese que si tomamos p = 2, el criterio de Eisenstein presenta otra demostra
ción de la irreducibilidad de x 2 — 2 sobre Q.

Ejemplo 31.7 Sea p = 3; por el teorema 31.4,

25x5 -  9x4 + 3jc2 -  12

es irreducible sobre Q. ■

Corolario El polinomio ciclotómico

^ Á x) =    r  =  -x P ~ l  + xP~2 + • • •  +  * +  1jc — 1

es irreducible sobre Q para cualquier primo p.
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Demostración De nuevo, por el teorema 31.3, sólo necesitamos considerar facto- 
rizaciones en Z[x], Sea

( O )  -  + i) -  ^ ---------------------

Entonces,

g(x) = x ”~l + f ^ V 2 + • • • + / >

satisface el criterio de Eisenstein para el primo p y es, así, irreducible sobre Q. 
Pero claramente, si = h(x)r(x) fuera una factorización no trivial de <t>,,(jc) en 
Z[jc], entonces

<Dp(.v + 1) =  g(.v) =  h(x + l)r(x + 1)

daría una factorización no trivial de g(x) en Z [ jc], Así, <J>p(x) tam bién debe ser 
irreducible sobre Q. ■

31.3 ESTRUCTURA DE IDEAL EN F l x l

Damos la siguiente definición para un anillo conmutativo R  con unitario en 
general, aunque sólo nos interese el caso R = F[jc], donde F es un campo. 
Sabemos que para un anillo conmutativo R  con unitario y a e R ,  el conjunto 
{ra | r e  i?} es un ideal en R que contiene el elemento a.

Definición Si R es un anillo conmutativo con unitario y a e R ,  el ideal 
{ra | r e R} de todos los múltiplos de a es el ideal principal generado por a y  se 
denota por <a>. Un ideal N de R es un ideal principal si N  = <a> para 
alguna a e R .

Ejemplo 31.8 Es claro que el ideal <.r> en ff.v] consta de todos los polinomios 
en F[.y] que tengan término constante cero. ■

El siguiente teorema es otra aplicación sencilla pero importante del teorema 31.1, 
que es la herramienta básica en esta sección. Quizás el lector ya esté preparado 
para probar el teorema, si su profesor pide demostraciones. La demostración de 
este teorema es al algoritmo de la división en ^ [x ], como la demostración de que 
un subgrupo de un grupo cíclico es cíclico lo es al algoritmo de la división en Z.

Teorema 31.5 Si F es un campo, todo ideal en F [x] es principal.
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Demostración Sea N  un ideal de F[x]. Si N  = {0}, entonces N  =  <0>. Supón
gase que N  {0} y sea g(.xr) un elemento distinto de cero de N  de grado minina!. 
Si el grado de g(x) es 0, entonces g(x) e F  y es una unidad, de modo que, po' el 
teorema 28.4, N  = F[x] = <1) y, así, N  es principal. Si el grado de g(x) es 2 1. 
sea f(x) cualquier elemento de N. Entonces, por el teorema 31.1, f(x) = g(x)q(x + 
-I- r(x) donde (grado r(x)) <  (grado g(x)). Ahora, f ( x ) e N  y g (x )eN  implica lúe 

/(•*) — g(x)<l(x ) — r(x ) está en N, por definición de ideal. Como g(x) era un 
elemento distinto de cero de grado minimal en N, debemos tener r(x) =  0. ^sí, 
/(* ) = g(x)q(x) y N  = <g(x)>. ■

Ahora podemos alcanzar el objetivo de caracterizar los ideales maximale; de 
F \x \.

Teorema 31.6 Un ideal <p(x)> ^  {0} de F[jc] es maximal si y  sólo si p() es
irreducible sobre F.

Demostración Supóngase que <p(x)) ±  {0} es un ideal maximal de Fx ~\. 
Entonces, <p(jc)> ^  F[jc], de modo que p(x)$F.  Sea p(x) = f(x)g{x) na 
factorización de p(x) en F[x:]. Como <p(x:)) es un ideal maximal y, por M i

to, también un ideal primo, (f{x)g{x)) e <p(x)> implica que f(x) e (p(x  o 
g(jc) 6 < pix)}, esto es, J\x) o g(x) tiene como factor a p(x). Pero, entonces, nó>o- 
demos tener que los grados de f(x)  y de g(jc) sean ambos menores que el gdo 
de p(x). Esto muestra que p(x) es irreducible sobre F.

En forma reciproca, si p(x) es irreducible sobre F, supóngase que N  eun 
ideal tal que <p(jc)> S  s  F[x], Ahora, por el teorema 31.5, N  es un sal 
principal, de modo que N  =  <g(jc)> para algún g(x)eN.  Entonces, p(x N  
implica que p{x) =  g(x)^(x) para algún q{x)e F [x]. Pero p(x) es irreducibl lo 
cual implica que g(jc) o q(x) es de grado 0. Si g(x) es de grado 0, esto es,na 
constante en F, distinta de 0, entonces g{x) es una unidad en F[jc], de modelos 
<g(*)> = N  =  F[jc]. Si q{x) es de grado 0, entonces q{x) =  c donde c(  y 
g(jc) =  (1 /c)p(x) está en </?(*)>, luego N  = </>(*)>. Así, </?(*)> c J V c F [ k  
imposible, de modo que </?(*)> es maximal. ■

Ejemplo 31.9 El ejemplo 31.4 muestra que x 3 =  3jc +  2 es irreducible en Z*]- 
Así, Z 5[jcJ/<jc3 + 3x + 2) es un campo. De manera análoga, el teorema?-! 
muestra que x 2 — 2 es irreducible en Q[x], de modo que Q [ i ] / ( r 2 — 2) un 
campo. Se examinarán dichos campos con más detalle posteriormente. ■

31.4 UNICIDAD DE LA FACTORIZACION EN Flx1

Demostraremos que los polinomios en F[x~\ se pueden factorizar en un pro^o 
de polinomios irreducibles en F[jc], de manera esencialmente única, coi se 
puede deducir con facilidad del trabajo que'el lector hizo en secundaria con*]-
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Consideraremos factorizaciones únicas en situaciones más generales en el siguien
te capítulo, marcado con asterisco. Como ahora resulta fácil obtener el resultado 
para F[.v], decidimos incluir aquí este caso especial. Trataremos exclusivamente 
con campos en las partes restantes, no marcadas con asterisco, de modo que este 
caso particular es todo lo que necesitamos para el trabajo.

Para /(.v), g(.v)eF[.v] decimos que g(.v) divide /(.y) en F[.v] si existe 
q(x) e F[x] tal que f(x) = g( v)̂ (.v).

Teorema 31.7 Sea p{.\) un polinomio irreducible en F [ y ] .  Si p(x) divide 
/■(.y).v(.y) para r(.v), .?(.y) e F [ . y ] ,  entonces p(x) divide r(x) o p(x) divide a s(x).

Demostración Supóngase que p(.v) divide r(.v)s(j:). Entonces, r(;c)í(jc) € (.p(x)) 
que, por el teorema 31.6, es maximai. Por tanto, <p(.v)) es un ideal primo, por el 
corolario al teorema 29.5. De aquí, r(.v)s(.Y) e <p(x)} implica que /■(*) e </»(-*)>, óe 
lo cual resulta que p(x) divide r(.x), o que s(.y)€ <p(x)>, de lo cual resulta que p(x) 
divide ,v(.y). ■

Corolario Si p(x) es irreducible en F [ . y]  y  p(x) divide el producto /^ ( y )- • ^ ( x )  

para r¡(.v) e F[.v], entonces p(x) divide r^.v) para al menos una i.

Demostración Mediante inducción matemática encontramos que esto es una 
consecuencia inmediata del teorema 31.7. ■

Teorema 31.8 Si F es un campo, entonces todo polinomio no constante 
f (x)  e  F [ . y]  se puede factorizar en F [ . y]  en un producto de polinomios irreduci
bles, los polinomios irreducibles son únicos, excepto por el orden y  por factores 
unidad (esto es, constantes distintas de cero) en F.

Demostración Sea f (x)  e F [ . y]  un polinomio no constante. Si f (x)  no es irreduci
ble, entonces / ( . y) = £ ( .y)/;(.y) con el grado de g(x) y el grado de h(x), ambos 
menores que el grado de/(.Y). Si g{x) y h(x) son irreducibles, nos detenemos aquí. 
De no ser así, al menos uno de ellos se factoriza en polinomios de grado menor. 
Continuando este proceso (en realidad un argumento de inducción), llegamos a la 
factorización

/(* ) =  Pi( y)p 2(.y )- • p,{x),

donde p¡(x) es irreducible.
Falta mostrar la unicidad. Supóngase que

/(-v) =  p fx )p2(x)- ■ pr(x) = ql(x)q2(x)- -q^x)

son dos factorizaciones de /(.y) en polinomios irreducibles. Entonces, por el 
corolario del teorema 31.7, p f x )  divide alguna ^(.y), supongamos que qx(x). 
Como qi(.y) es irreducible,
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donde /  0, pero «, está en F y  es, por tanto, una unidad. Entonces, al sustituir 
</,(x) por uyp x{x) y cancelar, obtenemos

■ pr(x) =  ulq2(x)- ■ q^x).

Por un argumento similar, digamos que q2(x) = u2p2(x), asi que

PÁxy-pAx)  =  uxu2q2{xy ■ qAx).

Al continuar así, por último se llegará a que

1 =  uiu2 - u rqr+i(xy-qAx).

Claramente, esto es posible sólo si s =  r de modo que esta ecuación es en 
realidad 1 =  u1u2 - ur  Así, los factores irreducibles p¡(x) y q^x) fueron los 
mismos, excepto quizá, por el orden y por factores unidad. ■

Ejemplo 31.10 El ejemplo 31.2 muestra que la factorización de x4 + 3x3 + 
+ 2x +  4 en Z s[x] es (x — 1 ) 3( jc + 1). Estos factores irreducibles en Z 5[x] están 
definidos, salvo unidades, en Z 3[x], esto es, constantes distintas de cero en Z 3. 
Por ejemplo, (x  — l)3(x +  1) =  (x — l)2(2x — 2)(3x + 3). ■

ejercicios----------------------------------------------------------------------------
31.1 Sea f(x) =  x6 +  3x3 +  4x2 -  3x +  2 y *(*) =  x2 + 2x -  3 en Z 7[x].
Encuéntrense q{x) y r(x) en Z 7[x] tal que f(x) = g(x)q(x) + r(x) con (grado r(x)) <  2.

312 Sea /(x ) =  x6 +  3x3 +  4x2 -  3x +  2 y g(x) =  3x2 +  2x -  3 en Z 7[x],
Encuéntrense q(x) y r(x) en Z7[x] tal que f(x) -  g{x)q{x) +  r(x) con (grado r(x)) <  2.

313 El polinomio x4 +  4 puede factorizarse en factores lineales en Z3[x]. Encuéntrese 
esta factorización.

31.4 ¿Es x3 +  2x +  3 un polinomio irreducible de Z3[x]? ¿Por qué? Exprésese como 
producto de polinomios irreducibles de Z 3[x].

313 Muéstrese que /(x ) =  x2 +  8x — 2 es irreducible sobre Q. ¿Es /(x ) irreducible 
sobre R y sobre C?

313 Repítase el ejercicio 31.5 con g(x) =  x2 +  6x +  12 en lugar de /(x).

31.7 a) Muéstrese que x3 +  3x2 — 8 es irreducible sobre Q.
b) Muéstrese que x4 — 22x2 +  1 es irreducible sobre Q.

f313 Pruébese que si F es un campo, todo ideal primo propio de F [x] es maximal.

31.9 ¿Falso o verdadero?
  a) x — 2 es irreducible sobre Q.
  b) 3x — 6 es irreducible sobre Q.
  c) x2 — 3 es irreducible sobre Q.
  d) x2 +  3 es irreducible sobre Z 7.
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  e) Si F es un campo, las unidades de f[ .t]  son precisamente los elementos de F
distintos de cero.

  0 Si F es un campo, las unidades de F(x) son precisamente los elementos de F
distintos de cero.

  g) Un polinomio/(.y) de grado n con coeficientes en un campo F, puede tener a lo
más n ceros en F.

  h) Un polinomio/(.v) de grado n con coeficientes en un campo F, puede tener a lo
más n ceros en cualquier campo E tal que F < E.

  i) Todo ideal de F [ . y ]  es principal.
  ¡) Todo ideal principal en F [ . y ]  es un ideal maximal.

31.10 Determínense cuáles de los siguientes polinomios en Z [ . y ]  satisfacen un criterio de 
Eisenstein de irreducibilidad sobre Q.

a) .y 2 -  12  b) 8 .y 3 +  6 .y 2 -  9 .y  +  2 4

c) 4 .y 10 -  9 .y 3 +  2 4 ,y  -  18  d) 2 .y 10 -  2 5 .y 3 +  IO .y2 -  3 0

31.11 Muéstrese que el polinomio ,yp +  a en Zp[.y] no es irreducible para ningún a e  Z p.

31.12 Encuéntrense todos los números primos impares p tales que .y +  2 es un factor de 
.y4 + .y 3 + .y2 — .y +  1 en Z p[.y].

31.13 ¿Es 2 .y 3 +  .y2 +  2 .y  +  2 un polinomio irreducible en Z 5[.y]? ¿Por qué? Exprésese
como producto de polinomios irreducibles en Z 5[.y].

31.14 Encuéntrense todos los ceros de 6 .y4 +  1 7 .y3 + 1.x2 +  .y -  1 0  en Q. (Este es un 
tedioso problema de álgebra de secundaria. El lector podría usar algo de geometría 
analítica y cálculo y hacer una gráfica, o usar el método de Newton para ver cuáles son los 
mejores candidatos a ceros.)

31.15 Si F e s  un campo y a ^  0 es un cero de /(.y) =  a0 +  a,.Y +  • • • +  an x" en F[.y],
muéstrese que l/a  es un cero de a„ + a„_ ,.y +  • • ■ +  a0.x".

31.16 Encuéntrense todos los polinomios irreducibles de grado 2 ó 3 en Z 2[x] y Z 3[.x].

31.17 ¿Es Q[.y]/<.y2 — 5.y +  6> un campo? ¿Por qué? ¿Qué sucede con Q[.y]/<.y2 — 6.y +  
+ 6>?

31.18 Sea F un campo y / ( . y ) ,  # ( .y )  e F [ . y ] .  Muéstrese que / ( . y )  divide a g(x) si y sólo si 
£ ( .y )  e </X-y)>-

31.19 Sea F  un campo y sea / ( . y ) ,  £ ( .y )  e F[.v], Muéstrese que

N  =  {/-(.Y)/(.y) +  í(.Y)g(.Y) | /-(.y), j(.y) e F[.y]}

es un ideal de F[.y], Muéstrese que si /( .y) y g(.x) tienen grados diferentes y N  ¥= F[.y], 
entonces /(.y) y g(.x) no pueden ser ambos irreducibles sobre F.

31.20 Sea o m\Z -» Zm el homomorfismo natural dado por aom =  (residuo de a al 
dividirlo entre m ) para a e  Z.

a) Muéstrese que 5 ^ : Z [ . y ]  -♦ Z m[.v] dado por

(fl0 +  a , .y  +  • • • +  a „ .x " )o ^  =  a 0a m +  { a l a m) x  +  • • ■ +  (a „ o J x "  

es un homomorfismo de Z [.y ]  sobre Z „ [ .y ] .
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b) Muéstrese que si f(x) e Z[.v] tiene grado n y (/(.x))<r^ no se factoriza en Z„[.x] en dos 
polinomios de grado menor que n, entonces f(x) es irreducible en Q[.x].

c) Usese la parte b) para mostrar que x3 + 17.x + 36 es irreducible en Q[.x]. [Sugeren
cia: inténtese con un valor primo de m que simplifique los coeficientes.]

31.21 Sea F un campo y sea 5  cualquier subconjunto de F x F x • • - x F para n
factores. Muéstrese que el conjunto de todos los/(.x ,,. . . ,  ,x„) e /"[.x, .x j que son cero
en toda (a,, . . . ,  a„) e S  (véase el ejercicio 30.13) forma un ideal en /"[.x,, . . , ,  .xj. Esto es 
importante en geometría algebraica.
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Dominios 
de factorización 

única

*32.1 INTRODUCCION

Este capítulo y los dos siguientes tratan de dominios enteros y del problema de la 
factorización de elementos en un dominio entero. El dominio entero Z  es el 
ejemplo usual de un dominio entero en el cual hay factorización única en primos 
(irreducibles). En la sección 31.4 se mostró que para un campo F, F[jc] también 
es uno de dichos dominios enteros, con factorización única. Para discutir ideas 
análogas en un dominio entero arbitrario, daremos varias definiciones, algunas 
de las cuales son repetición de otras anteriores. Es agradable tenerlas juntas 
como referencia.

Definición Sea D un dominio entero y a, b e D .  Si existe c e  D tal que 
b =  ac, entonces a divide b (o a es un factor de b), se denota a \ b.

Definición Un elemento u de un dominio entero D es una unidad de D, si 
u divide 1, esto es, si u tiene inverso multiplicativo en D. Dos elementos 
a, b e D son asociados en D si a =  bu, donde u es una unidad en D.

En el ejercicio 32.7 pedimos demostrar que este criterio para que a y b sean 
asociados en una relación de equivalencia en D.

Ejemplo 32.1 Las únicas unidades en Z son 1 y — 1. Así, los únicos asociados de 
26 en Z son 26 y — 26. ■

Nótese que mientras la condición a =  bu para que los elementos a, b e D  sean 
asociados no es formalmente simétrica, si a =  bu, entonces b = au~l, donde u~1 
existe y es una unidad de D, ya que u es unidad de D.
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Definición Un elemento p distinto de cero que no sea unidad de un domi
nio entero D es un irreducible de D, si en cualquier factorización p = ah en 
D, a o h es unidad.

Es fácil observar que un asociado de un irreducible es, a su vez, un irreducible.

Definición Un dominio entero D es un dominio de factorización única 
(DFU), si se satisfacen las siguientes condiciones:

1 Todo elemento de D que no sea ni 0 ni una unidad, se puede factorizar en 
un número finito de irreducibles.

2 Si /?,• • •/?,, y q t "  -qr son dos factorizaciones en irreducibles del mismo 
elemento de D, entonces r = s y los q¡ pueden renumerarse de manera 
que p¡ y q¡ sean asociados.

Ejemplo 32.2 El teorema 31.8 muestra que, para un campo F, F[.x] es un DFU. 
Se sabe además, que Z es un DFU; usaremos esto con frecuencia, aunque no se 
haya demostrado. Por ejemplo, en Z tenemos

24 = (2)(2)(3)(2) =  ( —2)( —3)(2)(2).

Aquí 2 y —2 son asociados, como lo son 3 y —3. Así, excepto por el orden y 
asociados, los factores irreducibles en estas dos factorizaciones de 24 son los 
mismos. ■

Después de una definición más podremos describir lo que deseamos lograr en 
esta sección.

Definición Un dominio entero D es un dominio de ideales principal (DIP), si 
todo ideal en D es un ideal principal.

El objetivo de este capítulo es probar dos teoremas de suma importancia:

1 Todo DIP es un DFU. (Teorema 32.2.)
2 Si D es un DFU, entonces Z)[.r] es un DFU. (Teorema 32.3.)

Nótese que el hecho de que F[.r] sea un DFU, donde Fes un campo (por el 
teorema 31.8), ilustra ambos teoremas. Por el teorema 31.5, F[xr] es un DIP. 
Además, como F no tiene elementos distintos de cero que no son unidades, F 
satisface (en un sentido vacuo que molesta a ciertos estudiantes) la definición de 
DFU. Asi, el teorema 32.3 daría otra demostración de que F[xr] es un DFU, 
excepto por el hecho de que, en realidad, usaremos con frecuencia el teorema 31.8 
al probar el teorema 32.3. En el siguiente capítulo estudiaremos propiedades de 
cierta clase particular de DFU, los dominios euclidianos.

Procedamos a probar los dos teoremas. Al autor siempre le ha disgustado la 
demostración del segundo. Evitémoslo cuanto sea posible y demostremos prime
ro el teorema 32.2.
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*32.2 TODO DIP ES UN DFU

Los pasos que conducen al teorema 31.8 y a su demostración indican el camino a 
seguir para la demostración del teorema 32.2. La mayor parte del material será 
repetitivo. En el teorema 31.8, manejamos por separado y de manera ineficiente el 
caso particular de F [jc], pues era fácil y era el único caso que se emplearía en la 
teoría de campos en general.

Para probar que un dominio entero D es un DFU, es necesario mostrar que 
se satisfacen las condiciones 1 y 2 de la definición de un DFU. Para el caso 
particular de F[jc], en el teorema 31.8, la condición 1 fue muy fácil y resultó de 
un argumento de que en una factorización de un polinomio de grado > 0 en un 
producto de dos polinomios no constantes, el grado de cada factor era menor que 
el grado del polinomio original. Así, no se podría factorizar indefinidamente sin 
llegar a factores unidad, es decir, polinomios de grado 0. Para el caso general de 
un DIP, es más difícil mostrar que así sucede. Abordemos este problema. Se 
necesitará un concepto más de teoría de conjuntos.

Definición Si {A¡ \ i e /} es una colección de conjuntos, entonces la unión 
U ¡eí A¡ de los conjuntos A¡ es el conjunto de todas las x  tales que xe A ¡  para 
al menos una i e l .

Lema 32.1 (Condición de la cadena ascendente para un DIP) Sea D un DIP. 
Si N l c  Aíj c  • • ■ es una cadena de ideales monótona ascendente N¡, entonces 
existe un entero positivo r tal que Nr =  Ns para todas las s > r. De manera 
equivalente, toda cadena de ideales estrictamente ascendente (todas las inclu
siones son propias) en un DIP, es de longitud finita. Esto es, la condición de la 
cadena ascendente (CCA) vale para ideales en un DIP.

Demostración Sea N x £  N 2 £  • ■ • una cadena de ideales, N¡ monótona axcen- 
dente, en D. Sea N  =  (J¡ N¡. Es claro que N  £  D. Afirmamos que N  es un ideal 
en D. Sea a, b eN. Entonces, existen ideales N ¡t y Nh con a e  Nh y b e  Nh. Ahora, 
N¡1 £  Nh o Nh £  Nh; supongamos que N¡, £  Nh de manera que tanto a como b 
están en Nh. Esto implica que a ±  b y ab están en Nh, de modo que a ±  b y ab 
están en N. Tomando a =  0, vemos que b e  N  implica que —b e N .  Claramente, 
0 eN.  Así, N  es un subanillo de D. Para ae  N  y d e  D, debemos tener a e Nit para 
algún N¡t. Entonces, como N ¡t es un ideal, da =  ad está en Nh. Por tanto, 
da e  (J¡ N¡, esto es, da e N. De aquí que N  es un ideal.

Ahora, como ideal en D que es un DIP, N  =  <c> para alguna ceD.  Como 
N  =  (J¡ N¡, debemos tener ce  Nr para alguna re  Z +. Para s > r, tenemos

<c> £  AT. £  Ws £  W = <c>.

Así, Nr =  Ns para s > r.
La equivalencia con la CCA es obvia. ■
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En lo que sigue, será útil recordar que para a, b e D,

(a)  £  <ó> si y sólo si b es divisor de a y
<a> = <ó> si y sólo si a y ó son asociados.

La primera propiedad es obvia. Para la segunda propiedad, concluimos que 
a =  bdi y b =  ad2 para algún du d2 e D. Entonces, a =  adxd2. El caso a = 0 es
trivial, y para a ^  0 tenemos, entonces, 1 =  dxd2. Así, d i y d2 son unidades, de
modo que a y b son asociados.

Podemos probar ahora la condición 1 de la definición de DFU para un 
dominio entero que sea un DIP.

Teorema 32.1 Sea D un DIP. Todo elemento que no sea 0 ni unidad en D es 
producto de irreducibles.

Demostración Sea a e D donde a no es 0 ni unidad. Mostremos primero que a 
tiene al menos un factor irreducible. Si a es un irreducible, ya terminamos. Si a no 
es un irreducible, entonces a = a¡b¡ donde ni a¡ ni ó, es unidad. Ahora,

<a> e  <a,>,

pues es obvio que <a> £  <ai>  y si <a> =  <<*!>, entonces a y a ,  serían asociados 
y ó, sería unidad, lo cual contradice la construcción. Siguiendo entonces con este 
procedimiento y comenzando ahora con au  llegamos a una cadena de ideales 
estrictamente ascendente

<a> e  <a,> c  <a2> e  • • • .

Por la CCA del lema 32.1, esta cadena termina en algún <ar)  y aT debe ser 
irreducible. Así, a tiene un factor irreducible ar

Por lo que acabamos de probar, para un elemento a que no es 0 ni unidad en 
D, a es irreducible o a = p ici para p 2 irreducible y c, no unidad. Por un 
argumento similar al reciente, en el último caso podemos concluir que <a> <= 
<= <c>. Si no es irreducible, entonces c, — p 2c2 para un irreducible p 2 con c2 
no unidad. Al continuar se obtiene una cadena de ideales estrictamente ascendente.

<a> e  <cj> <= <c2> <=•••.

Por la CCA del lema 32.1, esta cadena debe terminar con algún cr = qr que sea 
irreducible. Entonces, a =  P\Pi ' PAr ■

Esto completa la demostración de la condición 1 de la definición de un DFU. 
Pasemos a la condición 2  Los argumentos, aqui, son paralelos a los que conduje
ron al teorema 31.8. Los resultados con los cuales nos encontramos en el camino 
tienen, en sí, algún interés.
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Lema 32.2 (Generalización del teorema 31.6) Un ideal ( p )  en un DIP es
maximal si y  sólo si p es irreducible.

Demostración Sea <p> un ideal maximal de D, un DIP. Supóngase que p = ab 
en D. Claramente, <p> £  <a>. Supóngase que <a> = <p>. Entonces, a y p  serían 
asociados, de modo que b debe ser unidad. Si <a> #  <p>, entonces debemos 
tener <a> =  <1> = D puesto que <p> es maximal. Pero entonces, a y 1 son 
asociados, de modo que a es unidad. Así, si p =  ab, a o b deben ser unidad. Por 
tanto, p es un irreducible de D.

De manera reciproca supóngase que p es un irreducible en D. Entonces, si 
< p} £  <a>, debemos tener p = ab. Ahora, si a es unidad, entonces <a> = < 1 > = Z). 
Si a no es unidad, entonces b debe ser unidad, de modo que existe u e D tal que 
bu =  1. Entonces, pu =  abu =  a, de modo que <a> £  <p>, y tenemos que 
<a> = <p>. Así, <p> c  <a > implica que <a> =  D o <a> =  <p> y <p> #  D o p 
sería unidad. Por tanto, <p> es un ideal maximal. ■

Lema 32.3 (Generalización del teorema 31.7) En un DIP, si un irreducible p 
divide ab, entonces, p \a  o p\b.

Demostración Sea D un DIP, supóngase que para un irreducible p  en D tene
mos p\ab.  Entonces, (ab)e </»>. Como, por el corolario al teorema 29.5, todo 
ideal maximal en D es un ideal primo, (ab) e </»> implica que a e <p> o b e <p>, 
lo cual da p \ a o p\b. m

Corolario Si p es un irreducible en un DIP y  p divide el producto axa2 - ■ a„ 
para a¡ e D, entonces p \ a¡ para al menos una i.

Demostración La demostración de este corolario es inmediata del lema 32.3, si 
usamos inducción matemática. ■

Definición Un elemento p  de un dominio entero D, distinto de cero, no 
unidad, con la propiedad de que p \ ab implica que p \ a o p \ b, es un primo.

El lema 32.3 concentra nuestra atención en la propiedad que define a un 
primo. En el ejercicio 32.5 pedimos mostrar que un primo en un dominio entero 
siempre es irreducible, y que en un DFU, un irreducible es, además, primo. Así, 
los conceptos de primo e irreducible coinciden en un DFU. El ejemplo 32.3 
exhibirá un dominio entero que contiene algunos irreducibles que no son primos, 
de modo que los conceptos no coinciden en todo dominio.

Ejemplo 323 Sea F  un campo. Sea D el subdominio de F[x, y] generado por F, 
x 3, xy y y 3. Entonces, x 3, xy y y 3 son irreducibles en D, pero

(x3)(y3) =  (xy)(xy)(xy).
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Como .vv divide x 3y 3 pero no x 3 ni y 3, vemos que xy  no es primo. Argumentos 
análogos muestran que ni .v3 ni v3 son primos. ■

La propiedad que define a un primo es precisamente lo requerido para establecer 
la propiedad 2 de unicidad, en la definición de un DFU. Completemos la demos
tración del teorema 32.2 demostrando la propiedad 2 para un DIP.

Teorema 32.2 (Generalización del teorema 31.8) Todo DIP es un DFU.

Demostración El teorema 32.1 muestra que si D es un DIP, entonces, cada 
a e D, donde a no es 0 ni unidad, tiene una factorización

O =  P l P l  ' P r

en irreducibles. Falta mostrar la unicidad. Sea

a =  qlq2- ■ qs

otra de dichas factorizaciones en irreducibles. Entonces, tenemos p¡ \ (qiq2 •' <?,), 
lo cual, por el corolario del lema 32.3, implica que p l | qJ¡ para alguna j l . Al 
intercambiar, si es necesario, el orden de las qp podemos suponer que j \  =  1 o 
p 11 q l. Entonces, qx = p lu1 y, como p í es un irreducible, u1 es unidad, de modo 
que p l y ql son asociados. Tenemos entonces,

P l P l  ’ P r  =  Pl«l?2* '‘i *

de modo que por la ley de cancelación en D,

P l  * ' ’P r  =

Al continuar este proceso, comenzando con p2 y así sucesivamente, se obtiene por 
último

1 =  u1u2---Mrí r + 1 ' í J.

Como las q¡ son irreducibles, debemos tener r =  s. m

Muchos libros de álgebra comienzan probando el siguiente corolario del teore
ma 32.2. Aquí se asumió que el lector lo conoce y se usó libremente.

Corolario (Teorema fundamental de la aritmética) El dominio entero Z  es un 
DFU.

Demostración Hemos visto que todos los ideales en Z son de la forma nZ =  
= </j> para n e  Z. Así, Z es un DIP y se aplica el teorema 32.2. ■
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Vale la pena notar que la demostración de que Z es un DIP se encuentra en el 
corolario del teorema 6.2. Probamos el teorema 6.2 usando el algoritmo de la 
división para Z, exactamente como probamos, en el teorema 31.5, que F[x] e> 
un DIP, usando el algoritmo de la división para F[x]. En el capitulo 33 examina
remos de cerca este paralelismo.

*32.3 SI D ES UN DFU, ENTONCES D[xl 
ES UN DFU

Procedamos ahora con la demostración del teorema 32.3, nuestro segundo resul
tado principal en este capítulo. La razón por la cual no nos gustan las demostra
ciones aquí, es que son muy intuitivamente obvias y al mismo tiempo muy 
complicadas de escribir. La idea es la siguiente: sea D un DFU; podemos formar 
un campo de cocientes F  de D. Entonces, por el teorema 31.8, F[x] es un DFU, y 
mostraremos que es posible recobrar una factorización de f (x )eD [x]  de su 
factorización en F[x]. Por supuesto, será necesario comparar los irreducibles en 
F[jc] con los de Z)[jc]. Este enfoque, el cual preferimos por ser más intuitivo que 
otros modernos y más eficientes, se debe esencialmente a Gauss.

Definición Sea D un DFU. Un polinomio no constante

f ( x ) = a0 +  axx  +  • • • +  añxT

en D[x] es primitivo si los únicos divisores comunes de todas las a¡ son 
unidades de D.

Ejemplo 32.4 En Z[x], 4jc2 + 3jc +  2 es primitivo, pero 4x2 +  6jc +  2 no, pues 
2, que no es unidad en Z, es un divisor común de 4, 6 y 2. ■

Claramente, todo irreducible no constante en D[pc] debe ser un polinomio pri
mitivo.

Lema 32.4 Si D es un DFU, entonces, para todo / ( x) e D[x] no constante, 
tenemos / ( x) =  cg(x), donde c e  D, g{ x) e Z)[x] y  g(x) es primitivo. El elemento 
c es único, salvo un factor unidad en D y es el contenido de f(x). Además, g(x) 
es único, salvo un factor unidad en D.

Demostración Dado f (x)  e Dfx], donde f (x )  es un polinomio no constante. 
Como D es un DFU, cada coeficiente de / ( x) se puede factorizar de manera 
única, salvo el orden y asociados, en un producto finito de irreducibles en D. 
Imagínese cada coeficiente de f (x)  factorizado de este modo.

El número c a construir es, en realidad, el máximo común divisor en D de los 
coeficientes de f(x). Para formar c procedemos como sigue: si p  es un irreducible 
particular que divide todo coeficiente en f{x), todo asociado de p que aparezca en 
una factorización de un coeficiente, se reemplazará por pu para alguna unidad u.



298 DOMINIOS DE FACTORIZACION UNICA

Continuando este procedimiento con otro irreducible q que aparezca en la facto
rización de algún coeficiene de f(X) y así sucesivamente, llegaremos, al final, a uní 
factorización de los coeficientes de f(x )  en donde cada irreducible p¡ presente en 
la factorización de un coeficiente y que divide a todos los coeficientes, aparece, en 
realidad, en la factorización de todos los coeficientes, pero ningún otro asociado 
de p¡ aparece en la factorización de cualquier coeficiente. Sea c = p'¡¡, donde
el producto se toma sobre todos los irreducibles p¡ que aparecen en las factoriza 
ciones de todos los coeficientes en esta nueva factorización y donde v{ es el mayoi 
entero, tal que p\¡ divide todos los coeficientes. Claramente, tenemos que f(x )  = 
=  (c)g(x) donde c eD , g(x) e Z)[x] y, por construcción, g(x) es primitivo.

Para la unicidad, si además f(x)  =  (d)h(x) para d e  D, h(x) e Z)[x] y h(x 
primitivo, entonces, cada factor irreducible de c debe dividir d  y viceversa 
Haciendo que (c)g(x) =  (d)h(x) y cancelando los factores irreducibles de c en i 
llegamos a que (u)g(x) = (v)h(x) para alguna unidad u eD . Pero entonces, e: 
obvio que v debe ser también una unidad de D pues, de otra manera, podríamo: 
cancelar los factores irreducibles de v en u. Así, tanto u como v son unidades, d( 
modo que c es único, salvo un factor unidad. Vemos, de f(x )  =  (c)^(x), que e 
polinomio primitivo g(x) también es único, salvo un factor unidad. ■

El lema anterior ilustra nuestra expresión acerca de que aquí, las demostraciones 
son obvias pero difíciles de escribir. Ciertamente este lema cae en la categoría d< 
lo «intuitivamente obvio».

Ejemplo 315 En Z [jc],

Ax2 +  6x — 8 = (2)(2x2 + 3x -  4),

donde 2x2 +  3x — 4 es primitivo. ■

Lema 32.5 (Gauss) Si D es un DFU, entonces el producto de dos polinomio, 
primitivos en Z)[x] es primitivo.

Demostración Sea

f(x )  =  a0 +  a tx  +  ••• +  amx"
y

g(x) =  b0 +  h¡x + ■ ■ ■ + bmxT

primitivos en Z)[x] y sea h(x) =  f(x)g(x). Sea p  un irreducible en D. Entonces, ¡ 
no divide todas las a, y p  no divide todas las bp pues f(x )  y g(x) son primitivos 
Sea ar el primer coeficiente de f(x )  que no es divisible entre p, esto es, p \ a¡ par 
i < r, pero p¡far (esto es, p  no divide ar). De manera análoga, sea p \ b¡ para j  < 
pero, p!(bT El coeficiente de xr+* en h(x) =  f(x)g{x) es

Cr+Í =  K Ar+. +  ••• +  a ,-A + i)  +  ajbs +  (ar+,óJ_1 +  ••• +  ar+A>)-
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Ahora bien, p \ a¡ para i < r implica que

/’ I W + J  +  ' ' +  0r-l¿j+l)>

y, además, p \ b¡ para j  < s implica que

p \(ar+lbs. l + ■■■ + ar+f i0).

Pero p  no divide a, ni b„ de modo que p  no divide ajbs y, por tanto, p  no divide 
ct+T Esto muestra que, dado cualquier irreducible p e  D, existe algún coeficiente 
de /(.x)g(.x) que no es divisible entre p. Así, f{x)g(x) es primitivo. ■

Corolario Si D es un DFU, entonces, el producto finito de polinomios primi
tivos en Z)[jc] es primitivo.

Demostración La demostración de este corolario se sigue del lema 32.5, por 
inducción. ■

Sean ahora D un DFU y F  un campo de cocientes de D. Por el teorema 31.8, 
F[jc] es un DFU. Como ya se dijo, mostraremos que £)[*] es un DFU, al 
trasladar una factorización en F[x\ de f(x )  e D [x\ de vuelta a D[x], El siguiente 
lema relaciona los irreducibles no constantes de •£>[*] con los de F[jc]. Este es el 
último paso importante.

Lema 32.6 Sea D un DFU y  sea F un campo de cocientes de D. Sea f(x ) e 
e Z>[.v] donde [grado de F(.r)) >  0. Si f(x )  es un irreducible en £)[*], entonces 
f(x )  también es un irreducible en F[.r]. Además, si f(x )  es primitivo en D[x\ e 
irreducible en F[x~\, entonces f(x )  es irreducible en D[x~\.

Demostración Supóngase que un /(jc)e Z)[jc] no constante se factoriza en poli
nomios de grado menor en F[jc], esto es,

f[x)  =  r(jr)í(jc)

para r(jc), j(jc) € F[jc]. Entonces, como i 7 es un campo de cocientes de D, cada 
coeficiente en r(jc) y j(jc) es de la forma ajb para alguna a, b e D. Al eliminar 
denominadores podemos obtener

[d)f[x) = Mxjsjtx)

para d e  D y r^x), Jjí.r) e D[x] donde los grados de r^x) y 5j(xr) son los grados de 
r(jc) y j(jc), respectivamente. Por el lema 32.4, /(jc) = (c)g(jc), r^jc) =  (c,)r2(jc) y 
í,(jc) =  (c2)í2(jc) para polinomios primitivos g(*), r2(x) y s2(*), y c, clt c2 e D. 
Entonces,

(dc)g(x) =  (c,c2)r2(*)j2(*),
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y por el lema 32.5, r2(x).r2(x) es primitivo. Por la parte sobre unicidad del 
lema 32.4, Cj — c2 = dcu para alguna unidad u en D. Pero entonces,

(dc)g(x) =  (dcu)r2(x)s2(x),

de modo que

f(x )  =  (c)g(x) = (cu)r2(x)s2(x).

Hemos demostrado que si f(x ) se factoriza de manera no trivial en F[x], entonces 
f(x )  se factoriza de manera no trivial en polinomios de los mismos grados en Z)[x]. 
Así, si / (x )e /) [x ]  es un irreducible en Z)[x], debe ser irreducible en F[x].

Es obvio que un f(x )  e Z)[x] no constante, que sea primitivo en Z)[x] e 
irreducible en F[x], también es irreducible en Z)[x], pues Z)[x] £  F[x]. ■

El lema 32.6 muestra que si D es un DFU, los irreducibles en Z)[x] son, precisa
mente, los irreducibles en D junto con los polinomios primitivos no constantes que 
son irreducibles en F[x], donde F es un campo de cocientes de D[x].

En verdad, el lema anterior es muy importante por sí mismo. Esto se señala 
en el siguiente corolario, del cual el teorema 31.3 es un caso particular. (Admiti
mos que no parece sensato llamar teorema a un caso particular de un corolario 
de un lema. El nombre que se asigna a un resultado depende, de alguna manera, 
del contexto en el cual aparece.)

Corolario Si D es un DFU y F es un campo de cocientes de D, entonces un 
/(x )eZ )[x] no constante, se factoriza en un producto de dos polinomios de 
grados menores r y  s en F[x] si y  sólo si tiene factorización en polinomios de 
los mismos grados r y  s en Z)[x].

Demostración En la demostración del lema 32.6, se mostró que si /(x ) se factori
za en producto de dos polinomios de grado menor en F[x], entonces, tiene 
factorización en polinomios de los mismos grados en D[x] (véase la penúltima 
frase del primer párrafo de la demostración).

El reciproco es obvio, pues D[x] £  F[x], ■

Ahora estamos preparados para demostrar el teorema principal. Repetiremos de 
nuevo la construcción de la demostración del lema 32.6; es el centro de toda esta 
discusión.

Teorema 32.3 Si D es un DFU, entonces Z)[x] es un DFU.

Demostración Sea /(x ) e £)[x] donde /(x ) no es 0 ni es una unidad. Si /(x) 
es de grado 0, hemos terminado, pues D es un DFU. Supóngase que (grado de 
/(x)) >  0 y considérese /(x ) como elemento en F[x] donde F  es un campo de 
cocientes de D. Por el teorema 31.8,/(x) = -^(x)- • pr(x) en F[x], donde p¡(x) es 
irreducible en F[x]. Como F  es un campo de cocientes de D, cada coeficiente en
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cada p¡(x) es de la forma a¡b para alguna a, b e  D. Al eliminar de manera usual 
todos los denominadores, llegamos a

(d)f(x) = qx(x)- ■ qr(x)

para d, q¡{x) e  Z)[jc], Como cada p¡(x) era irreducible en F[.v], vemos que q¡(x), el 
cual es p¡(x) multiplicado por una unidad en F, también es irreducible en F[x]. 
Por el lema 32.4, /(jc) =  (c)g(.v) y q¡(x) =  (ct)q'¡(x) en Z)[.v] para g(.v) y q\(x) 
primitivo. Entonces,

(dc)g(x) =  (e, - ■ cr)q\(x)- ■ /(jc),

donde, por el lema 32.5, el producto /,(.x)- • / ( jc) es primitivo. Por la parte sobre 
la unicidad del lema 32.4, vemos que

ct • • cr =  dcu

para alguna unidad u en D. Entonces,

(dc)g(x) =  (dcu)q\(x)- ■ -cfAx),
de modo que

f(x )  =  (c)g(jc) =  (cu)q\(x)- ■ q'r(x).

Ahora bien, cu se puede factorizar en irreducibles en D. Además, q\(x) , . . . ,  q'Ax) 
son irreducibles en Z)[x] pues, por construcción, son primitivos e irreducibles en 
F[x ]. Así, hemos demostrado que es posible factorizar f(x )  en un producto de 
irreducibles en D\jc\.

L a  unicidad de una factorización de f (x )  e D [x\ está clara para f(x ) e D que 
no sea 0 ni sea unidad. Si (grado de /(*)) >  0, podemos considerar cualquier 
factorización de f(x )  en irreducibles en Z)[jc] como una factorización en f  [jc] en 
unidades (esto es, los factores en D son, por el lema 32.6, polinomios irreducibles 
en F[x]). Por el teorema 31.8, estos polinomios son únicos, excepto por posibles 
factores constantes en F. Pero, en tanto irreducible en Z)[x], cada polinomio de 
grado >  0, presente en la factorización de f ( x ) en £>[*], es primitivo. Por la parte 
sobre la unicidad del lema 32.4, esto muestra que estos polinomios son únicos en 
Z )[jc], salvo factores unidades, esto es, asociados. E l producto de los irreducibles 
en D en la factorización de /(x ) es el contenido de / ( jc )  el cual, por el lema 32.4, es 
único, salvo un factor unidad. Así, todos los irreducibles en Z)[jc] presentes en la 
factorización, son únicos, salvo el orden y asociados. ■

Corolario Si F  es un campo y  JCj, . . . ,  jc„ son indeterminadas, entonces 
Ffjc^  . . . ,  jcJ  es un D F U .

Demostración Por el teorema 38.1, F Q x J  es un D F U . Por el teorema 32.3, lo es 
(F [jc J )[x 2] =  F\_jcj, jc2]. Continuando este procedimiento, vemos (por induc
ción) que F [jc1; . . . ,  jc„] es un D F U . ■
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Hemos visto que un DIP es un DFU. El corolario del teorema 32.3 nos facilitja 
un ejemplo para mostrar que no todo DFU es un DIP.

Ejemplo 32.6 Sea F  un campo y sean x y y  indeterminadas. Entonces, por d  
corolario del teorema 32.3, F[x, y] es un DFU. Considérese el conjunto N  d 
todos los polinomios en x y y en F[x, y] con término constante 0. Es claro que N  
es un ideal, pero no es un ideal principal. Así, F[x, y] no es un DIP. ■

Otro ejemplo de un DFU que no es DIP es Z[x], según se muestra en el ejerci 
ció 33.5.

Ejercidos------------------------------------------------------------------------------------

*32.1 Indiquese cuáles de los elementos siguientes son irreducibles del dominio entero 
indicado.
a) 5 en Z b) —17 en Z
c) 14 en Z d) 2x — 3 en Z[x]
e) 2x — 10 en Z[x] 0 2x — 3 en Q[x]
g) 2x — 10 en Q[x] h) 2x — 10 en Zu [x]
*323 De ser posible, dense cuatro asociados diferentes es de 2x — 7 considerado como 
elemento de Z[x]; de Q[x]; de Z,,[x].
*323 Factorícese el polinomio 4x2 — 4x + 8 en un producto de irreducibles, conside 
rándolo elemento del dominio entero Z[;t]; del dominio entero Q[x]; del dominio entero 
Z,,[x].
*32̂ 4 Exprésese cada uno de los polinomios dados como el producto de su contenido 
con un polinomio primitivo en el DFU indicado.
a) 18X2 — 12x + 48 en Z[x] b) 18x2 — 12* + 48 en Q[x]
c) I r 2 — 3x + 6 en Z[x] d) 2x2 — 3x + 6 en Z7[x]

t*323 Pruébese lo siguiente:
a) Si p es primo en un dominio entero D, entonces p es un irreducible.
b) Si q es un irreducible en un DFU, entonces q es primo.
*32.6 ¿Falso o verdadero?
  a) Todo campo es un DFU.
  b) Todo campo es un DIP.
  c) Todo DIP es un DFU.
  d) Todo DFU es un DIP.
  e) Z[x] es un DFU.
  0 Cualesquiera dos irreducibles en cualquier DFU son asociados.
  g) Si D es un DIP, entonces D\x\ es un DIP.
  h) Si D es un DFU, entonces /)[*] es un DFU.
  i) En cualquier DFU, si p \ a para un irreducible p, entonces p mismo aparece eiji

toda factorización de a.
  j) Un DFU no tiene divisores de 0.
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*32.7 Para un dominio entero D, muéstrese que la relación a ~  b si a es un asociado de 
b (esto es, si a =  bu para u unidad en D), es una relación de equivalencia en D.
*32.8 Sea D un DFU. Descríbanse los irreducibles en D[x\ en términos de los irreduci
bles en D y los irreducibles en F[.x], donde Fes un campo de cocientes de D.
*32.9 Sea D un dominio entero. En el ejercicio 23.4 se mostró que <1/, •> es un grupo, 
donde U es el conjunto de unidades de D. Muéstrese que el conjunto D* — U de no 
unidades de D, excluyendo al 0, es cerrado bajo la multiplicación. ¿Acaso este conjunto es 
un grupo bajo la multiplicación de D?

*32.10 El lema 32.6 afirma que si D es un DFU con campo de cocientes F, entonces un 
irreducible no constante /(.x) de £>[.x] también es un irreducible de F[.x]. Muéstrese, 
mediante un ejemplo, que un g{.x) e  D[.x] que sea irreducible de F[.x] no necesita ser un 
irreducible de £>[.x].

*32.11 En esta sección, restringimos nuestro trabajo a dominios enteros. Con las mismas 
definiciones de la sección 32.1, pero para un anillo conmutativo con unitario, considérese 
factorización en irreducibles en Z x Z. ¿Qué puede suceder? Considérese en particular 
(1.0).
*32.12 Sea D un DFU. Muéstrese que un divisor no constante de un polinomio primiti
vo en D[.x] es, de nuevo, un polinomio primitivo.

*32.13 Muéstrese que, en un DIP, todo ideal está contenido en un ideal maximai. 
[Sugerencia: úsese el lema 32.1.]

*32.14 Factorícese .x3 — r3 en irreducibles en Q[.x, y] y pruébese que cada uno de los 
factores es irreducible.

Hay algunos otros conceptos que con frecuencia se consideran de carácter similar a la 
condición de ia cadena ascendente en ideales en un anillo. Los tres ejercicios siguientes tratan 
algunos de estos conceptos.
*32.15 Sea R cualquier anillo. La condición de la cadena ascendente (CCA) para ideales se 
cumple en R si cada sucesión estrictamente creciente V, c: N2 <=■ N3 c  • ■ ■ de ideales en R 
es de longitud finita. La condición del máximo (CM) para ideales se cumple en R, si cada 
conjunto 5  no vacio, de ideales en R contiene algún ideal que no está contenido propia
mente en ningún otro ideal del conjunto 5. La condición de la base finita (CBF) para 
ideales se cumple en R si para cada ideal N en R existe algún conjunto finito BN =  {bv 

£  N tal que N es la intersección de todos los ideales de R que contienen a BN. El 
conjunto Bs es una base finita para N.

Muéstrese que para todo anillo R las condiciones CCA, CM y CBF son equivalentes.

*32.16 Sea R cualquier anillo. La condición de la cadena descendente (CCD) para ideales 
se cumple en R, si cualquier sucesión estrictamente decreciente Nt 3  N2 => 3  • • • de
ideales en R es de longitud finita. La condición del mfnimo (Cm) para ideales se cumple en 
R si, dado cualquier conjunto S de ideales de R, existe algún ideal de S que no contiene 
propiamente a cualquier otro ideal en el conjunto 5.

Muéstrese que para todo anillo, las condiciones CCD y Cm son equivalentes.

*32.17 Dése un ejemplo de un anillo en el cual se cumpla CCA pero no CCD. (Véanse 
los ejercicios 32.15 y 32.16.)
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Dominios 
euclidianos

*33.1 INTRODUCCION Y DEFINICION

Hemos señalado varías veces la importancia de los algoritmos de división. Nues
tro primer contacto con ellos fue el algoritmo de división para Z (lema 6.1). Este 
algoritmo se usó de inmediato para probar el importante teorema de que un 
subgrupo de un grupo cíclico es cíclico, esto es, que tiene un solo generador. El 
algoritmo de división para F [ r ]  apareció en el teorema 31.1 y se usó de manera 
análoga para mostrar que F[ac] es un DIP, esto es, que todo ideal en F[x] tiene 
un solo generador. Ahora bien, una técnica moderna en matemáticas es tomar 
varías situaciones claramente relacionadas y tratar de reunirías abstrayendo las 
ideas importantes que tienen en común. El estudiante se dará cuenta cómo la 
siguiente definición ilustra esta técnica. Veamos qué podemos desarrollar, comen
zando con la existencia de un algoritmo de la división bastante general en un 
dominio entero.

Definición Una evaluación cuotidiana en un dominio entero D es una función 
v que transforma a los elementos distintos de cero de D, en los enteros no 
negativos tal que se satisfacen las condiciones siguientes:
1 Para todos los a ,b e D  con b #  0 existen q y r en D tales que a =  bq + r, 

donde r =  0 o v(r) < v(ó).
2 Para todos los a, ó e D, donde ni a ni b es 0, v(a) < v(ab).

Un dominio entero D es un dominio cuotidiano si existe una evaluación 
euclidiana en D.

La importancia de la condición 1 está clara a partir de la discusión inicial. 
La importancia de la condición 2 es que nos permitirá caracterizar las unidades 
de un dominio euclidiano D. _
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Ejemplo 33.1 El dominio entero Z es un dominio euclidiano, pues la evaluación 
v definida por v(n) = |n| para n #  0 en Z es una evaluación euclidiana en.Z. Por 
el lema 6.1, se cumple la condición 1 y la condición 2 es obvia. ■

Ejemplo 33.2 Si Fes un campo, entonces F[.v] es un dominio euclidiano, pues la 
evaluación v definida por v(/(.v)) = (grado de f(x)) para f(x )  e F[xJ y f(x )  /  0 es 
una evaluación euclidiana. Por el teorema 31.1, se cumple la condición 1 y la 
condición 2 es obvia. ■

Por supuesto, deberíamos dar ejemplos de dominios euclidianos diferentes de 
éstos que motivaron la definición. Lo haremos en el siguiente capítulo. En vista 
de nuestras observaciones iniciales, seguramente estarán esperando el siguiente 
teorema.

Teorema 33.1 Todo dominio euclidiano es un DIP.

Demostración Sea D un dominio euclidiano con evaluación euclidiana v y sea TV 
un ideal en D. Si N  =  {0}, entonces N  =  <0> y N es principal. Supóngase que 
N  ¥= {0}. Entonces, existe b /  0 en TV. Escojamos b tal que (ó) sea minimal de 
entre todas las v(n) para n e  IV. Afirmamos que N  =  <ó>. Sea a e  N. Entonces, por 
la condición 1 para un dominio euclidiano, existen q y r en D tales que

a = bq + r,

donde r = 0 o v(r) <  v(b). Ahora, r =  a — bq y a, b e N, de modo que re  N,
puesto que N  es un ideal. Así, es imposible que v(r) <  v(b) debido a nuestra
selección de b. De aquí, r = 0, de modo que a = bq. Como a es cualquier
elemento de N, vemos que N  =  <¿>. ■

Corolario Un dominio euclidiano es un DFU.

Demostración Por el teorema 33.1, un dominio euclidiano es un DIP y, por el 
teorema 32.2, un DIP es un DFU. ■

Por último, mientras que, por el teorema 33.1, un dominio euclidiano es un DIP, 
no todo DIP es un dominio euclidiano. Sin embargo, no es fácil encontrar un 
DIP que no sea euclidiano.

*33.2 ARITMETICA EN DOMINIOS EUCLIDIANOS

Investigaremos ahora algunas propiedades de los dominios euclidianos relaciona
dos con su estructura multiplicativa. Debe aclararse que la estructura aritmética 
de un dominio euclidiano es intrínseca al dominio y no se afecta de modo alguno 
por una evaluación euclidiana v en el dominio. La evaluación euclidiana es
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simplemente una herramienta para arrojar posiblemente, alguna luz sobre esta 
estructura aritmética del dominio. La estructura aritmética de un dominio D está 
por completo determinada por el conjunto D y las dos operaciones binarias + y - 
en D.

Sea D un dominio euclidiano con evaluación euclidiana v. Podemos usar la 
propiedad 2 de una evaluación euclidiana para caracterizar las unidades de D.

Teorema 33.2 Para un dominio euclidiano con evaluación euclidiana v, v(l) es 
minimal entre todas las v(a) para a s  D distinta de cero y u s  D es unidad si y  
sólo si v ( m)  = v(l).

Demostración La condición 2 para v, nos dice que para a /  0

v(l) <  v(la) =  v(a).

Por otro lado, si u es unidad en D, entonces

v(u) <  v(uu-1) =  v(l).
Así,

v(u) =  v(l)

para una unidad u en D.
En forma recíproca, supóngase que ueD  distinto de cero es tal que v(u) =  

=  v(l). Entonces, por el algoritmo de la división, existen q y r en D tales que

1 =  uq +  r,

donde r =  0 o v(r) <  v(u). Pero como v(u) =  v(l) es minimal entre todas las v(d) 
para d e  D distinto de cero, es imposible que v(r) <  v(u). De aquí, r =  0 y 1 =  uq, 
de modo que u es unidad. ■

Ejemplo 33.3 Para Z con v(n) =  |/i|, el mínimo de v(n) para n e Z distinto de 
cero, es 1. Es claro que 1 y — 1 son los únicos elementos de Z con v(n) =  1. Por 
supuesto, el 1 y el — 1 son las unidades de Z. ■

Ejemplo 33^4 Para F[jc] con v(/(x)) =  (grado de /(*)) para f(x )  ^  0, el valor 
minimo de v(/(x)) para todos los f(x )  e / ’[x] distintos de cero es 0. Los polino
mios distintos de cero de grado 0 son precisamente los elementos distintos de 
cero de F y son éstos, las unidades de F[x\. m

Es necesario comprender que todo lo demostrado aquí se cumple para todló 
dominio euclidiano, en particular, para Z y E[x]. Probaremos algunos resul
tados clásicos acerca de máximos comunes divisores en un dominio euclidiano. 
Seguro que el lector tiene una idea intuitiva acerca de lo que debe ser un má
ximo común divisor (med) de dos elementos a y b en un DFU. Simplemente se 
toman a y b, se factorizan, se ajustan las factorizaciones mediante unidades, de
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modo que si algún irreducible divide tanto a como b, sucede que, o aparece en 
ambas factorizaciones y no aparece ninguno de sus asociados, o no aparece en 
ninguna de las factorizaciones, esto es, en su lugar, aparece uno de sus asociados. 
Entonces, obtenemos un mcd de a y b multiplicando entre si todos los irreduci
bles que aparecen en ambas factorizaciones, tomando cada irreducible elevado a 
la potencia más alta para la cual divide tanto a como b. Esto se ha dicho de 
manera torpe, pero quizás el lector comprendió la idea. Ya usamos libremente el 
concepto en Z, en teoría de grupos. Como un irreducible presente en una 
factorización se define salvo un factor unidad, vemos que en un DFU, también 
debe definirse un mcd salvo un factor unidad. Es por esto que decimos «un» mcd 
en lugar de «el» mcd, de a y ó. Se acostumbra dar la siguiente definición, más 
elegante, de un mcd en un DFU. El lector encontrará obvio que para un DFU, 
esta definición describe el mismo concepto que recién se analizó.

Definición Sea D un DFU. Un elemento d e  D es un máximo común divisor 
(mcd) de los elementos a y  b en D si d\ a, d \b  y además, c \ d para todos los c 
que dividan a y  b.

Ejemplo 333 En Z, un mcd de 18 y 48 es 6. Otro es —6. En Q[x'_], un mcd de 
x2 — 2x + 1 y x2 +  x — 2 es jc — 1. Otro es 2{x — i), pues 2 es una unidad 
en Q[x]. Otro más es (15/13)(x — 1). Sin embargo, en Z[x], los únicos mcd de 
x 2 — 2x + 1 y +  x -  2 son x — 1 y — (x — 1), pues 1 y — 1 son las únicas 
unidades en Z[x]. ■

Como se indicó después del ejemplo 33.4, se puede mostrar que cualesquiera a y  b 
en un DFU tienen un mcd, factorizando a y ó en irreducibles. (En realidad, existe 
un mcd para cualquier número de elementos de un DFU. La demostración del 
lema 32.4 muestra con más detalle cómo se puede construir dicho mcd a partir de 
factorizaciones en irreducibles.) Todo DIP es un DFU, de modo que es claro que 
también existan los mcd en un DIP. Hay una bella demostración para los DIP, 
sin usar factorización, la cual nos gustaría que el lector observara.

Teorema 333 Si D es un D IP y  a y  b son elementos distintos de cero de D, 
entonces existe algún mcd de a y  b. Más aún, cada mcd de a y  b puede 
expresarse en la forma Xa + pb para algunos X, p e  D.

Demostración Considérese el conjunto

N  =  {ra + sb \ r, s e D }.
Como

(rta +  s tb) ±  (r2a +  s2b) — (rt ±  r2)a +  (sj ±  s2)b
y

t(ra +  sb) =  (tr)a +  (ts)b

para t e D, es inmediato que N  es un ideal de D. Ahora, N  =  <d> para algún 
d eD . Entonces, d\ (ra +  sb) para todas las r, s e D  y, tomando primero 5 =  0
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con r =  1, y después r = O con s =  1, vemos que d\ a y d\ b. Además, si c \ a y 
c | b, entonces c\(ra  +  sb) para todas las ra +  sb, esto es, c | n para todas 
las n e N. De aquí que c 1 d. Así, d  es un mcd de a y b.

Para d, tal como se acaba de construir, d e  N  implica que existen fie  D 
tales que d = ka + pb. Pero la definición de mcd muestra que si d x, también es 
un mcd de a y ó, entonces d\ j, y dx | d. Así,

dx = vd =  (v/.)a + (vp)b = k xa + p xb. ■

La demostración anterior es muy elegante, pero nada constructiva. Claramente 
podemos encontrar un mcd de a y ó si logramos íactorizarlos en irreducibles, 
pero dichas factorizaciones pueden ser muy difíciles de obtener. Sin embargo, si 
un DFU es en realidad euclidiano y conocemos una evaluación euclidiana, hay 
una manera constructiva y sencilla de encontrar los mcd, según lo muestra el 
siguiente teorema.

Teorem a 3 3 .4  (A lg o ritm o  eu clid ia n o) Sea D un dominio euclidiano con una 
evaluación euclidiana v y  sean a y  b elementos de D distintos de cero. Sea rx 
como en la condición 1 para una evaluación euclidiana, esto es,

a = bqt +  r t,

donde rj =  0 o v(rj) <  v(¿>). Si rx =  0, sea r2 tal que

b =  rxq2 +  r2,

donde r2 =  0 o v(r2) <  v(rj). En general, sea ri + 1 tal que

ri - l  =  rÑ i+1 +  ri+l>

donde ri+l =  0 o v(r¡+ j) <  v(r¡). Entonces, la sucesión rlt r2, . . .  debe terminar 
con algún r, = 0. Si r¡ =  0, entonces b es un mcd de a y  b. Si r¡ 0 y  rs es el 
primer r, = 0, entonces, r ,_ , es un mcd de a y  b.

Demostración Como v(/-j) <  v(r,_ j) y v(r¡) es un entero no negativo, es claro que 
llegaremos a alguna r, =  0 después de un número finito de pasos.

Si rj =  0, entonces a = bqi y, obviamente, ó es un mcd de a y b. Supóngase 
que r, ^  0. Entonces, si d  \ a y d  | b, tenemos

d\(a  -  bqx),

de modo que d \r x. Sin embargo, si | r t y d¡ | b, entonces

di | (bqi + r^,

de modo que dx | a. Así, el conjunto de divisores comunes de a y ó es el mismo 
conjunto que el conjunto de divisores comunes de é y r,. Por un argumento
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similar, si r2 =£ O, el conjunto de divisores comunes de b y r¡ es el mismo conjunto 
que el conjunto de divisores comunes de r, y r2. Continuamos con este proceso y, 
al final, vemos que el conjunto de divisores comunes de a y b es el mismo 
conjunto que el conjunto de divisores comunes de rs_2 y rJ_ 1 donde rs es el 
primer r¡ igual a 0. Así, un mcd de rs_ 2 y rs_ , es también un mcd de a y b. Pero la 
ecuación

r*-i = qsrs- i  + rs =  c/,rs. l 

muestra que un mcd de rs_2 y es rs_,. m

Ejemplo 33.6 Ilustremos el algoritmo euclidiano para la evaluación euclidiana 11 
en Z, calculando un mcd de 22 471 y 3266. Tan sólo hay que aplicar una y otra 
vez el algoritmo de la división y el último residuo distinto de cero es un mcd. 
Denominamos los números obtenidos de la misma manera que en el teorema
33.4, para ilustrar el enunciado y la demostración del teorema. Es fácil corrobo
rar los cálculos

a =  22471
b =  3266

22471 =  (3266)6 +  2875 r, =  2875
3266 =  (2875)1 +  391 r2 =  391
2875 =  (391)7 +  138 -t OJ II U> 00

391 =  (138)2 +  115 r4 = 115
138 =  (115)1 +  23 '5 = 23
115 = (23)5 + 0 r6 =  0

Así, r, =  23 es un mcd de 22471 y 3266. Encontramos un mcd sin factorizar. 
Esto es importante, pues a veces es muy difícil encontrar una factorización de un 
entero en primos. ■

Ejemplo 33.7 Nótese que el algoritmo de la división 1 de la definición de una 
evaluación euclidiana no dice nada acerca de que r sea «positiva». Al calcular un 
mcd en Z mediante el algoritmo euclidiano para 11, como en el ejemplo 33.6, 
seguramente nos interese que, en cada división, |r,| sea lo más pequeño posible. 
Asi, repitiendo el ejemplo 33.6 seria más eficaz escribir

a = 22471 
b =  3266

22471 =  (3266)7 -  391 r, =  —391
3266 =  (391)8 +  138 r2 =  138

391 =  (138)3 — 23 r3 =  -2 3
138 =  (23)6 +  0 r4 =  0

El hecho de que podamos cambiar el signo de r¡ de negativo a positivo según lo 
deseemos, se debe al hecho de que los divisores de r¡ y — son los mismos. ■
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Ejercidos--------------------------------------------------------------------------------
*33.1 Indíquese cuáles de las Funciones dadas v son evaluaciones euclidianas para los 
dominios enteros dados.
a) La función v para Z dada por v(/i) = n2 para neZ  distinto de cero.
b) La función v para Z[x] dada por v(/(x)) = (grado f(x)) para f(x)e Z[x] distinto de

cero.
c) La función v para Z[.x] dada por v(/(x)) = (valorabsoluto del coeficiente del término 

de mayor grado distinto de cero de f(x)) para f(x)e Z[x] distinto de cero.
d) La función v para Q dada por v(a) — a2 para a e  Q distinto de cero.
e) La función v para Q dada por v(a) =  50 para a  e  Q distinto de cero.

*33.2 Encuéntrese un mcd de 49 349 y 15 555 en Z.

*33.3 Encuéntrese un mcd de

.x '°  -  3.x9 +  3.x8 -  11.x7 +  l l x 6 -  11.x5 +  19x4 -  13x5 +  8 x 2 -  9 x  +  3
y

x6 — 3x5 + 3.x4 — 9x5 + 5x2 — 5x + 2

en Q[x].

*33.4 Con referencia al ejemplo 33.7 del libro, exprésese, realmente, el mcd 23 en la 
forma 2(22471) +  /i(3266) para 2, peZ . [Sugerencia: a partir de la penúltima línea del 
cálculo en el ejemplo 33.7, 23 = (138)3 — 391. Del renglón anterior a ese, 138 = 3266 — 
— (391)8, así, por sustitución, obtenemos 23 = [3266 — (391)8]3 — 391 y así sucesiva
mente. Esto es, se trabaja hacia atrás hasta encontrar realmente los valores de 2 y /i.]

*33.5 Considérese Z[x],

a) ¿Es Z[x] un DFU? ¿Por qué?
b) Muéstrese que { a  +  x/(.x) | a  e  2Z, f(x) e  Z[x]} es un ideal en Z[x].
c) ¿Es Z[x] un DIP? (Considérese la parte b).)
d) ¿Es Z[x] un dominio euclidiano? ¿Por qué?

♦*33.6 Sea D un dominio euclidiano y sea v una evaluación euclidiana en D. Muéstrese 
que si a y ó son asociados en D, entonces v(a) = v(b).
*33.7 ¿Falso o verdadero?

—  a) Todo dominio euclidiano es un DIP.
—  b) Todo DIP es un dominio euclidiano.
—  c) Todo dominio euclidiano es un DFU.
—  d) Todo DFU es un dominio euclidiano.
—  e) Un mcd de 2 y 3 en Q es J.
—  0 El algoritmo euclidiano proporciona un método constructivo para encontrar un

mcd de dos enteros.
—  g) Si v es una evaluación euclidiana en un dominio euclidiano D, entonces v(l) <

< v(a) para todas las a 6 D distintas de cero.
—  h) Si v es una evaluación euclidiana en un dominio euclidiano D, entonces v(l) <

< v(a) para todas las ae D, a 1, distintas de cero.
—  i) Si v es una evaluación euclidiana en un dominio euclidiano D, entonces v(l) <

< v(a) para todas las unidades aeD  distintas de cero.
—  j) Para cualquier campo F, F[x] es un dominio euclidiano.
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*33.8 La selección de una evaluación euclidiana v particular en un dominio euclidiano 
D, ¿influye de alguna forma en la estructura aritmética de Dl Expliqúese.

*33.9 Siguiendo la idea del ejercicio 33.4 y refiriéndonos al ejercicio 33.2, exprésese el 
mcd positivo de 49 349 y 15 555 en Z, en la forma 2(49 349) + /i(15 555) para 2, ne  Z.

*33.10 Sea D un dominio euclidiano y sea v una evaluación euclidiana en D. Muéstrese 
que para a, be D distintos de cero, tenemos v(a) < v(ab) si y sólo si b no es unidad de D. 
ISugerencia: del ejercicio 33.6, dedúzcase que v(a) <  v(ab) implica que ó no es unidad de 
D. Usando el algoritmo euclidiano, muéstrese que v(a) =  v(a¿>) implica <a> =  (.ab}. 
Concluyase que si ó no es unidad, entonces v(a) <  v(a¿>).]

*33.11 Apruébese o rechácese el siguiente enunciado: si v es una evaluación euclidiana en 
un dominio euclidiano D, entonces {aeD  | v(a) >  v(l)} es un ideal de D.
*33.12 Muéstrese que todo campo es un dominio euclidiano.

*33.13 Sea v una evaluación euclidiana en un dominio euclidiano D.
a) Muéstrese que si í e  Z tal que s +  v(l) >  0, entonces tj:D* -» Z definida por tj(a) = 

= v(a) +  s para aeD  distinta de cero, es una evaluación euclidiana en D. Como es 
costumbre, D* es el conjunto de los elementos de D distintos de cero.

b) Muéstrese que para re  Z +, X:D* -» Z dados por 2(a) =  r(v(a)) para aeD  distinta de 
cero, es una evaluación euclidiana en D.

c) Muéstrese que existe una evaluación euclidiana n en D tal que /i(l) =  1 y n(a) >  100 
para todas las no unidades a eD distintas de cero.

*33.14 Sea D un DFU. Un elemento c en D es un mínimo común múltiplo (mcm) de dos 
elementos a y b en D si a \ c, b \ c y si c divide a todo elemento de D que sea divisible entre a 
y entre b. Muéstrese que todos dos elementos distintos de cero a y ó de un dominio 
euclidiano D tienen algún mcm en D. [Sugerencia: muéstrese que todos los múltiplos 
comunes, en el sentido obvio, de a y b, forman un ideal de Z).]

*33.15 Usese la última afirmación del teorema 33.3, para mostrar que dos elementos 
distintos de cero r,se  Z generan al grupo <Z, +  )  si y sólo si r y s, vistos como enteros en 
el dominio Z, son primos relativos, esto es, tienen un mcd igual a 1.

*33.16 Usando la última afirmación del teorema 33.2, muéstrese que para a, b, ne  Z 
distintos de cero, la congruencia ax = b (mod n) tiene solución en Z si y sólo si a y n son 
primos relativos.

*33.17 Generalícese el ejercicio 33.16, mostrando que para a,b,ne  Z distintos de cero, la 
congruencia ax =  b (mod n) tiene solución en Z si y sólo si el mcd positivo de a y n en Z 
divide a b. Interprétese este resultado en el anillo Za.

*33.18 Siguiendo la idea de los ejercicios 33.4 y 33.17, esbócese un método constructivo 
para encontrar una solución en Z de la congruencia ax s  b (modn) para a, b, ne  Z 
distintos de cero, si es que la congruencia tiene solución. Usese este método para encontrar 
una solución de la congruencia 22jc =  18 (mod 42).
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*34.1 ENTEROS GAUSSIANOS

Deberemos dar un ejemplo de un dominio euclidiano distinto de Z y F [ jc].

Definición Un entero gaussiano es un número complejo a + bi donde a,
be  Z. Para un entero gaussiano a = a + bi la norma N(a) de a es a1 + b1.

Denotaremos por Z [/] al conjunto de todos los enteros gaussianos. El lema 
siguiente da algunas propiedades básicas de la función norma N  en Z [/] y 
conduce a la demostración de que la función v definida por v(a) = N(x) para 
a e Z{7] distinto de cero es una evaluación euclidiana en Z[i^. Nótese que los 
enteros gaussianos incluyen todos los racionales enteros, esto es, todos los ele
mentos de Z.

Lema 34.1 En Z[/] se cumplen las siguientes propiedades de la función 
norma S  para todas las y. / J e Z [/]:

1 A'(a) > 0.
2 A'(í| -  0 si i" sólo si y. =  0.
3 N(y¡i) = m )X ([l).

Demostración Si hacemos a = a , + a2i y /? =  br + b2i todos estos resultados 
son o bien obvios o bien producto de un cálculo directo. Dejamos como ejercicio 
la demostración de estas propiedades (véase el ejercicio 34.8). ■

Lema 34.2 Z [/] es un dominio entero.
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Demostración Es obvio que Z [/] es un anillo conmutativo con unitario. Mos
tremos que no hay divisores de 0. Sean a, |? eZ [/] . Usando el lem a-34.1, si 
otp -  0, entonces

N(a)N(p) = N(aft) = N( 0) = 0.

Así, a/} =  0 implica que N(a) =  0 o  N(P) =  0. De nuevo, por el lema 34.1, esto 
implica que a = 0 o P = 0. Asi, Z [/] no tiene divisiones de 0, de modo que Z [/] 
es un dominio entero. ■

Por supuesto que, como Z [/'] es un subanillo de C donde C es el campo de los 
números complejos, es realmente obvio que Z[z] no tiene divisores de 0. El 
argumento, en el lema 34.2, ilustró el uso de la propiedad multiplicativa 3 de la 
función norma N  y evitó salir de Z [i] durante la deducción.

Teorema 34.1 La función v dada por v(a) =  N(tx) para a e Z [/] distinto de 
cero, es una evaluación euclidiana en Z [i]. Asi, Z[z] es un dominio euclidiano.

Demostración Nótese que para /? =  6, +  b2i 0, N(b¡ + b2í) =  b\ + b\, de 
modo que N(P) > 1. Entonces, para todas las a J  #  0 en Z[/], N(tx)N(P) = 
= N(otP). Esto prueba la condición 2 para una evaluación euclidiana.

Falta probar el algoritmo de la división, condición 1, para N. Sea a, Pe Z[/'j, 
con a =  at +  a2i y P =  by + b2i, donde P =£ 0. Debemos encontrar a y p e n  
Z[i] tales que a =  Po + p, donde p — 0 o N(p) < N(P) = b\ + b\. Hagamos 
<r =  ql + q2i donde qx y q2 son racionales enteros a determinar en Z. Entonces, p 
deberá tener la forma

p =  (a, +  a2i) -  (6j + M ( ? i  +  <hi)
= (aj -  blq l + b2q2) + (a2 -  byq2 -  M i) '-

Tenemos que encontrar racionales enteros q{ y q2 tales que

N(p) =  (fl, -  b1q l +  b2q2)2 + (a2 -  bxq2 -  b2qx)2 < b\ + b\

esto es, tales que

(ai -  bxqi +  b2q2)2 (a2 -  b1q2 -
b] + b\ b\ + b\ '

Ahora bien, se recordará que

(al -  b lq l + b2q2)2
b\ +  b\
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es precisamente el cuadrado de la distancia d  en el plano euclidiano de un punto 
(qu q2) a la recta / con ecuación a, — b lX  + b2Y = 0. De manera análoga,

(a2 -  biq1 -  b2qi)2 
b\ +  b\

es el cuadrado de la distancia d' de (qu q2) a la recta /' con ecuación a2 — b2X  — 
— ó, T =  0. Nótese que / es perpendicular a /'. Sea P el punto de intersección de 
estas dos rectas, según se muestra en la figura 34.1. De la figura, se ve que d 2 + 
+  (d ’)2 es el cuadrado de la distancia de (qu q2) a P. Asi, debemos mostrar que 
existe un punto (qu q2) con coordenadas enteras y tal que el cuadrado de la 
distancia a f e s  menor que 1. Como P  está contenido en el interior o en la 
frontera de algún cuadrado de lado unitario, tal que ambas coodemadas de cada 
vértice son enteros, está claro que si se escoge (qlt q2) como el punto con coorde
nadas enteras más cercano a P, su distancia a P podrá ser a lo más, la mitad de la 
longitud de una diagonal del cuadrado, esto es, a lo más y/2/2  (véase la Fig. 34.2). 
Así, el cuadrado de esta distancia a P  es a lo más lo cual es menor que 1. n

Pudimos haber probado el algoritmo de la división para la función N  qe 
manera exclusivamente algebraica; la demostración algebraica es más fácil, breve 
y útil para aplicar el algoritmo euclidiano para N  (véanse los ejercicios 34.4 
34.12). Pero confesamos tener cierta debilidad por el argumento geométrico. 
Además, es agradable tener variedad en las demostraciones del libro. Dejamos 
una demostración algebraica para los ejercicios (véase el ejercicio 34.11).

Ejemplo 34.1 Podemos aplicar ahora a Z[i], los resultados del capítulo 33. En 
particular, como Af(l) =  1, las unidades de Z[í] son exactamente las a = a¡ + 
+  a2i con N{a) =  a\ + a2 =  1. Del hecho que a l y a2 son enteros, se sigue que 
las únicas posibilidades son a2 = ±  1 con a2 =  0, o a2 =  0 con a2 = +1. Auí, 
las unidades de Z [i] son +1 y + /. También podemos usar el algoritmo euclidia
no para calcular el mcd de dos elementos distintos de cero. Dejamos dichos 
cálculos para los ejercicios. Por último, nótese que mientras 5 es un irreducible e n 
Z, 5 ya no es irreducible en Z [i], pues 5 =  (1 +  2/)(l — 2i) y ni 1 +  2i ni 1 -  Bi
es unidad. ■ ~
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Señalemos una vez más que para un dominio entero D, los conceptos aritméticos 
de irreducibles y unidades son intrínsecos al dominio entero mismo y de ninguná 
manera son afectados por una evaluación o norma, que pueda definirse en el 
dominio. Sin embargo, como lo muestra el capítulo anterior y nuestro trabajo 
hasta este punto del presente capitulo, una evaluación o norma definida conve
nientemente puede ayudar a determinar la estructura aritmética de D. Esto se 
ilustra de manera sorprendente en la teoría de números algebraicos, donde para 
un dominio de enteros algebraicos se consideran varias evaluaciones diferentes del 
dominio, cada una cumple su cometido para ayudar a determinar la estructura 
aritmética del dominio. En un dominio de enteros algebraicos, tenemos esencial
mente una evaluación para cada irreducible (salvo asociados) y cada una de 
dichas evaluaciones da información acerca del comportamiento, en el dominio 
entero, del irreducible al cual corresponde. Este es un ejemplo de la importancia 
del estudio de propiedades de elementos en una estructura algebraica, mediante 
funciones asociadas con ellos. En las siguientes secciones lo haremos para ceros 
de polinomios.

Estudiemos dominios enteros que tengan una norma multiplicativa que 
satisfaga las propiedades de N  en Z [i] dadas en el lema 34.1.

Definición Sea D un dominio entero. Una norma multiplicativa N  en D es 
una función que transforma D en los enteros Z tal que se satisfacen las 
condiciones siguientes:

1 N(a) > 0 para todas las a e  D.
2 N(a) =  0 si y sólo si a =  0.
3 N(af}) =  N(a)N(P) para todas las a, f¡ e D.

Teorema 34.2 Si D es un dominio entero con norma multiplicativa N, enton
ces N(\) =  l y  N(u) =  l para toda unidad u en D. Si, además, toda a tal que
N(a) =  l es una unidad en D, entonces un elemento n en D con N(n) = p para 
p e Z , primo, es un irreducible de D.

Demostración Sea D un dominio entero con norma multiplicativa N. Entonces,

N(l) =  7V((l)(l)) =  7V(l)7V(l)

muestra que Af(l) =  l. Además, si u es una unidad en D, entonces

l =  7V(l) =  N{uu~l) =  Nlu)N{u~l).

Como N(u) es un entero no negativo, esto implica que 7V(m) =  l.

*34.2 NORMAS MULTIPLICATIVAS
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Supóngase ahora que las unidades de D son precisamente los elementos de 
norma l. Sea n e D  tal que N(n) = p donde p es un primo en Z. Entonces, si 
n = a/i tenemos

p  =  N(n) =  N(ot.)N(P),

así que Af(a) =  l o N(P) = l. Por hipótesis, esto significa que a o (i es unidad de 
D. Así, n es un irreducible de D. m

Ejemplo 34.2 En Z [i] la función N  definida por N(a + bi) = a2 +  b2 da una 
norma multiplicativa en el sentido de nuestra definición. Vimos que la función v 
dada por v(a) = N(a) para a e  Z [i] distinto de cero, es una evaluación euclidiana 
en Z [i], de modo que las unidades son precisamente los elementos a de Z [i] con 
jV(a) .= jV(1) =  1. Así, la segunda parte del teorema 34.2 se aplica en Z[/]. En el 
ejemplo 34.1 vimos que 5 no es un irreducible en Z [i], pues 5 =  (1 +  2/)( 1 — 2/). 
Como 7V(1 +  2/) =  Af(l — 2/) =  l 2 +  22 = 5 y 5 es primo en Z, vemos, del 
teorema 34.2, que 1 +  2/ y 1 — 2/ son ambos irreducibles en Z[i], ■

Como aplicación de las normas multiplicativas, daremos ahora otro ejemplo de 
dominio entero que no es un DFU. Vimos un ejemplo, en el ejemplo 32.3. Lo 
siguiente es la ilustración usual.

Ejemplo 343 Sea Z [ ^ /—5] =  {a +  ihy/5 | a, b e  Z}. Como subconjunto de los 
números complejos, cerrado bajo la suma, resta y multiplicación, que contiene a 0 
y 1, Z [ ^ /—5] es un dominio entero. Defínase N  en Z f^ /—5] por

N(a + b y / — 5) =  a2 +  5b2.

(Aqui, y/ —5 =  iy j5.) Es claro que Â (a) s  0 y N(a) = 0 si y sólo si a = 
=  a +  h y j —5=  0. Que N(af}) =  N(a)N(P) es un cálculo directo que dejamos 
para los ejercicios (véase el ejercicio 34.9). Encontremos todos los candidatos a 
unidades en Z [ ^ —5] buscando todos los elementos a en Z [ ^ /—5] con Ar(a) = 1. 
Si a =  a + b y f —5 y N(ot) = 1 debemos tener a2 + 5b2 =  1 para enteros a y 
b. Esto sólo es posible s ió  =  0 y a  =  ±1. Por tanto, ±  1 son los únicos 
candidatos para unidades. Como ±  1 son unidades, son entonces, todas las 
unidades en l [ y j —5].

Ahora, en Z [ y /—5] tenemos 2 1 =  (3)(7) y también

21 =  (1 +  2 v ^ 5 ) ( l  -  2^ 5).

Si podemos mostrar que 3, 7, 1 +  2 ^ /—5 y 1 — 2 ^ —5 son todos irreducibles en 
'Z\_y/ — 5], sabremos entonces que Z [^ /  — 5] no puede ser un DFU, pues ni 3 ni 7 
es igual a ±(1 +  2^/-~5).
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Supóngase que 3 =  a/J. Entonces,

9 = W(3) = N(a)N(P) '

muestra que debemos tener N(a) = l, 3 ó 9. Si N(a) =  l, entonces a es unidad. Si 
a = a + byf — 5, entonces N(a) = a2 + 5b2 y para ninguna selección de enteros 
a y  b se tiene N(a) =  3. Si N(<x) = 9, entonces N(ff) = l de modo que ¡l es unidad. 
Así, de 3 =  oc/? podemos concluir que a o /? es unidad. Por tanto, 3 es un 
irreducible en Z [ 7 ~ 5]. Un argumento análogo muestra que 7 también es un 
irreducible en Z [ ^ /—5]. Si l +  2 ^  — 5 =  yó, tenemos

21 = N( l +  2 / ^ 5 )  = N(y)N(6),

de modo que N(y) = 1, 3, 7 ó 21. Hemos visto que no hay elemento de Z [ 7 ~ 5] 
de norma 3 ó 7. Así, o N(y) =  1 y y es unidad, o N(y) = 21 de modo que N(S) =  1 
y S es unidad. Por tanto, 1 +  2yJ~—5 es un irreducible en Z [ 7 ~ 5].

En resumen, hemos mostrado que

Z [ 7 ^ 5 ]  =  {a +  iby/S \ a ,b e Z }

es un dominio entero pero no un DFU. En particular, hay dos factorizaciones 
diferentes

21 =  3 • 7 =  (1 +  2 7 ^ 5 )(1  -  2 7 ^ 5 )

de 21 en irreducibles. Estos irreducibles no pueden ser primos, pues la propiedad 
de ser primo nos permite probar la unicidad de la factorización (véase la demos
tración del teorema 32.2). ■

Ejercicios----------------------------------=-----------------------------------------------------

*34.1 Factorícese cada uno de los siguientes enteros gaussianos en un producto de 
irreducibles en Z[i]. ^Sugerencia: como un factor irreducible de a e Z[i] debe tener norma 
> 1 y dividir N(a), hay sólo un número finito de enteros gaussianos a + bi a considerar 
como posibles factores irreducibles de un a dado. Divídase a en C entre cada uno de ellos 
y verifiqúese para cuáles el cociente está en Z[i].
a) 5 b) 7 c) 4 + 3 i d) 6 -  7/

*34.2 Muéstrese que 6 no se factoriza de manera única (sin considerar asociados) en 
irreducibles en Z [ 7 _  5]. Exhíbanse dos factorizaciones diferentes.
*343 Considérense a = 7 + 2/ y j8 = 3 — 4i en Z[/]. Encuéntrense a y p en Z[/] tales 
que

a = fia + p con N(p) < N(fl).

[Sugerencia: úsese la construcción de la sugerencia del ejercicio 34.11.]
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*34.4 Usese un algoritmo euclidiano en Z [/'] para encontrar un mcd de 8 + 6/ y S — 15/ 
en Z [i]. [Sugerencia: úsese la construcción de la sugerencia del ejercicio 34.11.]

f*34.5 Sea D un dominio entero con una norma multiplicativa N, tal que N(a) =  1 para 
a 6 D si y sólo si a es una unidad de D. Sea jt tal que N(n) es minimal de entre todos los 
N(P) > 1 para fie D. Muéstrese que n es un irreducible de D.
*34.6 ¿Falso o verdadero? ^

  a) Z [i] es un DIP.
  b) Z [i] es un dominio euclidiano.
  c) Todo entero en Z es un entero gaussiano.
  d) Todo número complejo es un entero gaussiano.
  e) En Z [i] se cumple un algoritmo euclidiano.
  f) Una norma multiplicativa en un dominio entero a veces es útil para encontrar

irreducibles del dominio.
  g) Si Al es una norma multiplicativa en un dominio entero D, entonces N(u) 4  1

para toda unidad u de D.
  h) Si F es  un campo, entonces la función N  definida por Al(/(x)) =  (grado de f(x))

es una norma multiplicativa en F[.r].
  i) Si F  es un campo, entonces la función definida por Af(/(jt)) =  2(*r*do d*fM) para

/(jc) 0 y N(0) =  0 es una norma multiplicativa en F[jc], de acuerdo con
nuestra definición.

  j) Z [y /—5] es un dominio entero pero no un DFU.

ma

P)

D

*34.7 Muéstrese que 1 + i es un irreducible de Z[f]. [Sugerencia: apliqúese el teore 
34.Z] (Para una descripción de todos los primos gaussianos, véase Pollard [34].)
*34.8 Pruébese el lema 34.1.

*34.9 Pruébese que N, del ejemplo 34.3, es multiplicativa, esto es, que N(a.fi) =  N(d)N 
para a, fie Z íy /^5 ] .
*34.10 Sea D un dominio entero con norma multiplicativa N  tal que N(a) = 1 para a 
si y sólo si a es una unidad de D. Muéstrese que toda no unidad distinta de cero de D tiéne 
factorización en irreducibles en D.
*34.11 Pruébese algebraicamente que el algoritmo de la división se cumple en Z[<] para 
v dada por v(a) =  N(a) para a. e Z[<] distinto de cero. [Sugerencia: para a y  fien Z  [i] con 
P #  0, a/P = r + si en C para r, s e Q . Sean qt y q2 enteros racionales en Z lo más 
cercanos posible a los números racionales r y  j, respectivamente. Muéstrese que para 
<r =  qt + q2i y p = a — Pa tenemos N(p) < N(P), mediante la demostración de que

N(p)/N{P) =  Kot/P) -  o |2 < 1.

Aquí, 11 es el valor absoluto usual para los elementos de C.]

*34.12 Usese un algoritmo euclidiano en Z[i] para encontrar un mcd de 16 +  7/ y 
10 — 5i en Z[i]. [Sugerencia: úsese la construcción de la sugerencia del ejercicio 34.11.]

*34.13 Sea <a) un ideal principal distinto de cero en Z[i],

a) Muéstrese que Z [i]/<a) es un anillo finito. [Sugerencia: úsese el algoritmo de divi
sión.] ~
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b) Muéstrese que si n es un irreducible de Z[/'], entonces Z[/]/<7t> es un campo.
c) Con respecto a b), encuéntrese el orden y característica de cada uno de ios campos 

siguientes.
i) Z[/]/<3> ii) Z [/]/< l + /> iii) Z[/]/<l +  2 />

*34.14 Sea ne Z + libre de cuadrado, esto es, no es divisible entre el cuadrado de ningún 
entero primo. Sea Z [> /—«] = {a + ibyfn | a, be Zj.
a) Muéstrese que la norma N definida por N(a) ~ a2 + nb1 para a = a + ib yfn es una

norma multiplicativa en Z [^ /—«]. ___ ___
b) Muéstrese que N(a) =  1 para ot e Z [v/ —ñ] si y sólo si a es una unidad de Z [ , / —«].
c) Muéstrese que todo a e Z [v/ ^ ñ ]  distinto de cero que no sea unidad, tiene factoriza

ción en irreducibles en Z [ , / —«]. [Sugerencia: úsese b).]

*34.15 Repítase el ejercicio 34.14 para Z f^/n] = {a + byjñ/a, be Z} con Al definida por 
Af(ot) =  |a2 — nó2| para a =  a + by/n en Z [N/n].

*34.16 Muéstrese, mediante una construcción análoga a la dada en la sugerencia del
ejercicio 34.11, que el algoritmo de la división se cumple en los dominios enteros 
Z [v/^ 2 ] ,  Z[_y/2] y Z [^/3] para v(a) =  N(a) para a distinta de cero en uno de estos 
dominios (véanse los ejercicios 34.14 y 34.15). (Así, estos dominios son euclidianos. Véase 
Hardy and Wright [28] para un análisis acerca de cuáles de los dominios Z [v/ñ ] y 
Z\_yJ—n] son euclidianos.)
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introducción 
a los campos 
de extensión

35.1 EL OBJETIVO FUNDAMENTAL ALCANZADO

Ya estamos en posición de alcanzar nuestro objetivo fundamental que, enunciado 
informalmente, es mostrar que todo polinomio no constante tiene algún cero. 
Esto se enunciará de manera precisa y se probará en el teorema 35.1. Antes, se 
introducirá nueva terminología para algunas viejas ideas.

Definición Un campo E  es un campo de extensión de un campo F  si F < E.

Así, R es un campo de extensión de Q, y C es un campo de extensión tanto 
de R como de Q. Como en el estudio de grupos, con frecuencia será conveniente 
usar diagramas reticulares para ilustrar campos de extensión, donde el campo 
mayor estará arriba (véase la figura 35.1). Una configuración donde sólo hay una 
columna de campos, como en el lado izquierdo de la figura 35.1, suele denomi
narse, sin una definición precisa, una torre de campos. Usaremos libremente este 
término.

F(x.y)

Figura 35.1
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Ahora, nos dirigiremos al objetivo fundamental. Este gran e importante 
resultado se sigue fácilmente y de manera elegante, de las técnicas a' nuestra 
disposición. Escojan un lugar agradable y tranquilo, donde tengan un cuarto de 
hora para leerlo, digerirlo y maravillarse todo lo que quieran sin interrupción. 
Escribimos la demostración con el espantoso detalle usual. (Un libro para nivel 
de posgrado no emplearía, a estas alturas, más de tres renglones.)

Teorema 35.1 (Kronecker) {Objetivo fundamental) Sea F  un campo y sea 
f (x )  un polinomio no constante en F[x]. Entonces, existe un campo de exten
sión E  de F y  alguna a e E  tal que f{a) =  0.

Demostración Por el teorema 31.8, f{x) tiene factorización en /"[je] en polino
mios que son irreducibles en F. Sea p(x) un polinomio irreducible presente en 
dicha factorización. Es claro que basta encontrar un campo de extensión E  de F 
que contenga algún elemento a, tal que p(a) — 0.

Por el teorema 31.6, (p(x)) es un ideal maximal en F[jc] de modo que 
F[x]Kp(x)y  es un campo. Aseguramos que F puede identificarse con un sub
campo de /'’M K p M )  de manera natural, mediante la transformación 
\p : F -* P[x]/<p(Jc)> dada por

tn¡t = a + </>(*)>

para aeF . Esta transformación es uno a uno, pues si a\¡) =  btjt, esto es, si 
a +  </>(jc)> = b + </»(*)> para algunas a, beF , entonces (a — b) e  (p(x)}, de 
modo que a — b debe ser un múltiplo del polinomio p(x\ el cual es de grado ^  1. 
Ahora bien, a, b e  F  implica que a — b está en F. Así, debemos tener a — b =  0 de 
modo que a = b. Definimos suma y multiplicación en F[_x~\Kp(x)y escogiendo 
cualesquiera representantes, así, podemos escoger a e (a + </?(jc)>). Entonces, es 
claro que esta transformación \¡t es un isomorfismo de F  en F[x]/</>(x)>. Identifi
camos F  con {a +  (p(x)y\ae F] mediante este isomorfismo. Así, veremos 
E  = F [ r ] / (p ( r ) )  como un campo de extensión de F. Hemos construido 
nuestro campo de extensión deseado E  de F. Falta mostrar que E  contiene algún 
cero de p(x).

Hagamos

a =  x +  (,p(x)y,

de modo que aeE . Considérese el homomorfismo de evaluación <f>„:F[x] -* E  
dado por el teorema 30.2. Si p{x) =  a0 + a xx  + • - +  a**" donde ateF, 
entonces, tenemos

P(x)4>* = a0 +  ax{x + <p(x)y) +  ••• +  an(x + <p(x)»"

en £  = F[x]Kp(x)y.  Pero podemos calcular en F[x]/<p(x)> escogiendo represen
tantes y  x  es un representante de la clase lateral a — x  + </>(•*)>• P°r tanto,

p(a) = (a0 +  axx  + ••• +  aKx?) + </>(*)>

= p(x) +  (p(x)y = </>(*)> = 0  ■
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en Hemos encontrado un elemento a en E = F[x]/<p(jc)> tal que
p(a) =  0 y, por tanto ,/(a) =  0. ■ -

Ilustramos la construcción incluida en la demostración del teorema 35.1, mediaq. 
te dos ejemplos.

Ejemplo 35.1 Sean F  =  R y f{x) — x 2 + 1, del cual se sabe que no tiene ceros 
en R y, por el teorema 31.2, es irreducible en R. Entonces, <x2 + 1> es un ideqi 
maximal en R[jc] de modo que R[x]/<x2 +  1 > es un campo. Identificando r e fe 
con r +  (.x2 +  1) en R[x]/<x2 +  1) podemos considerar R como subcampo de 
E  = /?[x]/<x2 +  1>. Sea

a =  x  +  O 2 +  1>.

Calculando en R[x]/<x2 + 1), encontramos que

a2 + 1 =  (x +  O 2 + l » 2 + (1 +  <jc2 + 1»
= {x2 +  1) +  O 2 +  1> = 0.

Así, a es un cero de x2 +  1. Al final de este capitulo, identificaremos R[jc]/<x2 +  1) 
con C. ■

Ejemplo 35.2 Sea F  =  Q y sea f(x )  =  x* — 5x2 + 6. Ahora,/(x) se factoriza en 
Q[x] en (x2 — 2HX2 — 3), ambos factores son irreducibles en Q, según ya vimos. 
Podemos empezar con x 2 — 2 y construir un campo de extensión E  de Q que 
contenga a tal que a2 — 2 = 0 o podemos construir un campo de extensión K  de 
Q que contenga algún elemento /? tal que fi2 — 3 =  0. En ambos casos, la 
construcción es como en el ejemplo 35.1. ■

35.2 ELEMENTOS ALGEBRAICOS 
Y TRASCENDENTES

Como ya dijimos, en el resto del libro, las secciones no marcadas con asterisco 
tratan del estudio de ceros de polinomios. Comencemos este estudio colocando 
un elemento de un campo de extensión E  de un campo F  en una de dos 
categorías.

Definición Un elemento a de un campo de extensión E  de un campo F 
algebraico sobre F  si /(a) =  0 para algún f (x )  e f [ x ]  distinto de cero. Si a no 
es algebraico sobre F, entonces a es trascendente sobre F.

Ejemplo 353 C es un campo de extensión de Q. Como - J l  es un cero de 
x 2 — 2, y /2  es un elemento algebraico sobre Q. Además, i es un elemento 
algebraico sobre Q, pues es un cero de x2 + 1. n
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Ejemplo 35.4 Es bien conocido (aunque no es fácil probarlo), que los números 
reales n y e son trascendentes sobre Q. Aquí, e es la base de los logaritmos 
naturales. ■

Así como no podemos hablar de un polinomio irreducible «a secas», sino de un 
polinomio irreducible sobre F, análogamente, no hablamos de un elemento alge
braico «a secas», sino de un elemento algebraico sobre F. La siguiente ilustración 
muestra la razón.

Ejemplo 35.5 El número real n es trascendente sobre Q, según se afirmó en el 
ejemplo 35.4. Sin embargo, n es algebraico sobre R, pues es un cero de {x — n) e 
e R[*]. ■

Ejemplo 35.6 Es fácil ver que el número real ^ /l +  es algebraico sobre Q.
Pues si a =  y jl  + n/3 , entonces a2 =  1 +  y/3  de modo que a2 — 1 =  ^/3  y 
(a2 — l)2 =  3. Por tanto, a4 — 2a2 — 2 =  0 de modo que a es un cero de 
x 4 — 2x2 — 2 que está en Q[x]. m

Para conectar estas ideas con las de teoría de números, damos la siguiente 
definición.

Definición Un elemento de C que sea algebraico sobre Q es un número 
algebraico. Un número trascendente es un elemento de C que es trascendente 
sobre Q.

Existe una extensa y elegante teoría de los números algebraicos.
El siguiente teorema da una caracterización útil de los elementos algebraicos 

y trascendentes sobre F  en un campo de extensión E  de F. También ilustra la 
importancia de nuestros homomorfismos de evaluación <¡)a. Nótese que, una vez 
más, estamos expresando los conceptos en términos de transformaciones.

Teorema 35.2 Sea E un campo de extensión de un campo F y  sea a e £1 Sea 
4>a: F[x~\ -* E  el homomorfismo de evaluación de F [x] en E, tal que a<f>a — a 
para a e F y  x<f>„ = a. Entonces, a es trascendente sobre F si y  sólo si es un 
isomorfismo que transforma F\_x] en E, esto es, si y  sólo si <j>a es una 
transformación uno a uno.

Demostración Ahora bien, a es trascendente sobre F  si y sólo si fia) & 0 para 
todos los f ( x )  e no constantes, lo cual es cierto (por definición) si y sólo si 
fix)4>a 5* 0 para todos los fix )  e F[;c] no constantes, lo cual es cierto si y sólo si el 
kernel de <f>a es {0}, esto es, si y sólo si <¡)a es un isomorfismo que transforma F[x] 
en E. m
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35.3 EL POLINOMIO IRREDUCIBLE 
DE a SOBRE F

Considérese el campo de extensión R de Q. Sabemos que y j l  es algebraico sobre 
Q y es un cero de y 2 — 2. Es claro que vf l  también es un cero de jc3 — 2x y de 
.y4 -  3.v2 + 2 = (.y2 — 2)(.y 2 — I). Todos estos otros polinomios que tiene a y f l  
como cero, eran múltiplos de .y2 — 2. El siguiente teorema muestra que esto 
ilustra una situación general. Este teorema desempeña un papel central en nues
tro trabajo posterior.

Teorema 35.3 Sea E un campo de extensión de F  y  sea oteE donde 
a es algebraico sobre F. Entonces, existe algún polinomio irreducible 
p(x) e  / " [ . y]  tal que p(a.) =  0. Este polinomio irreducible p(x) está determinado 
de manera única salvo un factor constante en F y  es un polinomio de grado 
minimal > 1 en F[x~] que tiene a a como un cero. Si J\a) =  0 para f\x )  e  F[x] 
con f(x) #  0, entonces p(x) divide a f(x).

Demostración Sea </>„ el homomorfismo de evaluación de F[x] en E  dado por el 
teorema 30.2. El kernel de t¡>„ es un ideal y, por el teorema 31.5, debe ser un ideal 
principal generado por algún elemento p(x) e  F[.v]. Es claro que (p(x)} consta 
precisamente de aquellos elementos de F[x] que tienen como un cero a a. Así, si 
/(a ) =  0 para / ( . y) #  0, entonces f ( x ) e  < p (.y)> , de modo que p(x) divide a f(x). Es 
claro que p(x) es un polinomio de grado minimal > 1 que tiene a a como un cero 
y cualquier otro de dichos polinomios del mismo grado que p(x) debe ser de la 
forma (a)p(x) para algún aeF .

Sólo falta mostrar que p(x) es irreducible. Si p(x) =  rfxjsf.Y) fuera una factori
zación de p(x) en polinomios de grado menor, entonces p(a) =  0 implicaría que 
/•(a)j(oc) =  0, de modo que r(oc) =  0 o s(o¡) = 0, pues E  es un campo. Esto 
contradice el hecho de que p(x) es polinomio de grado minimal >1 tal que 
p(a) = 0. Así, p(x) es irreducible. ■

Multiplicando por una constante adecuada en F, podemos suponer que el coefi
ciente de la potencia mayor de .y  que aparece en p{x) del teorema 3 5 .3 ,  es 1. Dicho 
polinomio con el coeficiente de la potencia mayor de x  igual a 1 es un polinomio 
mónico.

Definición Sea E  un campo de extensión del campo F  y sea a e E  algebraico 
sobre F. El único polinomio mónico /»(.y) del teorema 35.3 es el polinomio 
irreducible para a sobre F y se denotará por ¡rrfoc, F). El grado de irrfa, F) es 
el grado de a sobre F  y se denota por grad(a, F).

Ejemplo 35.7 Es claro que i r r f ^ ,  Q) = .y2 — 2. Con referencia al ejemplo 35.6 
vemos que a =  y j  1 +  v/3  en R a  es un cero de ,y4 — 2 .y 2 — 2 el cual está en
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Q M - Como x4 — 2x2 — 2 es irreducible sobre Q (por Eisenstein con p = 2 o 
bien por aplicación de la técnica del ejemplo 31.6), vemos que -

i r r í^ l  +  v /3, Q) = x4 -  2x2 -  2.

Asi, y / \  +  x/3  es algebraico de grado 4 sobre Q. ■

Así como debemos hablar de un elemento a como algebraico sobre F, en lugar de 
sólo algebraico, también debemos hablar del grado de a sobre F, en lugar del 
grado de a. Para tomar una ilustración trivial, ^ 2  e  R es algebraico de grado 2 
sobre Q, pero algebraico de grado 1 sobre R, pues irr(%//2, R) = x  —

Esperamos que hayan quedado impresionados por la belleza y elegancia de 
esta teoría. Deberían comprender que la facilidad de su desarrollo aqui, se debe a 
la maquinaría de los homomorfismos y la teoría de ideales que tenemos ahora a 
nuestra disposición. Nótese, especialmente, el uso constante de los homomorfis- 
mos de evaluación <¡>F

35.4  EXTENSIONES SIMPLES

Sea E  un campo de extensión de un campo F y sea a e  E. Sea el homomorfis
mo de evaluación de £ [x ] en E  con a<¡>„ =  a para a e F  y x<j>¿ =  a como en el 
teorema 30.2. Consideremos dos casos.

CASO I Supóngase que a es algebraico sobre F. Entonces, como en el teorema 
35.3, el kernel de </>a es <irr(a, £)> y, por el teorema 31.6, <irr(a, f)>  es un ideal 
maximal de £ [x ], Por tanto, F [x]/<irr(a, £)> es un campo y es isomorfo a la 
imagen (£[x])$,, en E. Este subcampo (£[x])<£a de E  es, claramente, el menor 
subcampo de £  que contiene a £  y a a. Denotaremos este campo por F(a).

CASO II Supóngase que a es trascendente sobre F. Entonces, por el teorema
35.2, 4>a es un isomorfismo que transforma f£x] en E. Así, en este caso, (£[x])</>a 
no es un campo sino un dominio entero que denotaremos por £[a]. Por el 
corolario 1 del teorema 26.2, E  contiene un campo de cocientes de f^a] el cual es, 
claramente, el menor subcampo de E  que contiene F y a .  Como en el caso I, 
denotamos este campo por £(a).

Ejemplo 35.8 Como n es trascendente sobre Q, el campo Q(n) es isomorfo al 
campo Q(x) de funciones racionales sobre Q con indeterminada x. Asi, desde un 
punto de vista estructural, un elemento trascendente sobre un campo F  se com
porta como si fuera una indetermianda sobre F. m

Definición Un campo de extensión E  de un campo F  es una extensión 
simple de F  si E  =  £(a) para alguna a e  E.
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Muchos resultados importantes aparecen a lo largo de esta sección. Hemos 
desarrollado tanta maquinaria, que los resultados comienzan a brotar de nuestra 
eficiente fábrica a un ritmo alarmante. El siguiente teorema nos da idea de la 
naturaleza del campo /Ta) en el caso en que a sea algebraico sobre F.

Teorema 35.4 Sea E una extensión simple F(a) de un campo F y sea a.
algebraico sobre F. Sea n ^  1 el grado de irr(a, F). Entonces, todo elemento f¡
de E = F(a) se puede expresar de manera única en la forma

P =  b0 +  ójOt +  ••• +  ó.-jOi"-1,

donde las b¡ están en F.

Demostración Para el homomorfismo de evaluación <t>x usual, todo elemento de

/fo) =  (F[xM a

es de la forma (f(x))<f>x =  /(a), un polinomio formal en a con coeficientes en F. 
Sea

infa, F) = p(x) =  x" + a .-iX "-1 +  ••• +  a0.

Entonces, p(a) =  0, de modo que

a" =  - a . . , * " " 1 -  ••• —a0.

Esta ecuación en F(a) se puede usar para expresar cualquier monomio am para 
m = n e n  términos de potencias de a que son menores que n. Por ejemplo,

an+l = aa" =  — ja" — a„_2 a"-1 — ••• — a0a
=  -a .-1(-a .-1ot"_1 -  ••• -  a0) -  a._2a"-1 -  ••• -  a„a.

Así, si = F(a) es posible expresar P en la forma requerida

p  =¿>o +  M  +  •• +

Para la unicidad, si

b0 +  ó, a + ••• +  ó11_1(x"_1 =  b¿ + b'ta +  ••• +  _ 2 ce" “ 1

para b\ e F, entonces

(¿o -  b'0) +  (bl -  b\)x +  ~ . +  f t , . ,  -  b ' , , . ^ - 1 =  g(x)

está en f [x ]  y g(a) =  0. Además, el grado de g(x) es menor que el grado de irr(a, F). 
Como irr(ac, F) es un polinomio distinto de cero de grado minimal en F [x  ]
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que tiene a a como un cero, debemos tener #(.*) =  0. Por tanto, b¡ -  b¡ = 0, de 
modo que

^  = b],

con lo cual se demuestra la unicidad de las b¡. a

Daremos un ejemplo impresionante que ilustra el teorema 35.4.

Ejemplo 353 El polinomio p(x) =  x 2 +  x  +  1 en Z 2[x] es irreducible sobre 
Z 2, debido al teorema 31.2, pues ni el elemento 0 ni el elemento 1 de Z 2 son ceros 
de p(x). Por el teorema 35.1, sabemos que existe un campo de extensión E  de Z 2 
que contiene algún cero a de x 2 +  x  +  1. Por el teorema 35.4, Z 2(a) tiene como 
elementos a 0 +  Oa, 1 +  Oa +  la  y 1 +  la, esto es 0, 1, a y 1 +  a. Esto nos da un 
nuevo campo finito de cuatro elementos (¡!). En las tablas 35.1 y 35.2 se muestran 
las tablas de suma y multiplicación para este campo. Por ejemplo, para calcular 
(1 +  aXl +  a) en Z 2(a) uno observa que como p(a) =  a2 +  a +  1 =  0, entonces

a2 =  —a — 1 = a +  1.

Por tanto,

(1 +  a)(1 +  a ) = l + a  + a +  a2 =  l + a 2 = l  +  a +  l = a .

Tabla 35.1

+ 0 l a l +  a

0 0 l a l +  a

l l 0 l +  a a

a a l +  a 0 l

l +  a l +  a a l 0

Tabla 35.2

0 l a l +  a

0 0 0 0 0

l 0 l a l +  a

a 0 a l +  a l

l +  a 0 l +  a l a
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Por último podemos usar el teorema 35.4 para cumplir nuestra promesa del 
ejemplo 35.1 y mostrar que R[x]/(.x2 + 1) es isomorfo al campo C de números 
complejos. Vimos en el ejemplo 35.1, que podemos considerar R[x]/<x2 + 1) 
como un campo de extensión de R. Sea

a =  .v + <x2 + 1>.

Entonces R(a) = R[jc]/<jc2 +  1> y, por el teorema 35.4, consta de todos los 
elementos de la forma a + ba para a, be  R. Pero como a2 + 1 =  0, vemos que a 
desempeña el papel de / e C y a + ña el papel de (a +  bí) e C. Así, R(a) ~  C. Esta 
es la manera algebraica elegante de construir C a partir de R.

Ejercicios---------------------------------------------------------------------------------------
\

35.1 Para cada uno de los números dados a e C, muéstrese que a es algebraico sobre Q,
encontrando f(x) e Q[jc] tal que/ja) = 0

a) 1 + y fl  b) +
c) 1 + i d) y j\ + X/l
e) y / i / T -  i

353 Para cada uno de los números algebraicos dados a e C, encuéntrense irrfa, Q) y grad 
(a, Q). El lector debe estar preparado para demostrar que sus polinomios son irreducibles 
sobre Q en caso de que alguien lo rete a hacerlo.

a) v/3 -  y/6 b) V(i) + s P  c) ^  ¡

353 Clasifiquese cada uno de los a e C dados, como algebraicos o trascendentes sobre el 
campo F dado. Si a es algebraico sobre F, encuéntrese grajo, F).

a) o = i, F = Q b) a = 1 + /, F = R
c) a = y/ñ, F = Q d) a = y/ñ, F = R
e) a = y/ñ, F = Q(jr) f) a = n2, F = Q
g) o = jr2, F = Q(k) h) a = n2, F = Q(jr3)

35j4 Remítase al ejemplo 35.9 del libro. El polinomio x2 + x  + 1 tiene un cero a en 
Z2(o) y, por tanto, debe factorizarse en un producto de factores lineales en (Z2(a))[x], 
Encuéntrese esta factorización. [Sugerencia: divídase x2 + x + 1 entre x — a y úsese el 
hecho de que o2 = a + 1.]
353 Sea E un campo de extensión de Fy  sean a, fie E. Supóngase que a es trascendente 
sobre F, pero algebraico sobre F(JS). Muéstrese que fi es algebraico sobre F(a).
*35.6 Sea E un campo de extensión de un campo finito F, donde F tiene q elementos. Sea 
a e E algebraico sobre F de grado n. Pruébese que F(ot) tiene <f elementos.
35.7 a) Muéstrese que el polinomio x2 + 1 es irreducible en Z3[x].
b) Sea a un cero de x2 + 1 en un campo de extensión de Z3. Como en el ejemplo 35.9, 

elabórense las tablas de suma y multiplicación para los nueve elementos de Z3(oc) 
escritos en el orden 0, 1, 2, a, 2a, 1 + a, 1 -f 2a, 2 + a y 2 + 2o.
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35.8 ¿Falso o verdadero?
  a) El número n es trascendente sobre Q.
  b) C es una extensión simple de R.
  c) Todo elemento de un campo Fes algebraico sobre F.
  d) R es un campo de extensión de Q.
  e) Q es un campo de extensión de Z2.
—  f) Sea a e C algebraico sobre Q de grado n. S>\J{a) = 0 para f(x) e Q[jc] distinto de

cero, entonces (grado de f(x )) ^  n.
  g) Sea a 6 C algebraico sobre Q de grado n. Si /(a) = 0 para f(x) e R[x] distinto de

cero, entonces (grado de J\x)) > n.
  h) Todo polinomio no constante en £[.*] tiene algún cero en algún campo de

extensión de F.
  i) Todo polinomio no constante en £[x] tiene algún cero en todo campo de

extensión de F.
  j) Si x es una indeterminada, Q[a] =s Q[x].

35.9 Sea E un campo de extensión de un campo F y sea a 6 £  algebraico sobre F. El
polinomio irrfot, F) se denomina a veces el polinomio minimal para a sobre F. ¿Por qué es
apropiada esta denominación?

35.10 a) Muéstrese que existe un polinomio irreducible de grado 3 en Z3[jc].
b) Muéstrese, de a), que existe un campo finito de veintisiete elementos. [Sugerencia: 

úsese el ejercicio 35.6.]

35.11 Considérese el campo primo Zp de característica p ^  0.

a) Muéstrese que para p ^  2, no todo elemento en Zp es cuadrado de algún elemento de 
Z , [Sugerencia: 11 = (p — l)2 =  1 en ZP Dedúzcase, contando, la conclusión 
deseada.]

b) Usese la parte a) para mostrar que existen campos finitos de p2 elementos para todo 
primo p en Z +.

35.12 Hemos afirmado, sin demostrarlo, que n y e son trascendentes sobre Q.

a) Encuéntrese un subcampo F de R tal que n sea algebraico de grado 3 sobre F.
b) Encuéntrese un subcampo £  de R tal que e2 sea algebraico de grado 5 sobre £.

35.13 Sea £  un campo de extensión de un campo £  y sea as E trascendente sobre F.
Muéstrese que todo elemento de fla) que no esté en £  también es trascendente sobre F.
35.14 a) Muéstrese que x3 + x2 +  1 es irreducible sobre Z2.
b) Sea a un cero de jc3 +  x2 +  1 en un campo de extensión de Z 2. Muéstrese que

x3 +  x 2 +  1 se factoriza en tres factores lineales en (Z2(a))[jc] encontrando esta facto
rización. [Sugerencia: todo elemento de Z 2(ot) es de la forma

a0 +  a, a + a2a2 para a¡ =  0, 1.

Divídase x3 + x2 + 1 entre x — a. Muéstrese que el cociente también tiene un cero 
en Z2(a), simplemente probando los ocho elementos posibles. Después, complétese la 
factorización.]

35.15 Muéstrese que {a +  b l / l  + c (%/2)2 | a, b, ce  Q} es un subcampo de R, usando
las ideas de esta sección, en lugar de una verificación formal de los axiomas de campo.
[Sugerencia: úsese el teorema 35.4.] ~
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35.16 Sea E un campo de extensión de Z 2 y sea ae E algebraico de grado 3 sobre Z2. 
Clasifiquense los grupos <Z2(a), +  > y <(Z2(a))*, •> de acuerdo con el teorema fundamental 
de los grupos abelianos finitamente generados. Como siempre, (Z2-(a))* es el conjunto de 
los elementos distintos de cero en Z2(a).

35.17 Siguiendo la idea del ejercicio 35.10, muéstrese que existe un campo de ocho 
elementos; de dieciséis elementos; de veinticinco elementos.

35.18 Sea F un campo finito de característica p. Muéstrese que todo elemento de F es 
algebraico sobre el campo primo Z , ^  F. [Sugerencia: sea F* el conjunto de los elementos 
de F distintos de cero. Apliqúese teoría de grupos al grupo (F*, •> para mostrar que todo 
ate F* es cero de algún polinomio en Zp[jt] de la forma jc"  — 1 .]

35.19 Usense los ejercicios 35.6 y 35.18 para mostrar que todo campo finito es de orden 
la potencia de un primo, esto es, que su número de elementos es la potencia de un primo.
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Espacios 
vectoriales

36.1 DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES

El tema de espacios vectoriales es la piedra angular del álgebra lineal. Como el 
álgebra lineal no es el objeto de estudio de este libro, el tratamiento de los 
espacios vectoriales será breve, y está diseñado para desarrollar sólo los concep
tos de independencia lineal y dimensión que necesitamos para nuestra teoría de 
campos.

Es probable que el lector ya conozca los términos de vector y escalar por 
algún curso de cálculo. Aquí permitiremos que los escalares sean elementos de 
cualquier campo, no sólo de los números reales, y desarrollamos la teoría a partir 
de axiomas, asi como lo hemos hecho para las otras estructuras algebraicas 
estudiadas. Las propiedades que aparecen en estos axiomas deben resultar cono
cidas para el lector.

Definición Sea F  un campo. Un espacio vectorial sobre F  (o F-espacio 
vectorial) consta de un grupo abeliano V bajo la suma, junto con una 
operación de multiplicación por un escalar por la izquierda, de cada elemen
to de V por cada elemento de F, tal que para todas las a, b e F  y a, /? e V se 
satisfacen las siguientes condiciones:

■f! aaeV .
"V2 a(ba) — (ab)a.
"V3 (a +  b)a =  (aa) +  (¿>a). 
r A a(a +  P) =  (aa) +  (ap).
Y i  la  =  a.
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Los elementos de V son vectores y los elementos de F son escalares. Cuando 
sólo hay un campo F en la discusión, omitimos la referencia a £  y nos 
referimos a un espacio vectorial.

Nótese que la multiplicación para un espacio vectorial no es una operación 
binaria en un conjunto, en el sentido en que la definimos en el capítulo 1. Más 
bien, es una regla que asigna un elemento aa de Va  cada par ordenado (a, a) que 
consta de un elemento a de £  y un elemento a de V. Se puede considerar como 
una función que transforma £  x V en V. La buena manera de definir una opera
ción binaria en un conjunto 5, es análoga a decir que es una función de 5 x 5 en 
5, pero en el capitulo 1 quisimos ser más intuitivos. Tanto la identidad aditiva de 
V, el 0-vector como la identidad aditiva en £, el 0-escalar, se denotarán por 0.

Ejemplo 36.1 Considérese el grupo abeliano <R", + ) = R x R x  - x R  con 
n factores, que consta de las n-adas ordenadas bajo la suma por componentes. 
Defínase la multiplicación por un escalar para escalares en R como

ra = (ro„ . . . ,  ra„)

para r e R  y a = (au . . . ,  a„) e R". Con estas operaciones R" es un espacio 
vectorial sobre R. Los axiomas de espacio vectorial se verifican fácilmente. En 
particular, para n =  2 no habrá dificultad para convencerse de que R2 = R x R, 
como espacio vectorial sobre R, puede considerarse como todos los «vectores 
cuyos puntos iniciales están en el origen del plano euclidiano» en el sentido en 
que con frecuencia se estudia en los cursos de cálculo. ■

Ejemplo 36.2 Para cualquier campo £, £ [x ] puede considerarse como un espa
cio vectorial sobre £, donde la suma de vectores es la suma ordinaria de polino
mios en £[.x] y la rtiultiplicación por un escalar de un elemento de £[x] por un 
elemento de £  es la multiplicación ordinaria en £[*]. Entonces, los axiomas del 
Y i al y^j de un espacio vectorial se deducen de inmediato de los axiomas del 
dominio entero £[.v]. ■

Ejemplo 363 Sea E  un campo de extensión de un campo £. Entonces, E  puede 
considerarse como un espacio vectorial sobre £  donde la suma de vectores es la 
suma usual en £  y la multiplicación por un escalar es la multiplicación usual de 
campo en £  con a e F  y a e £. Los axiomas se siguen de inmediato de los axiomas 
de campo para £. Aquí, el campo de los escalares es, en realidad, un subconjunto 
de nuestro espacio de vectores. Este es el ejemplo importante para nosotros, m

No suponemos nada acerca de espacios vectoriales y probaremos todo lo 
necesario a partir de la definición, aunque los resultados nos resulten familiares 
por los cursos de cálculo.

Teorema 36.1 Si V es un espacio vectorial sobre £, entonces 0a =  0, #0 = 0 
y  (— a)a = a( — a) = — (aa) para todas las ae  F y a e  V.
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Demostración La ecuación Oa =  O se lee «(O-escalar)a =  O-vector» y, de manera 
análoga, aO = O se lee ««(O-vector) =  O-vector». Las demostraciones aquí, son 
muy similares a las del teorema 23.1 para un anillo y, de nuevo, dependen en gran 
medida de las leyes distributivas i  ~3 y Y'4. Ahora,

(Oa) = (0 + 0)a = (Oa) + (Oa)

es una ecuación en el grupo abeliano <F, + ) ,  de modo que, por la ley de 
cancelación en el grupo, 0 = Oa. En forma análoga, de

aO = a(0 + 0) = «0 + aO,

concluimos que aO = 0. Entonces,

0 =  Oa = (a + ( — a))a = aa + ( — a)a,

de modo que (—a)a =  — (aa). Del mismo modo, de

0 = aO = a(a + ( — a)) = atx + a( — a),

concluimos que, tambiéji, a( — a) =  —(«a). ■

36.2 INDEPENDENCIA LINEAL Y BASES

Definición Sea V un espacio vectorial sobre F. Los vectores en un subcon- 
junto S  =  {a, | ie  /} de V generan V, si para toda Pe V tenemos

P = alccií + a2<xh + ••• +  aHccin

para algunas a ¡eF  y ai} e S, j  =  1, . . . ,  n. Un vector i a f lLiJ es una
combinación lineal de las tx¡..

Ejemplo 36,4 En el espacio vectorial R" sobre R del ejemplo 36.1, los vectores 

(1, 0, . . . ,  0), (0, 1, . . . ,  0), . . . ,  (0, 0, . . . ,  1) 

claramente generan R", pues

(au a2, . . . ,  an) = 1, 0, . . . ,  0) + a2(0, 1, . . . ,  0) +  • ■ • +  a„(0, 0, . . . ,  1).

Además, los monomios xm para m > 0 generan /"[jc] sobre F, el espacio vectorial 
del ejemplo 36.2. ■



334 ESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo 36.5 Sea F un campo y E  un campo de extensión de F. Sea a e li 
algebraico sobre F. Entonces, F(a) es un espacio vectorial sobre F y, por el 
teorema 35.4, está generado por los vectores en {1, a , . . . ,  a"~ L} donde n = gracl 
(a, F). Este es el ejemplo importante para nosotros, m

Definición Un espacio vectorial V sobre un campo Fes de dimensión finita , 
si existe algún subconjunto finito de V cuyos vectores generen V.

Ejemplo 36.6 El ejemplo 36.4 muestra que R" es de dimensión finita. El espacio 
vectorial F[x] sobre F  no es de dimensión finita, pues los polinomios de grado 
arbitrariamente grande, por supuesto, no pueden ser combinaciones lineales de 
elementos de cualquier conjunto finito de polinomios. ■

Ejemplo 36.7 S i F < F y a e F e s  algebraico sobre el campo F, el ejemplo 36.5 
muestra que Fja) es un espacio vectorial sobre F  de dimensión finita. Este es el 
ejemplo más importante para nosotros, m

La siguiente definición contiene la idea más importante de esta sección.

Definición Los vectores en un subconjunto S  — { a ¡ |/e /}  de un espacio 
vectorial V sobre un campo F  son linealmente independientes sobre F  si 
J j =1 a/x^ = 0 implica que üj = 0 para j  = 1, . . . ,  n. Si los vectores no son 
linealmente independientes sobre F, son linealmente dependientes sobre F.

Así, los vectores en {a¡| i s i }  son linealmente independientes sobre F, si la 
única manera de que el O-vector se pueda expresar como combinación lineal de 
los vectores a„ es tener todos los coeficientes escalares iguales a 0. Si los vectoras 
son linealmente dependientes sobre F, entonces existen aj s  F  para j  =  1 ,.. . ,  n tal 
que Y¿=i aflij =  0 donde no todos los o, = 0.

Ejemplo 36JI Es claro que los vectores del conjunto de vectores que generan el 
espacio R" dados en el ejemplo 36.4 son linealmente independientes sobre R. Asi 
mismo, los vectores en {x* | m ^  0} son vectores linealmente independientes de
/T>] sobre F. Nótese que (1, — 1), (2,1) y ( — 3, 2) son linealmente dependientes Qn
R2 sobre R, pues

7(1, -1 )  + (2, 1) +  3(—3, 2) =  (0, 0) =  0. .

Ejemplo 36.9 Sea E  un campo de extensión de un campo F  y sea a s  E  algebrai
co sobre F. Si grad(a, F) = n, entonces, por el teorema 35.4, todo elemento de 
F(a) puede expresarse únicamente en la forma

b0 + b !« +  ••• +  b ^ i  a"-1

para b¡sF. En particular, 0 =  0+  0a +  ••• 0¡x"_1 debe ser la única de dichas
expresiones para 0. Así, los elementos 1, a, . . . ,  a"-1 son vectores linealmente
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independientes en F(a) sobre el campo F. Además, generan F(a), de modo que, 
por la definición siguiente, 1, a, . . . ,  a"“ 1 forman una base para F(a) sobre F. Este 
es el ejemplo importante para nosotros. De hecho, ésta es la razón por la cual 
estamos desarrollando este material acerca de espacios vectoriales. ■

Definición Si V es un espacio vectorial sobre un campo F, los vectores, en 
un subconjunto B = {P¡ \ i e l }  de V forman una base para V sobre F si 
generan V y son linealmente independientes.

36.3 DIMENSION

Los demás resultados que deseamos probar acerca de espacios vectoriales son 
que todo espacio vectorial de dimensión finita tiene base y que dos bases de un 
espacio vectorial de dimensión finita tienen el mismo número de elementos. Estos 
dos hechos son ciertos, sin la hipótesis de que el espacio vectorial sea de dimen
sión finita, pero las demostraciones requieren mayor conocimiento de teoría de 
conjuntos del que estamos suponiendo y todo lo que necesitamos es el caso de 
dimensión finita. Daremos primero un lema sencillo.

Lema 36.1 Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y  sea a e  V. Si a es 
combinación lineal de los vectores f}¡ para i =  1 m y  cada fi¡ es combina
ción lineal de los vectores y¡ para j  =  1 , . . . ,  n entonces, a es combinación lineal 
de las y y.

Demostración Sea a =  i afi¡ y sea f¡¡ =  Y¿= i bi¡y¡ donde a¡ y b(J están en F. 
Entonces,

m f n  \  /  n m \
« =  .1  V j J  =  y i  t  afiijíj)' 

y ET-1 aJb^sF . m

Teorema 36.2 En un espacio vectorial de dimensión finita, todo conjunto 
finito de vectores que genere el espacio contiene un subconjunto que es una 
base.

Demostración Sea V de dimensión finita sobre F  y sean au . . . ,  an vectores en V 
que generan V. Listemos las a¡ una tras otra. Examínese cada a¡ sucesivamente, 
comenzando por la izquierda con / =  1 y descártese la primera a¡ que sea 
combinación lineal de las a¡ anteriores, para i < j. Continúese con la siguiente 
aj+l y descártese la siguiente ak que sea alguna combinación lineal de los restan
tes predecesores, y así sucesivamente. Llegaremos a am después de un número 
finito de pasos, las a¡ que queden en nuestra lista son tales, que ninguna es 
combinación lineal de las a, anteriores en esta lista reducida. El lema 36.1
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muestra que cualquier vector que sea combinación lineal de la colección original 
de las a¡ sigue siendo combinación lineal de nuestro conjunto reducido y quizá 
menor, en donde ninguna a, es combinación lineal de sus predecesores. Así, los 
vectores en el conjunto reducido de ot¡ de nuevo generan V.

Supóngase que, para el conjunto reducido,

“Ai, + ■’ • + “Air = 0

para < i2 < ■ ■ ■ < ir y alguna a¡ /  0. Podemos suponer, por el teorema 36.1, 
que ar /  0, si no, podríamos quitar arxir del lado izquierdo de la ecuación. 
Entonces, usando de nuevo el teorema 36.1, obtenemos

lo cual muestra que alV es una combinación lineal de sus predecesores, y esto 
contradice nuestra construcción. Así, los vectores a, en el conjunto reducido, 
generan V y son linealmente independientes, de modo que forman una base para 
V sobre F. ■

Corolario Un espacio vectorial de dimensión finita tiene una base finita.

Demostración Por definición, un espacio vectorial de dimensión finita tiene un
conjunto finito de vectores que generan el espacio. El teorema 36.2 completa la 
demostración. ■

El siguiente teorema culmina nuestro trabajo con espacios vectoriales.

Teorema 36.3 Sea S  = {a,, . . . ,  ar} un conjunto finito de vectores lineal
mente independientes de un espacio vectorial V de dimensión finita, sobre un 
campo F. Entonces, S  puede extenderse a una base de V sobre F. Aún más, si
B = { P  es cualquier base de V sobre F, entonces r < n.

Demostración Por el corolario del teorema 36.2, existe una base B =  ........ .
/?„} de V sobre F. Considérese la sucesión finita de vectores

a i , . . -, a „  . .  .,PK.

Estos vectores generan V, pues B es una base. Siguiendo la técnica usada en el 
teorema 36.2 de ir descartando cada vector que sea una combinación lineal de sus 
predecesores restantes, trabajando de izquierda a derecha, llegamos a una base 
para V. Es claro que ninguna a, se descarta, pues las a, son linealmente indepen
dientes. Así, S  se puede extender a una base de V sobre F.

Para la segunda parte de la conclusión, considérese la sucesión

■ ->/t
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Estos vectores no son lincalmcnte independientes, pues a , es una combinación 
lineal .

a i =  ^ \ P i  +  ‘ " +  b j i „ ,

pues las /í, forman una base. Así,

a, + ( — h l)/Sl + ••• + ( —h„)¡í„ = 0.

Los vectores en la sucesión sí generan K, y si formamos una base mediante la 
técnica de trabajar de izquierda a derecha descartando cada vector que sea 
combinación lineal de sus predecesores restantes, deberá sacarse al menor una /í¡ 
dando la base

'a R "> R (1)*11' P l  ’ • • •’ Pm I >

donde m < n — I. Al aplicar la misma técnica a la sucesión de vectores

0C„ «2, /V U, • • Pm'",

llegamos a una nueva base

{«i, a2, /V 2), • • Ps2)),

con a < n — 2. Continuando, llegamos por último a una base

{«2, . . . ,  ar, p * \  . . . ,  #'»}, 

donde 0 < t < n — r. Así, r < n. m

Corolario Cualesquiera dos bases de un espacio vectorial de dimensión finita 
V sobre F tienen el mismo número de elementos.

Demostración Sean B = {/?,, y Z? =  {/5j,. . fi'„} dos bases. Entonces,
por el teorema 36.3, considerando B como un conjunto independiente de vectores 
y B  como base, vemos que n < m. Un argumento simétrico da que m < n, de 
modo que m n. m

Definición Si V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo 
F, el número de elementos en una base (por teorema 36.3, es independiente 
de la selección de la base) es la dimensión de V sobre F.

Ejemplo 36.10 Sea E un campo de extensión de un campo F, y sea a e E. El 
ejemplo 36.9 muestra que si ot es algebraico sobre F y grad(a, F) = n, entonces la 
dimensión de F[a], como espacio vectorial sobre F, es n. Este es el ejemplo 
importante para nosotros, m '
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36.4  UNA APLICACION A LA TEORIA DE CAMPOS

Reunamos los resultados de teoría de los campos contenidos en los ejemplos 36.3,
36.5, 36.7, 36.9 y 36.10 e incorporémoslos en un teorema. La última frase de este 
teorema da una elegante aplicación adicional de estas ideas de espacios vectoria
les a la teoría de campos.

Teorema 36.4 Sea E un campo de extensión de F y  sea ae  E algebraico sobr?
F. Si grad(a, F) =  n, entonces F(a) es un espacio vectorial n-dimensional sobre 
F con base {1, a, . . . ,  a"-1}. Más aún, todo elemento [1 de F[a) es algebraico 
sobre F y  grad(/J, F) < grad(a, F).

Demostración En los ejemplos anteriores ya mostramos todo, excepto el resulta
do muy importante enunciado en la última frase del teorema anterior. Sea /? e F(a) 
donde a es algebraico sobre F de grado n. Considérense los elementos

1, P , P \  ■ ■ ;  P n■

Estos no pueden ser n +  1 elementos distintos de F{a) que sean linealmente 
independientes sobre F pues, por el teorema 36.3, cualquier base de £(a) sobre F, 
contendría al menos tantos elementos como hubiera en cualquier conjunto ae 
vectores linealmente independientes sobre F. Sin embargo, la base (1, a, . 
an~ *} tiene sólo n elementos. Si /?' = ¡}J, entonces P‘ — PJ — 0 luego, en todo casó, 
existe b¡ e F  tal que

¿’o +  biP -l- b2P2 +  ••• +  b„P" =  0,

donde no' todas las b¡ =  0. Entonces, f(x )  =  bnx” +  • • • +  btx  +  b0 es un 
elemento distinto de cero de £ [x], tal que /(/?) = 0. Por tanto, P es algebraico 
sobre F  y grad(/?, F) es a lo más n. ■

Ejercicios-------------------------------------------------------------------------------------- -

36.1 Encuéntrense tres bases para R2 sobre R donde no haya dos que tengan algún 
vector en común.

363 Determínese cuáles de los conjuntos dados de vectores son una base de R3 sobre R-
a) {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}
b) { (-1 , 1,2), (2, - 3 ,  1), (10, -14,0)}

363 De acuerdo con el teorema 36.4 el elemento 1 + a de Z 2(a) del ejemplo 35.9 es 
algebraico sobre Z 2. Encuéntrese el polinomio irreducible para 1 + a en Z 2[x].
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36.4 Obténgase una base para cada uno de los siguientes espacios vectoriales sobre los 
campos indicados. .

f363 Pruébese que si V es un espacio vectorial de dimensión finita, sobre un campo F, 
entonces un subconjunto {/?,} de Ves una base para V sobre F si y sólo si todo vector en V 
puede expresarse de manera única como combinación lineal de los ¡i,.

36.6 ¿Falso o verdadero?

  a) La suma de dos vectores es un vector.
  b) La suma de dos escalares es un vector.
  c) El producto de dos escalares es un escalar.
  d) El producto de un escalar y un vector es un vector.
  e) Todo espacio vectorial tiene base finita.
  f) Los vectores en una base son linealmente dependientes.
  g) El 0-vector puede ser parte de una base.
  h) Si F < E y a e E es algebraico sobre el campo F, entonces a2 es algebraico sobre

F.
  i) Si F < E y txe E e s  algebraico sobre el campo F, entonces a + a2 es algebraico

sobre F.
  j) Todo espacio vectorial tiene una base.

Los ejercicios que siguen se refieren al estudio ulterior de los espacios vectoriales. En 
muchos casos, se pide definir para espacios vectoriales algún concepto análogo a otro que ya 
estudiamos para otras estructuras algebraicas. Estos ejercicios mejorarán su habilidad para 
reconocer situaciones paralelas y relacionadas en álgebra. Los ejercicios pueden suponer el 
conocimiento de conceptos definidos en ejercicios anteriores.

36.7 Sea V un espacio vectorial sobre un campo F.
a) Defínase un subespacio del espacio vectorial V sobre F.
b) Pruébese que la intersección de subespacios de V es, de nuevo, un subespacio de V

363 Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sea S =  [a¡ \ i e /} una colección de 
vectores en V.
a) Usese el ejercicio 36.7 b) para definir el subespacio de V generado por S.
b) Pruébese que los vectores en el subespacio de V generado por S son, precisamente, las 

combinaciones lineales (finitas) de vectores en S. (Compárese con el teorema 9.1.)

36.9 Sean V¡, . . . ,  Vm espacios vectoriales sobre el mismo campo F. Defínase la suma 
directa Vl © • • • © F„ de los espacios vectoriales V¡ para i = 1, . . . ,  n y muéstrese que la 
suma directa es, de nuevo un espacio vectorial sobre F.

a) Q ^/2 ) sobre Q
c) 0(^/2) sobre Q 
e) Q(ij sobre Q

b)
dj C sobre R 
0  Q (v ^ ) sobre Q

sobre F.

36.10 Generalícese el ejemplo 36.1 para obtener el espacio vectorial F" de n-adas ordena
das de elementos de F sobre el campo F para cualquier campo F. ¿Cuál es una base para 
F"?
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36.11 Sea F cualquier campo. Considérese el «sistema de m ecuaciones lineales simultá
neas en n incógnitas» .

« ii-Y i +  a 12X 2 +  ••• +  a inX„ =  b¡,
a 2t X l +  a 22X 2 +  +  a 2 *X„ — b2,

amtX, + am2X2 + ■■■ + a„nXn = b„,

donde ajp b¡ e F.
a) Muéstrese que el «sistema tiene solución» si y sólo si el vector ¡i =  (b¡, . . . ,  bm) de Fm 

está en el subespacio de Fm generado por los vectores a.¡ = (a,¡, . . . ,  amj). (Este 
resultado es trivial de demostrar, prácticamente es la definición de solución, pero, en 
realidad, debe contemplarse como el teorema fundamental de la existencia de una 
solución simultánea de un sistema de ecuaciones lineales.)

b) De a) muéstrese que si n = m y {¡xj\j = 1, ..., n} es una base para F", entonces el 
sistema siempre tiene solución única.

36.12 Defínase un isomorfismo de un espacio vectorial V sobre un campo F con un espacio 
vectorial V  sobre el mismo campo F.
36.13 Pruébese que todo espacio vectorial V de dimensión finita, n, sobre un campo Fes 
isomorfo al espacio vectorial F" del ejercicio 36.10.

36.14 Sean V y V  espacios vectoriales sobre el mismo campo F. Una función <p:V~* V 
es una transform ación lineal de V en V sise cumplen las siguientes condiciones para todas 
las a, P e V y a e F:

(a + ¡})<p =  a</> +  ¡S<¡>.
(aa)(j> = afx<f>).

a) Si {fi¡ | i 6 /} es una base para V sobre F, muéstrese que una transformación lineal
V  está por completo determinada por los vectores f}¡4> e V.

b) Sea {/?, l i e / }  una base para V y sea {# | i e /} cualquier conjunto de vectores, no por 
fuerza distintos, de V. Muéstrese que existe precisamente una transformación lineal 
<f> : V-* V  tal que ¡¡¡(p = $

36.15 Sean V y V" espacios vectoriales sobre el mismo campo F  y sea tf>: V -* V una 
transformación lineal.

a) ¿A cuál concepto que ya estudiamos para estructuras de grupos y anillos, corresponde 
el concepto de transformación lineal!

b) Defínase el kernel (o espacio nulo) de tp y muéstrese que es un subespacio de V.
c) Descríbase cuándo <p es un isomorfismo de V en V.
36.16 Sea V un espacio vectorial sobre un campo F  y sea 5  un subespacio de V. Defínase 
el espacio cociente V/S y demuéstrese que es un espacio vectorial sobre F.

36.17 Sean V y V  espacios vectoriales sobre el mismo campo F  y sea V de dimensión 
finita sobre F. Sea dim(K) la dimensión del espacio vectorial V sobre F. Sea <p: V -> V  una 
transformación lineal.
a) Muéstrese que Vtp es un subespacio de V'.
b) Muéstrese que dim [V<p) = dim(F) — dim(kernel <p). [Sugerencia: elíjase una base

conveniente para V, usando el teorema 36.3. Por ejemplo, extiéndase una base para
(kernel <p) a una base para K]
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*36.18 Sean 5  y T subespacios de un espacio vectorial V sobre un campo F.
a) Defínase el ensamble S v T de S y T y muéstrese que 5 v T también es un subespacio 

de V sobre F. (Compárese con la sección 8.2. En la literatura, se denota S v f  por 
S + r.)

b) Descríbanse los elementos en 5 v T en términos de los de 5 y los de T.
*36.19 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo F y sea dim(E) la
dimensión de V sobre F. Muéstrese que si S y T son subespacios de V sobre F. entonces,

dim(5 v 7") = dim(S) + dim(T) — dim(S n  T).

[Sugerencia: la dimensión de un espacio es el número de elementos en una base. Usese el
teorema 36.3 para escoger bases convenientes, de modo que la demostración sea fácil. 
Primero elíjase cualquier base {x,} para 5  n  T y después, extiéndase con vectores fi¡ de 
modo que {<*,, flj} sea una base para S. Repítase el proceso de modo que {aE¡. yk¡ sea una 
base para T. Muéstrese que {a,, flr]'k} es una base para S v 7".]
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Otras 
estructuras 
algebraicas

Esta es una sección destinada a dar una idea de algunas otras estructuras 
algebraicas importantes y su relación con las estructuras estudiadas.

*37.1 GRUPOS CON OPERADORES

Definición Un grupo con operadores consta de un grupo G y un conjunto 0, 
el conjunto de operadores, junto con una operación de multiplicación externa 
de cada elemento de G por cada elemento de O por la derecha, tal que para  
todas las a, /? e  G y a e  <9 se satisfacen las condiciones siguientes:

1 (aa) e G.
2 (afta = (aa)(Pa).

Hablaremos, de manera algo incorrecta, del O-grupo G.

Nótese que hemos seguido de cerca la forma en que definimos un espacio 
vectorial en el capítulo 36. La operación de multiplicación externa es, en realidad, 
una función <j>:G x (9 -» G donde (a, a)(f) se denota por a a para a e G y a e  <9. Es 
claro que escribir el operador a a la derecha de a, como lo hicimos aquí, o a la 
izquierda, es cuestión de gusto y de conveniencia.

Aunque en la definición no requerimos ninguna estructura para el conjunto 
O, sucede con frecuencia que 0  tiene alguna estructura algebraica natural. Demos 
algunos ejemplos.
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Ejemplo 37.1 Todo grupo abeliano G da lugar a un grupo natural con operado
res. Escribamos de manera multiplicativa la operación de grupo de G.'Sea (9 = Z, 
para a e G y n e Z, defínase otn = a". Como G es abeliano, tenemos

(a P)n =  (a /?)” =  a"/?'1 =  (an)(/?«).

Av/, /odo grupo abeliano se puede considerar como un Z-grupo. Aquí, Z tiene una 
estructura natural de anillo. ■

Ejemplo 37.2 Si V es un espacio vectorial sobre un campo F, V se puede 
considerar, de manera natural, como un /•'-grupo (izquierdo). Aquí, F tiene una 
estructura de campo. ■

Considérese un C-grupo G. Para a e 0  fija, la transformación pa :G -> G definida 
por apa = ota para a € G es un homomorfismo de G en G puesto que (ot/fya = 
= (aa)(Pa). Esto sugiere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 37.3 Sea G cualquier grupo y sea <9 cualquier conjunto de homomorfis
mos de G en él mismo (dichos homomorfismos son endomorfismos de G). Para a, 
P e G y <f> e O, la propiedad (otP)tf) = (a<£)(/J$) para el endomorfismo <f>, muestra 
que podemos contemplar G de manera natural como un (P-grupo. ■

Una parte sustancial de nuestra teoría de grupos abelianos podría haberse 
aplicado a C-grupos. Comenzando con los subgrupos, un subgrupo admisible, o 
un ¿P-subgrupo de un C-grupo G es un subgrupo H  de <(7, •) tal que ata e H  para 
todas las a e H  y a e O, esto es, dicho H  es cerrado bajo la multiplicación externa 
por elementos de O. Si se trabaja constantemente con C-grupos, tan sólo se omite 
el término admisible y se habla de un subgrupo del (P-grupo G, sobreentendiendo 
que se trata de un C-subgrupo. Un par de ejemplos más, mostrarán la elegancia 
con que estas ideas se relacionan con nuestro trabajo anterior.

Ejemplo 37.4 Sea G cualquier grupo y sea J  el conjunto de todos los automor
fismos internos de G. Como en el ejemplo 37.3, G es un ./-grupo de manera 
natural. Un subgrupo (admisible) H  de G debe tener, entonces la propiedad de 
que aig =  g~ lag está en H  para todas las a e H  y todas las geG . Así, los 
./-subgrupos H  del ./-grupo G son esencialmente los subgrupos normales de
G. m

Ejemplo 37.5 Sea R un anillo. El grupo aditivo </?, + )  de R puede considerarse 
como un /?-grupo donde para un elemento a del grupo </?, + )  y r e R, se define 
ar mediante la multiplicación en el anillo. La ley distributiva derecha en R da 
(a + b)r = (ar) +  (br) lo cual es precisamente la condición para que </?, +  )  sea 
un /?-grupo. Un /?-subgrupo N  del /{-grupo </?, +  )  debe ser, entonces, un sub
grupo de </?, + )  que satisfaga ar e N  para todas las a e N  y r e R. Así, los /{-sub
grupos son esencialmente los ideales derechos de R. Si R es un anillo conmu
tativo, entonces los /{-subgrupos son esencialmente los ideales de R. m
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Podemos formar el grupo factor de un C -grupo G" módulo en Z-subgrupo 
normal; el grupo factor se vuelve (í -grupo de manera natural, cuando definimos 
la multiplicación externa en las clases laterales, usando representantes. Tenemos 
el concepto de C -homomorfismo de un /-grupo en otro. En los ejercicios pedire
mos definiciones apropiadas para estas ideas.

Por último, enunciamos sin demostración el teorema de Jordan-Hólder para 
un G-grupo. Las definiciones de serie subnormal y series de composición son 
análogas a las definiciones en la parte I; sólo se requiere que todo subgrupo sea 
un /-subgrupo.

Teorema 37.1 (Jordan-Hólder) Cualesquiera dos series de composición de un
(9 - grupo G son isomorfas.

Tomando O = {/'}, donde i es la transformación idéntica de un grupo G 
sobre sí mismo, recobramos el teorema de Jordan-Hólder para series de composi
ción. Tomando / ' =  el conjunto de automorfismos internos de G, recobramos 
el teorema de Jordan-Hólder del capítulo 14 para series principales. Por último, y 
de manera más impresionante, tomando el teorema de Jordan-Hólder para el 
/"-grupo V donde V es un espacio vectorial de dimensión finita, sobre F, reco
bramos la invariancia de la dimensión de V, pues un /"-grupo factor simple 
del /"-grupo V será un espacio vectorial (un /"-grupo) de dimensión 1 sobre F.

*37.2 MODULOS

Definición Sea R un anillo. Un R-módulo (izquierdo) consta de un grupo 
abeliano M  junto con una operación de multiplicación externa de cada
elemento de M  por cada elemento de R por la izquierda, tal que para todas
las a, p e M  y r, s e R se satisfacen las condiciones siguientes:

1 (ra) e M.
2 r(a + fi) = ra + rfi.
3 (r + s)a =  ra + sa.
4 (r.v)a =  rf.ra).

Hablaremos, de manera algo incorrecta, del R-módulo M.

Un F-módulo se parece mucho a un espacio vectorial, pero los escalares sólo 
necesitan formar un anillo. Si R es un anillo con unitario y la  =  a para toda 
a e M, entonces M  es un R-módulo unitario.

Ejemplo 37.6 Todo grupo abeliano G se puede considerar como un Z-módulo si 
definimos na = a" para a e G  y n e  Z. Usamos notación multiplicativa para la 
operación en G. Los axiomas de módulo se verifican fácilmente. ■
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Ejemplo 37.7 Para un ideal N  en R, (N, + > puede considerarse un /{-módulo 
donde para a 6 N  y r e R, ra es la multiplicación ordinaria del anillo, de r y a. 
ambos vistos como elementos del anillo R. ■

Podemos hablar de submódulos, módulos cocientes y /{-homomorfismos de un 
/{-módulo en otro, todo mediante definiciones naturales. Podemos tom ar, ade
más, sumas directas de /{-módulos y obtener /{-módulos.

Definición Un /{-módulo M  es ciclico si existe a e . l /  tal que M  =
= {m | re  R}.

Así, un /{-módulo cíclico está generado por un sólo elemento. La idea de un 
conjunto de generadores de un R-módulo es una generalización natural de la idea 
del conjunto de vectores generadores de un espacio vectorial. El siguiente teore
ma es un bello resultado; lo enunciamos sin demostración y después lo ilustramos 
para algunos casos particulares, a la luz de nuestro trabajo anterior.

Teorema 37.2 Si R es un DIP, entonces todo R-módulo finitamente generado
es isomorfo a una suma directa de R-módulos cíclicos.

Sea R = Z  y refiriéndonos al ejemplo 37.6, vemos, del teorema, que todo 
grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a una suma directa de grupos 
cíclicos. Esta es gran parte del teorema fundamental de los grupos abelianos 
finitamente generados. Para R =  F, donde F  es un campo, aplicamos el teorema
37.2 a un espacio vectorial V de dimensión finita, sobre F, y vemos que V es 
isomorfo a una suma directa de espacios vectoriales de dimensión 1 sobre F.

*37.3 ALGEBRAS

Definición Un álgebra consta de un espacio vectorial V sobre un campo F, 
junto con una operación binaria de multiplicación en el conjunto V de 
vectores, tal que para todas las a e F  y a, p, y e V se satisfacen las condiciones 
siguientes:

1 (aa)P = a(ap) =  a(ap).
2 (<x + /?)>' = ay + Py.

.3  a(P + y) = ap + ay.

Hablaremos de manera algo incorrecta de un álgebra V sobre F. También, V 
es un álgebra asociativa sobre F si además de las tres condiciones anteriores,

4 (aP)y = a(Py) para toda a, p, y e  V.

Ejemplo 37.8 Si E  es un campo de extensión de un campo F, entonces V = E 
puede considerarse como un álgebra asociativa sobre F, donde la suma y multi
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plicación de elementos de V son la suma y multiplicación del campo en £  y la 
multiplicación por un escalar por elementos de F es, de nuevo, la multiplicación 
del campo en £.

Ejemplo 37.9 Para cualquier grupo G y campo F, el álgebra del grupo £(<7) 
definida en la sección 25.3 es un álgebra asociativa sobre F.

Definición Un álgebra V sobre un campo F  es un álgebra de división sobre 
F si V tiene unitario para la multiplicación y contiene un inverso multiplica 
tivo de cada elemento distinto de cero. (Nótese que no se supone la asocialti- 
vidad de la multiplicación.)

Ejemplo 37.10 Un campo de extensión £  de un campo F, puede considerarse
como un álgebra de división asociativa sobre F. También los cuaterniones 3  de 
sección 25.4 forman un álgebra de división asociativa sobre los números reales.

la

Concluimos, para dar información, con el enunciado de algunos resultados famo
sos acerca de álgebras de división sobre los números reales.

Teorema 37.3 Los números reales, los números complejos y  los cuaterniones 
son las únicas (salvo isomorjismo) álgebras de división asociativas sobre los 
números reales (Frobenius, 1878). La única otra álgebra de división sobre los 
números reales es el álgebra de Cayley, que es un espacio vectorial de dimen
sión 8 sobre R (Bott y  Milnor, 1957).

Ejercidos

*37.1 Nuestra definición de ©-grupo no comenzó

Un ©-grupo <, , . . . ,  > es . . .

de manera similar a nuestras definiciones de grupo y de anillo. Si definiéramos un ©-grujió 
de esa manera, ¿qué sería < , , . . . ,  >? Asegúrese de considerar todos los conjuntos y toáis 
las operaciones involucradas.

*373 Repítase el ejercicio 37.1 para un R-módulo.

*373 Repítase el ejercicio 37.1 para un álgebra.

*37.4 Muéstrese que la intersección de subgrupos admisibles de un ©-grupo G es, de
nuevo, un subgrupo admisible de G.
*373 Sea G cualquier grupo y sea sd el conjunto de todos los automorfismos de G. Por ¡el 
ejemplo 37.3, G puede considerarse un ¿¡/-grupo. Un ¿/-grupo de G es un subgrupo 
característico de G.

Todo subgrupo de todo grupo abeliano es un subgrupo normal, esto es, un 
./-subgrupo, pero dése un ejemplo para mostrar que no todo subgrupo de todo grupo 
abeliano es un subgrupo característico. ~
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*37.6 Muéstrese que el grupo factor de un 0-grupo, G módulo un subgrupo normal 
admisible, puede considerarse, de nuevo, un 0-grupo de manera natural. Esto es, defínase 
la multiplicación externa en las clases laterales, muéstrese que está bien definida y verifi
qúense los axiomas para un C-grupo.

*37.7 Defínase el concepto de O-homomorfismo de un C-grupo G en un C-grupo G'. 
Muéstrese que el kernel es un 6-subgrupo de G.
*37.8 Pruébese que para un /J-móduIo izquierdo M

Oa =  0, rO =  0,

y
( ~ r)a =  - ( r a )  =  r ( - a )

para toda ae M y re R.

*37.9 Sea M un R-módulo izquierdo y sea ae M. Muéstrese que =  {ae R|aa =  0} es 
un ideal izquierdo de R.
*37.10 Defínase un submódulo de un R-módulo (izquierdo) M y un módulo cociente de un 
R-módulo (izquierdo) M, módulo un submódulo N.
*37.11 Defínase un R-homomorftsmo de un R-módulo (izquierdo) M en un R-módulo 
(izquierdo) M'.
*37.12 Muéstrese que el anillo (M,(F), + , •> de la sección 25.1, se convierte en un 
álgebra de dimensión n1 sobre F si definimos la multiplicación por un escalar por b(a¡j) = 
= (ba¡j) para (a¡t)e  MJ(F) y be F.
*37.13 Sea V un álgebra de dimensión finita con una base

B =  { f t |i  =  1, • • n)

sobre un campo F. Muéstrese que la multiplicación de vectores en V está por completo 
determinada por los n1 productos /?,/?, para cada par ordenado (/?„ /?,) de vectores de la 
base de B.
*37.14 Sea V un álgebra de dimensión finita con una base

B =  {P¡\i =  1, . . . ,  n) 

sobre un campo F. Muéstrese que V es un álgebra asociativa sobre F si y sólo si

PAfiM =  (M.)P,

Para cada una de las n3 ternas ordenadas (/?„ /?„ /?,) de vectores de la base B.
*37.15 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, sobre un campo F, con una base 
B =  { f t |/  =  1, . . . , i i} sobre F. Sea {cra \ r, s, t =  1, . . . ,  n} cualquier colección de n3 
escalares en F. Muéstrese que existe exactamente una operación binaria de multiplicación 
en V tal que V es un álgebra sobre F bajo esta multiplicación y tai que

M ,  =  I  crJ ,
t

para todo par odenado (/?„ /?,) de vectores de la base B. Los escalares cr„ son las constantes 
estructurales del álgebra.
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38.1 EXTENSIONES FINITAS

En el teorema 36.4 vimos que si E  es un campo de extensión de un campo F  y 
a e E  es algebraico sobre F, entonces todo elemento de F(a) es algebraico sobre F. 
Al estudiar ceros de polinomios en F[jc] estaremos interesados casi exclusiva
mente en extensiones de F que sólo contengan elementos algebraicos sobre F.

Definición Un campo de extensión E  de un campo F  es una extensión 
algebraica de F  si todo elemento en E  es algebraico sobre F.

Definición Si un campo de extensión E  de un campo F  es de dimensión 
finita n como espacio vectorial sobre F, entonces E es una extensión finita de 
grado n sobre F. Denotamos por [£ : F ] el grado n de E sobre F.

Usaremos a menudo el hecho de que si E  es una extensión finita de F, 
entonces [£ :  F ] =  1 si y sólo si E  =  F. Basta observar que, por el teorema 36.3, 
siempre puede extenderse {1} hasta una base para E  sobre F. Entonces, [£ : F ] = 
=  1 implica que E  =  F(l) =  F  El recíproco es obvio.

Repitamos el argumento del teorema 36.4 para mostrar que una extensión 
finita E de un campo F  debe ser una extensión algebraica de F.

Teorema 38.1 Un campo de extensión finita E de un campo F es una exten
sión algebraica de F.

Demostración Debemos mostrar que para a eE , otes algebraico sobre F. Por el 
teorema 36.3, si [ F : F ] =  n, entonces

1, a, . . . ,  an
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no pueden ser elementos linealmente independientes, de modo que existen «, e F 
tales que

donde no todas las a¡ = 0. Entonces,/(x) = anx" + • ■ • + alx  + a0 es un polino
mio distinto de cero en F[x] y f(cx) = 0. Por tanto, a es algebraico sobre F. m

No se puede exagerar la importancia del siguiente teorema. Desempeña un papel 
importante en la teoría de campos, análogo al papel del teorema de Lagrange en 
teoría de grupos. A pesar de que su demostración se sigue fácilmente del breve 
trabajo con espacios vectoriales, es una herramienta de una fuerza increíble. Más 
adelante usaremos constantemente el teorema en los argumentos de la teoría de 
Galois. Además, una elegante aplicación de este teorema, en el siguiente capitulo 
con asterisco, muestra la imposibilidad de realizar ciertas construcciones geomé
tricas con regla y compás. Nunca hay que subestimar un teorema que cuente 
algo. ■

Teorema 38.2 Si E  es un campo de extensión finita de un campo F  y K es un
campo de extensión finita de E, entonces K  es una extensión finita de F, y

Demostración Sea {a¡ | i = 1, . . . ,  n} una base para E  como espacio vectorial 
sobre F y sea {P j\j = 1 , . . . ,  m} una base para K como espacio vectorial sobre E. 
El teorema quedará probado si podemos mostrar que los mn elementos 
forman una base para K  considerado como espado vectorial sobre F

Sea y cualquier elemento de K. Como las fij forman una base para K  sobre E, 
tenemos

m

para b¡ e E. Como las a¡ forman una base para E  sobre F  tenemos

para a¡j e F. Entonces,

de modo que los mn vectores a¡pj generan K  sobre F.
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Falta mostrar que los mn elementos ct¡P¡ son independientes sobre F. Supon 
gase que Y,‘.jc¡Á0L¡Pj> = con c¡je ^- Entonces,

( I ,  v . ) d j  - o.

y (X?=i cí/xí) e E- Como los elementos fíj son independientes sobre E, debemos 
tener

I  W  =  0
¡= i

para toda las j. Pero ahora las a¡ son independientes sobre F, de modo que 
, c./x, = 0 implica que c¡¡ — 0 para todas las i y j. Así, las afij no sólo generan 

K  sobre F, sino, además, son independientes sobre F, Así, forman una base para 
sobre F. ■

Nótese que probamos el teorema exhibiendo una base. Es importante recorda r
que si {af | / =  1, . . . ,  n} es una base para E  sobre F  y {Pj \ j  =  1 m} es una
base para K  sobre E, para campos F <, E <i K, entonces, el conjunto de los 
mn productos, es una base para K  sobre F. La figura 38.1 es un diagrama de la 
situación. En un momento, ilustraremos mejor todo esto.

Base {a,P}}

Base {Pj}

>- Base {a,}

Figura 38.1

Corolario 1 Si F¡ es un campo para i =  1 r y Ft+l es una extensión 
finita de F¡, entonces Fr es una extensión finita de Fx y

[F ,: f  J  = [F ,: F ,_ ,] [Fr_ !: Fr_ 2] • • [F2: F J .

Demostración La demostración del corolario 1 es una extensión obvia p<|>r 
inducción, del teorema 38.2. ■

Corolario 2 Si E  es un campo de extensión de F, a e E es algebraico sobre F 
P e F(a), entonces, grad(/?, F) divide grad(a, F).
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Demostración Por el teorema 36.4 grad(a, F) =  [F(a): F ] y grad(/3, F) =
=  [F(/J): F]. Tenemos F  < F\f}) < F(a), de modo que, por el teorema 38.2,
[F(P) : F ] divide [F fa ) :F ]. ■

El siguiente ejemplo ilustra un tipo de argumentación que se hace a menudo 
utilizando el teorema 38.2 o sus corolarios.

Ejemplo 38.1 Por el corolario 2 del teorema 38.2, no hay elemento de Ql^/2) 
que sea un cero de x 3 — 2. Nótese que gradí^/2, Q) =  2 mientras que un cero de 
x3 — 2 es de grado 3 sobre Q, pero 3 no divide a 2. ■

Sea E  un campo de extensión de un campo F, y sean a,, a2 elementos de E, no 
necesariamente algebraicos, sobre F. Por definición, F(a) es el menor campo de 
extensión de F  en E  que contiene a a,. En forma análoga, (F(a,))(a2) puede 
caracterizarse como el menor campo de extensión de Fen E  que contiene a a, y a 
a2. También podríamos haber comenzado con ac2, de modo que, claramente, 
(F(a,))(oc2) =  (F(a2))(a!). Denotamos este campo por F(a„ a2). De manera análo
ga, para a¡eE, F(a,, . . . ,  a.) es el menor campo de extensión de Fque contiene 
todas las a, para i — 1, . . . ,  n. Obtenemos el campo F(a,, . . . ,  aH) a partir del 
campo F  agregando a F  los elementos a¡ en E. No habrá dificultad para verificar 
que, al igual que la intersección de subgrupos de un grupo, la intersección 
de subcampos de un campo E  es, de nuevo, un subcampo de E. Es obvio que 
F(tz¡, . . . ,  a.) es la intersección de todos los subcampos de E  que contienen F  y
todas las a¡ para i = 1, . . . ,  n.

Ejemplo 382 Considérese Q(^/2). El teorema 36.4 muestra que {1, y/2 j es una 
base para Q(^/2) sobre Q. Calculando, encontramos que irrf^/2 +  v/3, Q) = x4 — 
-  IOjc2 +  1, de modo que [Q (,/2  +  y / i ) : Q] = 4. Así, (y¡2 +  y/Z) i  0(^/2), de 
modo que y/ZeQ (y/2). Por tanto, {1, es una base para 0(^/2, ^/Z) = 
= (Q(v/2))(v/3) sobre QÍ^/2). Entonces, la demostración del teorema 38.2 (véase 
el comentario que sigue al teorema) muestra que (1, y /2, y/Z) es una base para 
0(^/2, y/Z) sobre Q. ■

Ejemplo 38J Sea 21/3 la raíz cúbica real de 2 y 21/z la raíz cuadrada positi
va de 2. Entonces, como vimos en el ejemplo 38.1, 2I/3 ¿Q (2I/2). Así, 
[Q(2I/2, 21/3) : Q(21/2)] =  3. Entonces, {1, 21/2} es una base para Q(21''2) sobre 
Q y {1, 21/3, 22/3} es una base para Q(21/2, 21/3) sobre Q(2I/2). Más aún, por el 
teorema 38.2 (véase el comentario que sigue al teorema),

{1, 21'2, 21/3, 25'6, 22'3, 27'6}

es una base para Q(21/2, 21/3) sobre Q. Es claro que como 27/é =  (2)21/6, tenemos 
21/6eQ (21/2, 21/3). Ahora, 21/6 es un cero de x 6 — 2, el cual, por el criterio de 
Eisenstein, es irreducible sobre Q, con p  =  2. Así,

Q Q(21/6) <  Q(21/2, 21/3)
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y, por el teorema 38.2,

6 = [Q(21/2, 21'3) : Q] = [Q(2,/2, 21/3) : Q(21/6)][Q(21/6):Q]

= [Q(2W2, 21/3):Q(2l/6)](6).

Por tanto, debemos tener

[Q(21/2, 21/3) : Q(21/6)] = 1,

de modo que, por el comentario anterior al teorema 38.1, Q(21/2, 21/3) = 
= Q(21/6). ■

El ejemplo 38.3 muestra que es posible que una extensión F(a,, . . . ,  a„) de un 
campo F  sea, en realidad, una extensión simple, aunque n > 1.

Caractericemos las extensiones de F  de la forma F(au . . . ,  a„) en el caso en 
que todas las a¡ sean algebraicas sobre F.

Teorema 38.3 Sea E una extensión algebraica de un campo F. Entonces, 
existe un número finito de elementos a x, . . . ,  an en E tal que E = F(a1;. . . ,  ot„) 
si y  sólo si E  es un espacio vectorial de dimensión finita sobre F, esto es, si y  
sólo si E  es una extensión finita de F.

Demostración Supóngase que E  =  F(a,, . . . ,  a„). Como E  es una extensión 
algebraica de F, cada a( es algebraico sobre F, de modo que, claramente, cada a¡ 
es algebraico sobre todo campo de extensión de F  en E. Así, F(at) es alge
braico sobre F y, en general, F (a j,. . . ,  ay) es algebraico sobre F fa ,,. . . ,  ay_ ¡) para 
j  =  2 , . Se aplica el corolario 1 del teorema 38.2 a la sucesión de extensiones 
finitas

F, F(at), F(at, a2), . . . ,  F(au . . . ,  txH) = E

y se muestra, entonces, que E  es una extensión finita de F.
En forma recíproca, supóngase que E  es una extensión algebraica finita de F. 

Si [ £ :F ]  =  1 entonces, E  =  F(l) =  F, y habremos terminado. Si E  ^  F, sea 
a , e £  donde a, i  F. Entonces, [F(a() : F] >  1. Si F(ax) =  E, ya terminamos; si 
no, sea a2e E, donde a2^ F (a1). Continuando este proceso vemos, del teorema
38.2, que debido a que [ F : F] es finito, debemos llegar a a, tal que

Ffa„ . . . ,  a.) =  E. m

38.2 CAMPOS ALGEBRAICAMENTE CERRADOS 
Y CERRADURAS ALGEBRAICAS

Aún no hemos señalado que si E  es una extensión de un campo F  y a, /? e E  son 
algebraicos sobre F, entonces también lo son a +  ¡3, a/?, a — /) y a//?, si /? =£ 0.
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Esto se sigue fácilmente del teorema 38.3 y está incluido, además, en el teorema 
siguiente. '

Teorema 38.4 Sea E un campo de extensión de F. Entonces

Fe =  ¡a g E | a es algebraico sobre F)

es un subcampo de E, la cerradura algebraica de F en E.

Demostración Sea a, fi e FE. Entonces, el teorema 38.3 muestra que F(a, ¡i) es 
una extensión finita de F y, por el teorema 38.1, todo elemento de F(<x, P) es 
algebraico sobre F, esto es. F\x, /?) E Ft . Así Ft contiene a a + /?, y.p, a — /? y 
también a tx/P para 0, de modo que FE es un subcampo de £. ■

Corolario El conjunto de todos los números algebraicos forma un campo.

Demostración La demostración de este corolario es inmediata del teorema 38.4, 
pues el conjunto de todos los números algebraicos es la cerradura algebraica de 
Q en C. ■

Es bien sabido que los números complejos tienen la propiedad de que todo 
polinomio no constante en C[x] tiene un cero en C. Esto se conoce como el 
teorema fundamental del álgebra. Más adelante en este capítulo, en un párrafo 
con asterisco, daremos una demostración analítica de este teorema. Por ahora, 
damos una definición para generalizar este importante concepto a otros campos.

Definición Un campo F está algebraicamente cerrado si todo polinomio no 
constante en £[x] tiene algún cero en F.

El siguiente teorema muestra que el concepto de un campo algebraicamente 
cerrado también se puede definir en términos de factorización de polinomios 
sobre el campo.

Teorema 38.5 Un campo F está algebraicamente cerrado si y sólo si todo 
polinomio no constante en £ [x ] se puede factorizar en £[x] en factores 
lineales.

Demostración Sea £  algebraicamente cerrado y sea f{x)  un polinomio no cons
tante en £(x). Entonces, f[x) tiene un cero a e F. Por el corolario 1 del teore
ma 31.1, x  — a es un factor de f{x), de modo que f[x) = (x — a)g(x\ Entonces, si 
g(*) no es constante, tiene un cero b e  F y  F[x) = (x — a \x  — b)h{x\. Continuan
do, obtenemos una factorización de f[x) en £[*] en factores linéale':.

En forma recíproca, supóngase que todo polinomio no constante de £[.*] 
tiene una factorización en factores lineales. Si ax — b es un factor lineal de f(x), 
entonces b/a es un cero de f(x). Así, F es algebraicamente cerrado. ■

Corolario Un campo F algebraicamente cerrado no tiene exter.uones alge
braicas propias, esto es, ninguna extensión algebraica F con F < E.
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Demostración Sea E una extensión algebraica de F, así F < E. Entonces, por el 
teorema 38.5, si a e E  tenemos irr(a, F) = x — a, puesto que Fes algebraicamente 
cerrado. Así, a e  F y debemos tener F = E. ■

En la sección 38.3, con asterisco, mostraremos que así como existe una extensión 
algebraicamente cerrada C de los números reales R, para cualquier campo F 
existe análogamente una extensión algebraica F de F con la propiedad de que F 
está algebraicamente cerrada. En el capítulo 41 se mostrará que dicha extensión 
Fes única, salvo isomorfismo, por supuesto. De manera intuitiva, para encontrar 
F se procede como sigue. Si no todo polinomio f (x)  en /•'[x] tiene un cero, 
entonces agregar a F  un cero a de dicho /(x), obteniendo asi, el campo F{a). Por 
supuesto, se usó aquí el teorema 35.1 de Kronecker. Si F[a) aún no es algebraica
mente cerrado se continúa el proceso. El problema es que, a diferencia de la 
situación para la cerradura algebraica C de R, podemos seguir un número 
infinito (posiblemente grande) de veces. Se puede mostrar con facilidad (véanse 
los ejercicios 38.13 y 38.16) que Q es isomorfo al campo de todos los números 
algebraicos y que no podemos obtener Q de Q agregando un número finito de 
números algebraicos. Primero, tendremos que analizar algún material de teoría 
de conjuntos, el lema de Zorn, para poder manejar dicha situación. Este material 
es algo complejo, asi que lo ponemos en un párrafo con asterisco. Sin embargó, el 
teorema de existencia para F es muy importante y lo enunciamos aquí, de mcpdo 
que se comprenda la necesidad de conocerlo. No hay problema si se asumé su 
validez.

Teorema 38.5 Todo campo F tiene una cerradura algebraica, esto es, Una
extensión algebraica F que está algebraicamente cerrada.

*38.3 EXISTENCIA DE UNA CERRADURA 
ALGEBRAICA

Probaremos que todo campo tiene una extensión algebraica que está algebraica
mente cerrada. Creemos que al final de un curso de álgebra, deben teneií la 
oportunidad de ver alguna demostración que incluya el axioma de selección. Este 
es el lugar natural para dicha demostración. Usaremos una forma equivalente|del 
axioma de selección, el lema de Zorn. Para enunciarlo requerimos una definicjión 
de teoría de conjuntos.

Definición Un orden parcial en un conjunto S  está dado por una relación < 
definida para ciertos pares ordenados de elementos de S  tales que se satisfa
cen las siguientes condiciones:

1 a < a para todos los a e S  (ley reflexiva).
2 Si a < b y b < a, entonces a  = b (ley antisimétrica).
3 Si a < b y b < c, entonces a < c (ley transitiva).
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En un conjunto parcialmente ordenado no por fuerza son comparables cada 
par de elementos, esto es, para a, be S' no necesariamente se tiene a < b o b < a. 
Como siempre, a < b denota a < b, pero a #  b.

Un subconjunto T  de un conjunto parcialmente ordenado S' es una cadena 
si cada par de elementos a y i e n  T son comparables, esto es, si a < b o b < a (o 
ambos). Un elemento u e S  es una cota superior de un subconjunto A de un 
conjunto parcialmente ordenado S  si a < u para todas las ae A .  Por último, un 
elemento m de un conjunto parcialmente ordenado S  es maximal si no existe 
se  S  tal que m < s.

Ejemplo 38.4 La colección de todos los subconjuntos de un conjunto forma un 
conjunto parcialmente ordenado bajo la relación < dada por e .  Por ejemplo, si 
el conjunto es R, tenemos Z g Q .  Nótese, sin embargo, que para Z y Q +, ni 
Z g Q + n i Q + c  z.

Lema de Zorn Si S  es un conjunto parcialmente ordenado tal que toda 
cadena en S tiene una cota superior en S, entonces S tiene al menos un 
elemento maximal.

El lema de Zorn no se prueba, no se trata de eso. El lema es equivalente al 
axioma de selección. Entonces, en realidad, tomamos aquí el lema de Zorn como 
un axioma de la teoría de conjuntos. El lector deberá remitirse a la bibliografía 
para el enunciado del axioma de selección y la demostración de su equivalencia 
con el lema de Zorn.

El lema de Zorn se usa con frecuencia cuando se quiere mostrar la existencia 
de una estructura mayor o maximal de algún tipo. Si un campo F tiene una 
extensión algebraica F  que sea algebraicamente cerrada, entonces F  será, con 
certeza, una extensión algebraica maximal de F, pues como F es cerrada algebrai
camente, no puede tener extensiones algebraicas propias.

La idea de la demostración del teorema 38.6 es muy sencilla. Dado un 
campo F, describiremos, primero, una clase de extensiones algebraicas de F que 
sea tan grande que deba contener (salvo isomorfismo) cualquier extensión alge
braica concebible de F. Definimos luego un orden parcial, el orden común de 
subcampos, en esta clase y mostramos que se satisfacen las hipótesis del lema de 
Zorn. Por el lema de Zorn, existirá en esta clase una extensión algebraica 
maximal F  de F. Analizaremos entonces, que esta F  no puede tener extensiones 
algebraicas propias, de modo que debe ser algebraicamente cerrada.

Nuestra demostración difiere un poco de la que presentan varios textos. Nos 
gusta porque no usa más álgebra que la de los teoremas 35.1 y 38.2. Así, destaca 
con gran relieve la enorme fuerza del teorema de Kronecker y del lema de Zorn. 
La demostración parece larga sólo porque escribimos cada paso con exagerado 
detalle. Para el matemático profesional es cuestión de rutina la construcción de la 
demostración a partir de la información del párrafo anterior. Esta demostración 
fue sugerida al autor, en la época en que era estudiante de posgrado, por un 
compañero de clase, Norman Shapiro, quien también tenía una gran preferencia 
por ella.
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Estamos listos ahora para realizar la demostración del teorema 38.6, que 
reenunciamos aquí. '

Teorema 38.6 Todo campo F ¡¡cae cerradura algebraica F.

Demostración Puede demostrarse en teoría de conjuntos que, dado cualquier 
conjunto, existe un conjunto con estrictamente más elementos. Supóngase que 
formamos un conjunto

A = {«/.• I / e F [ a ] ;  / = 0, . . . ,  (grado /)}

que tenga un elemento para todo cero posible de cualquier/(x) e F[x], Sea £2 un 
conjunto con estrictamente más elementos que A. Formando £2 u  Fsi es necesa
rio, podemos suponer que F c  Q. Considérense todos los campos posibles que 
sean extensiones algebraicas de F  y que, como conjuntos, consten de elementos de 
£2. Una de dichas extensiones algebraicas es F  mismo. Si E  es cualquier campo de 
extensión de F, y si y e E es un cero de f  (x) e  F[x] donde y e F y gradfy, F) =  n, 
entonces, redenominando y como cu para a>e£2 y w$F,  y redenominando a los 
elementos a0 + ap¡ + ••• + a„_ly”~1 de Ffy) como distintos elementos de £2, 
conforme a¡ varía sobre F, podemos considerar nuestra F(y) redenominada como 
un campo de extensión algebraica Ffcn) de F, con Fíoj) <= £2 y /(tu) =  0. El 
conjunto £2 tiene suficientes elementos para formar Ffcu), pues 12 tiene más que 
suficientes elementos para proporcionar n ceros diferentes para cada elemento de 
cada grado n en cualquier subconjunto de F[.v],

Todos los campos de extensión algebraica E} de F con  Ej £  £2, forman un 
conjunto

£  =  {E j \ j e J }

parcialmente ordenado bajo nuestra inclusión usual <  de subeampos. F  mismo 
es un elemento de S. El párrafo anterior muestra que si F  está lejos de ser 
algebraicamente cerrado, habrá muchos campos Ej en S.

Sea T = {Ejk} una cadena en S  y sea W  = {JkEjk. Ahora, haremos de W  un 
campo. Sea a. fi e W. Entonces, existen Ejr  £j, e S con a e EJt y J? e EJz. Como T  
es una cadena, uno de los campos Eji o EJz es un subcampo del otro, digamos EJt < 
< Ej,. Entonces, ct. [ le E¡2 y usamos las operaciones de E¡2 para definir la suma 
de i  y P en W como (a + p)e  Ej, y así mismo, el producto como (a)?) e EJr Estas 
operaciones están bien definidas en W; son independientes de nuestra selección de 
Ej„ pues si, además, *, /) e  para Ejt en F, entonces uno de los campos Ej2 o EJ¡ 
es un subeampe del otro, ya que T es una cadena. Así, tenemos, definidas en W, 
las operaciones de suma y multiplicación.

Todos los axiomas de campo para W bajo estas operaciones se siguen ahora 
del hecho de que estas operaciones se definieron en términos de suma y multipli
cación en campos. Así, por ejemplo, 1 e F  sirve como identidad multiplicativa en 
W ya que para a e W, si 1, a c EJt, entonces tenemos la =  a en FjV de modo que 
la =  a en W por definición de multiplicación en W. Además, para mayor 
ilustración, para verificar las leyes distributivas, sean a, fi, y e  W. Como T  es una 
r-'iHf-na nodemos encontrar algún campo en T  que contenga los tres elementos a.
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P y y, y en este campo se cumplen las leyes distributivas para a, [i y y. Por tanto, 
se cumplen en W. Por consiguiente, podemos considerar W como un 'campo y 
por construcción, Ejk < W para toda Elk e T.

Si podemos mostrar que W es algebraico sobre F, entonces W e S será una 
cota superior para T. Pero si a e W, entonces x e EJl para algún EJt en T, de 
modo que a es algebraica sobre F. De aquí que H' es una extensión algebraica de 
F y es una cota superior para T.

Así, se satisface la hipótesis del lema de Zorn, de modo que existe algún 
elemento maximai F de S. Afirmamos que F está algebraicamente cerrado. Sea 
f (x)  e F[.v], donde f{x) $ F. Supóngase que f (x)  no tiene ceros en F. Como Í2 tiene 
muchos más elementos de los que tiene F. podemos tomar oj€£2 donde o $ F  y 
formar un campo /fa>)£ft con co un cero de f(x), como vimos en el primer 
párrafo de esta demostración. Sea p en /feo). Entonces, por el teorema 36.4, P es 
un cero de un polinomio

g ( x )  =  ot0 +  a ,.y +  ••■ +  a„.Y"

en F [x] con a¡ e F  y, por tanto, a, es algebraico sobre F. Entonces, por el teore
ma 38.3, F{ol0, ..., a„) es una extensión finita de F, y como p es algebraico sobre 
F(a0, . . . ,  a„), vemos, además, que F{ot0, . . . ,  a„, /?) es una extensión finita 
sobre F(x0, . . . ,  a„). Entonces, el teorema 38.2, muestra que F(a0, . . . ,  a„, fl) es una 
extensión finita de F, de modo que, por el teorema 38.1, p es algebraico sobre F. 
De aquí que /feo) e S  y F< F[co) lo cual contradice la selección de F como maximai 
en S. Así, f(x)  debe tener algún cero en F, de modo que F está cerrado 
algebraicamente. ■

Para el matemático profesional, la mecánica de la demostración anterior es 
cuestión de rutina. Debido a que quizás ésta sea la primera demostración que se 
haya visto en donde se usa el lema de Zorn, la escribimos con todo detalle. Sin 
embargo, la construcción y los razonamientos empleados deben considerarse 
fáciles y rutinarios.

Es bien conocido que C es un campo cerrado algebraicamente. Aunque hay 
más demostraciones algebraicas de este hecho, damos una demostración analítica 
como la más accesible para el estudiante que haya llevado un curso de funciones 
de variable compleja.

Teorema 38.7 ( Teorema fundamental del álgebra) El campo C de números
complejos es un campo algebraicamente cerrado.

Demostración Sea f{z) e C[z] el polinomio que no tenga cero en C. Entonces 
1 !f(z) da una función entera, esto es, l / /e s  analítica en todas partes. Además, si 

f $  C, límw_ a0|/(c)| =  oo, de modo que límk.|_0C|l//(c)| = 0. Así, 1// debe ser 
acotada en el plano. Entonces, por el teorema de Liouville de la teoría de 
funciones de variable compleja, l //e s  constante y así / es constante. Por tanto, un 
polinomio no constante en Cfz] debe tener un cero en C, de modo que C está 
cerrado algebraicamente. ■
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Ejercidos----------------------------------------------------------------------------------------

38.1 Encuéntrese el grado y una base para cada uno de los campos de extensión dados.

a) Q (72) sobre Q b) QfT2, ^/3) sobre Q
c) Q(v/2, 73, 75) sobre Q d) 0(^/2, 73) sobre Q
e) Q^/2, 1/2) sobre Q
38.2 Encuéntrese el grado de cada uno de los campos de extensión siguientes. Estar 
preparados para justificar las respuestas.

a) 0 (72  + 73) sobre Q b) J l )  sobre Q
c) 0(72, 75) sobre Q d) Q fT2, ^/ó, f/24) sobre Q
e) 0 (7 2 , 76) sobre Q(73) f) 0 (^2  + 73) sobre Q(73)
g) 0(72 , 73) sobre Q (T 2 + 7 ^  h) OíT2- 7 6  + 7 ^ )  sobre O íT2 + 75)
383  Encuéntrese una base para cada uno de los campos de extensión dados del e) al h) 
del ejercicio 38.2.
38.4 Muéstrese, mediante un ejemplo, que para un campo de extensión propio £ de un 
campo F, la cerradura algebraica de F en E no es necesariamente cerrada algebraicamente.
38J Sea (a + bi)e C para a, be R con b ^  0. Muéstrese que C = R(a+ bi).
*38.6 Muéstrese que si £  es una extensión finita de un campo F y [£ : F] es un número 
primo, entonces £  es una extensión simple de £  y, en efecto, £  = £(a) para toda a e £  que 
no esté en F.
38.7 ¿Falso o verdadero?
  a) Toda extensión finita de un campo es una extensión algebraica.
  b) Toda extensión algebraica de un campo es una extensión finita.
  c) El campo situado arriba de una torre finita de extensiones finitas de campos es

una extensión finita del campo situado abajo.
  d) R está algebraicamente cerrado.
  e) O es su propia cerradura algebraica en R, esto es, Q es algebraicamente cerrado

en R.
  f) C es algebraicamente cerrado en C(jt), donde x  es una indeterminada.
  g) Q*) es algebraicamente cerrado, donde x  es una indeterminada.
  h) El campo C(at) no tiene cerradura algebraica, pues C ya contiene a todos los

números algebraicos.
  i) Un campo algebraicamente cerrado debe tener característica 0.
  j) Si £  es un campo de extensión algebraicamente cerrado de F, entonces £  es una

extensión algebraica de F.

38JI Pruébese que x 2 — 3 es irreducible sobre QfT2)-
38.9 ¿Qué grado pueden tener los campos de extensión que se logran mediante agrega
ción sucesiva a un campo F de una raíz cuadrada de un elemento de F que no es un 
cuadrado en F y, después, una raíz cuadrada de algún no cuadrado en este nuevo campo y 
así sucesivamente? Dedúzcase de aquí, que un cero de x 1* — 3x2 + 12 sobre Q nunca se 
puede expresar como función racional de raíces cuadradas, de raíces cuadradas de funcio
nes racionales de raíces cuadradas y así sucesivamente, de elementos de Q.
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38.10 Sea E un campo de extensión finita de F. Sea D un dominio entero tal que 
F  £  £> £  £. Muéstrese que D es un campo.

38.11 Pruébese en detalle que + y/l) =  Q(^/i, yjí).

38.12 Generalizando el ejercicio 38.11, muéstrese que si N/ a  + ^fb ¥= 0, entonces Q(v'u  +
+ yfb) = Q(y/a, y/b), para todas las a y b en Q [Sugerencia: Calcúlese (y/a + ^/ó)2.]

38.13 Sea E una extensión finita de un campo F y sea p{x)e F[x] irreducible sobre F y de 
grado que no es divisor de [£ : F], Muéstrese que p(x) no tiene ceros en E.
38.14 Sea E un campo de extensión de F. Sea ae E algebraico de grado impar sobre F 
Muéstrese que a2 es algebraico de grado impar sobre F y que /(®) =  F(*2)-

38.15 Muéstrese que si F, E y K son campos con F < E < K, entonces K es algebraico 
sobre F si y sólo si E es algebraico sobre F y K es algebraico sobre E. (No debe suponerse 
que las extensiones son finitas.)

38.16 Sea E un campo de extensión de un campo F. Pruébese que toda a e E que no esté 
en la cerradura algebraica FE de F en E es trascendente sobre FE.
38.17 Sea E un campo de extensión algebraicamente cerrado de un campo F. Muéstrese
que la cerradura algebraica Fe de F en E es algebraicamente cerrada. (Si aplicamos este
ejercicio a C y Q, vemos que el campo de todos los números algebraicos es un campo 
cerrado algebraicamente.)

38.18 Muéstrese que si E es una extensión algebraica de un campo F y contiene todos los 
ceros en F de todo f(x) e F[.x], entonces E es un campo algebraicamente cerrado.

38.19 Muéstrese que ningún campo finito de característica impar es algebraicamente 
cerrado. (En realidad ningún campo finito de característica 2 está algebraicamente cerra
do.) [Sugerencia: Muéstrese, contando, que para dicho campo finito F¡ algún polinomio 
x2 — a, para alguna ae  F, no tiene ceros en F. Véase el ejercicio 35.11.]

38JM Pruébese que, como se aseguró en el texto, la cerradura algebraica de Q  en C no es 
una extensión finita de Q.

*38J1 Dedúzcase que todo campo de extensión finita de R o es R mismo o es isomorfo 
aC .

*38J2 Usese el lema de Zorn para mostrar que todo ideal propio de un anillo R con 
unitario está contenido en algún ideal maximal.
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Construcciones 
geométricas

En este capítulo, hacemos una breve disgresión para dar una aplicación que 
demuestre la fuerza del teorema 38.2. Para un estudio más detallado de construc
ciones geométricas, véase Courant y Robbins [43, capítulo III].

Estamos interesados en los tipos de figuras que pueden construirse con regla 
y compás, en el sentido de la geometría plana euclidiana clásica. Sin duda, el 
lector habrá escuchado que «es imposible trisecar el ángulo». Analizaremos esta y 
otras cuestiones clásicas.

*39.1 NUMEROS CONSTRUIBLES

Imaginemos que hay un solo segmento de recta que definiremos como de longi
tud una unidad. Un número real a. es construible si podemos construir un segmen
to de recta de longitud |oc| en un número linito de pasos, a partir de este segmento 
dado de longitud unitaria, usando una regla y un compás. Recuérdese que con 
regla y compás es posible, entre otras cosas, levantar una perpendicular a una 
recta dada en un punto conocido de la recta y trazar una recta que pase por un 
punto dado y sea paralela a una recta dada. Nuestro primer resultado es el 
siguiente teorema.

Teorema 39.1 Si a. y  fi son números reales construibles, entonces lo son 
a 4- /?, a  — p, <xf¡ y  a//? si /? /  0.

Demostración Por hipótesis, a y /? son construibles, de modo que disponemos de 
segmentos de recta con longitudes |a| y |/?|. Para a, /? >  0, se traza, con la regla, 
un segmento de recta de longitud a. Se inicia en un extremo del segmento original
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de longitud a y se traslada con el compás la longitud /? sobre la recta que 
contiene el segmento de longitud a. Esto construye un segmento de recta de 
longitud a + /?; de manera análoga, a — /? es construible (véase la figura 39.1). Si 
a y /? no son ambos positivos, obviamente hay que dividir en casos, dependiendo 
de sus signos y se muestra que a + /? y a — /? aún son construibles.

■—i—
a + / 3 o-/3

Figura 39.1

En la figura 39.2 se indica la construcción de a/?. Sea OA el segmento de 
recta del punto O al punto A y sea \0A\ la longitud de este segmento de recta. Si 
OA es de longitud |a|, encontrar una recta / que pase por O y no contenga O A. 
Después, localizar los puntos P y B en / tales que O F  es de longitud l y O B  es de 
longitud |/?|. Trazar ~PA y construir /' que pase por B y sea_paralelau 
interseqiKrta' exléñsíoñ de ~T)A en Q. Por triángttfcrs'semenantes, tenemos

w = M ’

de modo que OQ es de longitud |a/S|.
Por último, la figura 39.3 muestra que a/)3 es construible si /  0. Sea (JA de 

longitud [a| y encontrar l que pase por O y no contenga (JA. Después, hallar B y 
P en l tales que OB sea de longitud |)3| y ( J P  sea de longitud l. Trazar EA y 
construir 7' que pase pó? P y séa paráleTá a íO  Tmterseque^ (JA en g . De nuevo, 
por triángulos semejantes, tenemos

PQ\ _  M
i ~ W

de modo que UQ es de longitud |a/^|.

Figura 39.2
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Corolario El conjunto de todos los números reales construibles forma un 
subcampo F del campo de los números reales.

Demostración La demostración de este corolario es inmediata del teore
ma 39.1. ■

Es claro que el campo F  de todos los números reales construibles contiene Q, el 
campo de los números racionales, pues Q es el menor subcampo de R.

De ahora en adelante procederemos en forma analítica. Podemos construir 
cualquier número racional. Si consideramos nuestro segmento dado

0  1

de longitud 1 como la unidad básica sobre el eje x, podemos localizar cualquier 
punto (qly q2) en el plano, con ambas coordenadas racionales. Cualquier otro 
punto en el plano que podamos localizar usando regla y compás, puede hallarse 
en una de las tres maneras siguientes: __

1 como intersección de dos rectas, cada una de las cuales pasa por dos puntos 
~ conocidogcoa coordenadas racionales;  ----------- -

2 como intersección de una recta que pasa por dos puntos con coordenadas 
racionales y tm círculo cuyo centre  tiene coordenadas racionales y el cuadra
do de su radio es racional;

3 como intersección de dos círculos cuyos centros tienen coordenadas raciona
les y los cuadrados de sus radios son racionales.
Las ecuaciones de las rectas y círculos de los tipos discutidos en 1, 2 y 3 son 

de la forma
_. —  — •— — -ax~’t~by~i~ c =■ 0 ________ ,

y
x 2 +  y 2 + dx + ey + f  =  0,

donde a, b ,c ,d ,e  y f  están, todos, en Q. Como en el caso 3, la intersección de dos 
circuios con ecuaciones

x 2 + y2 + d¡x + e ty  +  / i  =  0

y

-v2 + y 2 + d2x  + e2y  + f 2 = 0 

es lo mismo que la intersección del primer círculo, con ecuación 

x 2 + y 2 + diX + ety  +  f x = 0, 

y la recta (la cuerda común), con ecuación

(di -  d2)x + (¿i -  e2)y +  / ,  -  / 2 =  0,
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es claro que el caso 3 se puede reducir al caso 2. Para el caso 1, una solución 
simultánea de dos ecuaciones lineales con coeficientes racionales sólo puede dar 
valores racionales de x  y y, con lo cual no se obtienen puntos nuevos. Sin 
embargo, la búsqueda de una solución simultánea de una ecuación lineal con 
coeficientes racionales y una ecuación cuadrática con coeficientes racionales, 
como en el caso 2, conduce, mediante sustitución, a una ecuación cuadrática. 
Dicha ecuación, resuelta mediante la fórmula cuadrática, puede tener soluciones 
con raíces cuadradas de números que no sean cuadrados en Q.

En el razonamiento anterior, en realidad no se usó Q excepto por los 
axiomas de campo. Si H  es el menor campo que contiene esos números reales 
construidos hasta ahora, el razonamiento muestra que el «nuevo número siguien
te» construido está en un campo H{s/a)  para alguna ae  H, donde a >  0. Hemos 
probado la mitad del siguiente teorema

Teorema 39.2 El campo F  de los números reales construibles, consta, precisa
mente, de todos los números reales que podemos obtener de Q, tomando raíces 
cuadradas de números positivos un número finito de veces y  aplicando un 
número finito de operaciones de campo.

Demostración Hemos mostrado que F  no puede contener más números que 
aquéllos obtenidos de Q, tomando un número finito de raíces cuadradas de 
números positivos y aplicando un número finito de operaciones de campo. Sin 
embargo, si a > 0 es construible, entonces la figura 39.4 muestra que y/a  también 
es construible. Sea O A de longitud a, localícese P en la extensión de ÜA de modo 
que (TF tenga longitud 1. Encuéntrese el punto medio de FA y trácese un 
semicírculo con diámetro FA. Levántese una perpendicular a FA en O que 
interseque al semicírculo en Q. Entonces, los triángulos OPQ y OQA son seme
jantes, de modo que

"" ' m i  m
\OA\ \OQ\ ’

y \OQ\2 =  la =  a. Así, OQ es de longitud y/a. Por tanto, las raíces cuadradas de 
números construibles son construibles.

Figura 39.4
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El teorema 39.1 mostró que las operaciones de campo son posibles por 
construcción. ■ -

Corolario Si y es construible y  y $ Q, entonces existe una sucesión finito 
de números reales a,, . . . ,  a„ = y tal que Q(a,, . . . ,  a,) es una extensión 
de Q(a, , . .  , , c c d e  grado 2. En particular, [Q(y): Q] = 2 ' para algún entero 
r > 0.

Demostración La existencia de las a, se sigue de inmediato del teorema 39.2. 
Entonces, por el teorema 38.2.

2- =  [Q(«1, . . . , « b):Q ]
=  [Q(ai, • • <*„): Q(y)][Q(v): Q 1

lo cual completa la demostración. ■

Esperamos que se comprenda que las ideas anteriores, aunque algo complicadas 
para escribir en detalle, son en realidad muy sencillas.

*39.2 IMPOSIBILIDAD DE CIERTAS 
CONSTRUCCIONES

Podemos demostrar, ahora, la imposibilidad de ciertas construcciones geomé
tricas.

Teorema 9.3 «Es imposible duplicar el cubo», esto es, dado el lado de un 
cubo, no siempre es posible construir con regla y  compás el lado de tm cubo que 
tenga el doble del volumen del cubo original.

Demostración Sea el cubo dado de lado 1 y, por tanto, de volumen 1. El cubo 
buscado debe tener volumen 2 y, por tanto, lado de longitud l / l .  Pero / J l  es un 
cero del irreducible x 3 — 2 sobre Q, de modo que

[Q (7 2 ):Q ] =  3.

El corolario del teorema 39.2 muestra que para doblar este cubo de volumen 1, 
necesitaríamos que para algún entero r, 3 = 2r. Es claro que no existe dicha r. ■

Teorema 39.4 «Es imposible cuadrar el circulo» esto es, dado un círculo, no 
siempre es posible construir con regla y  compás un cuadrado que tenga área 
igual al área del círculo dado.
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Demostración Sea el círculo dado de radio 1 y, por tanto, de área n. Necesitaría
mos construir un cuadrado de lado y/ñ. Pero n es trascendente sobre Q, de 
modo que también v/ir es trascendente sobre Q. ■

Teorema 39.5 «Es imposible trisecar el ángulo», esto es, existe algún ángulo 
que no puede trisecarse con regla y compás.

eos 0

Figura 39.5

Demostración La figura 39.5 indica que el ángulo 0 puede construirse si y sólo si 
puede construirse un segmento de longitud |cos 0|. Ahora bien, el ángulo de 60° 
puede construirse y mostraremos que no puede trisecarse. Nótese que

eos 36 =  eos (26 +  6)
=  eos 26  eos 6 — sen 26  sen 6 
=  (2 eos2 0 — 1) eos 6 — 2 sen 6 eos 6 sen 6 
=  (2 eos2 0 — 1) eos 0 — 2 eos 0(1 — cos20)
=  4 eos3 0 — 3 eos 0.

Sea 0 =  20° de modo que eos 30 =  ^ y sea a =  eos 20°. De nuestra identidad 
4 eos3 0 — 3 eos 0 =  eos 30 vemos que

4a3 -  3a =  f

Así, a es un cero de 8 a 3 — 6x — 1. Este polinomio es irreducible en Q [x], pues, 
por el teorema 31,3, basta mostrar que no se factoriza en Z [jc ] ,  Pero una 
factorización en Z [ a ]  incorporaría un factor lineal de la forma ( 8 a  +  1), (4 a  ±  1), 
(2x +  1) o ( a  +  1). Podemos corroborar con facilidad que ninguno de los núme
ros + | ,  ± \ ,  ± y  y ±  1 es un cero de 8a-3 -  6x — 1. Así,

[Q (a):Q ] =  3,

de modo que, por el corolario del teorema 39.2, a no es construible. Por tanto, 
60° no se puede trisecar. ■
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Nótese que el n-gono regular es construible para n >  3, si y sólo si el ángulo 2njn 
es construible, lo cual es el caso si y sólo si es construible un segm ento de recta de 
longitud eos (2n/n). En el capítulo 48, regresaremos al estudio de la constructibili- 
dad de ciertos n-gonos regulares.

Ejercidos----------------------------------------------------------------------------------------

*39.1 Usando el teorema 39.5, muéstrese que el 9-gono regular no es construible.

*39.2 Muéstrese algebraicamente que es posible construir un ángulo de 30°.

*39 3  Con referencia a la figura 39.6, donde A Q  biseca al ángulo O A P, muéstrese que el 
10-gono regular es construible (y por tanto, que también lo es el pentágono regular). 
[Sugerencia: el triángulo OAP es semejante al triángulo APQ. Muéstrese algebraicamente 
que r es construible.]

1

Figura 39.6

*39.4 Usando los resultados del ejercicio 39.3 donde sea necesario, muéstrese que lo 
siguiente es cierto.

a) El 20-gono regular es construible.
b) El 30-gono regular es construible.
c) El ángulo 12° se puede trisecar.
d) El 15-gono regular se puede construir.

*39.5 ¿Falso o verdadero?

  a) Es imposible doblar, con regla y compás, ningún cubo de arista construible.
  b) Es imposible doblar, con regla y compás, cualquier cubo de arista construible.
  c) Es imposible cuadrar, con regla y compás, ningún circulo de radio construible.
  d) Ningún ángulo construible puede trisecarse con regla y compás.
  e) Todo número construible es de grado 2r sobre Q para algún entero r >  0.
  f) Hemos demostrado que todo número real de grado 2' sobre Q para algún

entero r ^  0, es construible.
  g) El hecho de que Z es un DFU se usó fuertemente en la conclusión de los

teoremas 39.3 y 39.5. ~
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h) Los razonamientos de conteo son herramientas matemáticas muy poderosas.
i) Es posible encontrar cualquier número construible en un número finito de 

pasos, comenzando con un segmento dado de longitud unitaria y usando regla y 
compás.

j) Es posible encontrar la totalidad de todos los números construibles en un 
número finito de pasos, comenzando con un segmento dado de longitud unitaria 
y usando regla y compás.
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Automorfismos 
de campos

40.1. ISOMORFISMOS BASICOS DE LA TEORIA 
DE LOS CAMPOS ALGEBRAICOS

Sea F  un campo y F  una cerradura algebraica de F, esto es, una extensión 
algebraica de F  que sea cerrada algebraicamente. Por el teorema 38.6, existen 
dichos campos F. La selección de una F  particular no es critica, pues, como 
demostraremos en el capítulo 41, cualesquiera dos cerraduras algebraicas de F  
son isomorfas bajo una transformación que deja fijo F. De ahora en adelante, en 
nuestro trabajo, supondremos que todas las extensiones algebraicas y todos los 
elementos algebraicos sobre un campo F  bajo consideración, están contenidos en 
una cerradura algébrica fija  F  de F.

Recuérdese que estamos en el estudio de ceros de polinomios. En la termino
logía del capítulo 38, estudiar ceros de polinomios en F [ x \  significa estudiar la 
estructura de extensiones algebraicas de F  y de elementos algebraicos sobre F. 
Mostraremos que si E  es una extensión algebraica de F c o n  tx, fie  E, entonces a y 
P tienen las mismas propiedades algebraicas si y sólo si irr(a, F)  =  irr(/l, F). 
Reescribiremos este hecho en términos de transformaciones, como lo hemos 
hecho con la teoría de campos. Lograremos esto mostrando la existencia de un 
isomorfismo ij/a f de F(a) sobre F(P)  que transforme a cada elemento de F  sobre 
sí mismo y transforme a en p, en el caso de que irr(a, F)  =  irr(/l, F). El siguiente 
teorema exhibe este isomorfismo i¡ta p. Estos isomorfismos serán nuestras herra
mientas fundamentales para el estudio de extensiones algebraicas; sustituirán a 
los homomorfismos de evaluación <j>x del capítulo 30, que harán su última colabo
ración al definir estos isomorfismos. Por esta razón, nos referiremos al isomorfis
mo tpxji como un isomorfismo básico de la teoría de los campos algebraicos. Antes 
de enunciar y probar este teorema, veamos un poco más de terminología.
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Definición Sea E  una  ex tensión  a lgebraica  de un cam po  F. D os elem entos 
a, /? e E son  conjugados sobre F si irr(a F) = irr( /?, F), es to  es, si a y /> son 
ceros del m ism o po linom io  irreducib le sobre  F.

Ejemplo 40.1 El concep to  de elem entos con jugados, recién definido, concuer
da con la idea clásica de números complejos conjugados si en tendem os que nú
m eros com plejos con jugados significa que son  conjugados sobre R. Si a, b e  H y 
M 0 ,  los núm eros com plejos con jugados a +  bi y a — bi son, am bos, ceros de
x2 — 2ax +  a2 +  b2 que es irreducible en R[.v]. ■

Teorema 40.1 (/somorfismos básicos de la teoría de campos algebraicos)
Sea F un campo y a. y  [i algebraicos sobre F  con grad  (a, F) =  t i .  La  
transformación \¡/x ^:F{a) -* F(P) definida por

(c0 +  cja +  ■ • • +  =  c0 +  c , /?+■•■ +  c„ _,/?"■1

para c¡eF es un isomorfismo de F(a) sobre F(fí) si y sólo si a y p son 
conjugados sobre F.

Demostración Supóngase que i¡/„ ^:F{a) -> F(P), según se definió en el enuncia
do del teorema, es un isomorfismo. Sea irr(a, F) = a0 + a¡x + ■ ■ • + <in.v".
Entonces, a0 + a ,a  + • • • + a„a" = 0 de modo que

(a0 +  a ,a  + ••• + an<x")i¡/a„ =  a0 + a^P +  ■ • • + a„P" = 0.

Por la última afirmación del enunciado del teorema 35.3, esto implica que 
irr(/J, F) divide irr(a, F). Un razonamiento análogo, usando el isomorfismo 
(•/'«./i) 1 =  'Pe,* muestra que irr(a, F) divide irr(/S, F). Por tanto, como ambos 
polinomios son mónicos, irr(a, F) = irr(/S, F), de me Jo que a y  p son conjugados 
sobre F.

En forma recíproca, supóngase que irr(a, F) = in(p, F) = p(x). Entonces, 
los homomorfismos de evaluación <pa-F\_x] -* F(a) y 4>fF[x] -* F(p) tienen, 
ambos, el mismo kernel </>(*)>. Por el teorema 29.3, existe un isomorfismo 
natural tj/a correspondiente a <pa: F[x] -► F(a), que transforma /r(jjc]/< p(jc)> sobre 
(F[x])^>a =  F(a). De manera análoga, (pp da lugar a un isomorfismo <pf que 
transforma fr[x]/</?(x)> sobre F(p). Sea Estas transformacio
nes están diagramadas en la figura 40.1, donde las líneas punteadas indican 
elementos correspondientes bajo las transformaciones. Como composición de dos 
isomorfismos, tps.p es de nuevo un isomorfismo y transforma F(a) sobre F{P). 
Además, para (c0 + cxa + ■ ■ ■ + cB_1an_1) e F(a), tenemos que

(c0 + c,a + • ■ • + cn. 1a.n~1)il/l¡̂  =
= (c0 + Cja + • • • +
= [(e0 + c,x + ■ • • + cn_ 1jJ’_1) + <pix)y]i¡/p
= C0 +  CiP +  • ■ • + Cn-iP" 1.

Asi, es la transformación definida en el enunciado del teorema. ■
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Figura 40.1

El siguiente corolario del teorema 40.1 es la piedra angular de la demostración 
del importante teorema de la extensión del isomorfismo del capítulo 41 y de la 
mayor parte de lo que resta de nuestro trabajo.

Corolario 1 Sea a. algebraico sobre un campo F. Todo isomorfismo \¡/ que 
transforme F(a) en F tal que aip = a para a e F , transforma a sobre un
conjugado P de a sobre F. En forma reciproca, para cada conjugado P de a
sobre F, existe precisamente un isomorfismo \¡i„ f  de F(a) en F que transforma 
a. en P y  transforma cada a e F  en si misma.

Demostración Sea i¡/ un isomorfismo que transforma F(tx) en F tal que ai)/ = a 
para aeF . Sea irr(a, F ) = a0 + alx  + • • • + axx". Entonces,

a0 + a¡a + ■ ■ ■ + a„ a" =  0,

de modo que

0 =  (a0 +  <*!<* +  ' ‘ ' +  ana" )^  =  a0 +  a^ou//) +  ■ ■ • +  an(ot\l/)n,

y p  =  cop es un conjugado de a.
En forma recíproca, para cada conjugado p  de a sobre F, el isomorfismo 

del teorema 40.1, es un isomorfismo con las propiedades deseadas. Que i¡/xfi sea el 
único de dichos isomorfismos, se sigue del hecho de que un isomorfismo de F(a) 
está por completo determinado por sus valores en los elementos de F y su valor 
en a. m

Como segundo corolario del teorema 40.1, podemos probar un resultado que con 
seguridad el lector ya conoce.

Corolario 2 Sea / ( x) e R[jc]. Si f ia  + bí) =  0 para (a + bi) e C, donde 
a, b e R, entonces, también, f ia  — bi) =  0. De manera informal, los ceros 
complejos de polinomios con coeficientes reales se dan en parejas conjugadas.
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Demostración Hemos visto que C = R(i) y que, por supuesto, también C = R( — /). 
Ahora, -

irr(/, R) = irr( — z, R) -  .v2 + l,

de modo que / y —i son conjugados sobre R. Por el teorema 40.1, la transforma
ción _¡:C -*• C dada por (a +  bi)\¡f¡ — a — bi es un isomorfismo. Así, si
para a{ e R,

f(a  +  bi) =  a0 4- ax(a +  bi) +  * * * +  an(a +  bi)n =  0,

entonces

0 =  ( / ( a  +  bi))#,' _ f =  aQ +  a ¿a -  bi) +  +  an(a -  bi)"
=  ñ a  -  bi),

esto es, también f(a  — bi) =  0. a

Ejemplo 40.2 Considérese Q(^/2) sobre Q. Los ceros de irrí^/2, Q) =  jt2 — 2 
son y/2 y —*Jl, de modo que vf í  y — y j l  son conjugados sobre Q. De acuerdo 
con el teorema 40.1, la transformación $ - * •  QÍ^/2) definida por

(|1 +  bs/ 2 ) # j i _ j i  =  a -  b j í  

es un isomorfismo de QÍ-^/2) sobre sí mismo. ■

40.2  AUTOMORFISMOS Y CAMPOS FUOS

Como se ilustró en el corolario y el ejemplo anteriores, un campo puede tener un 
isomorfismo no trivial sobre sí mismo. Dicha transformación será de ia mayor 
importancia en el trabajo que sigue.

Definición Un isomorfismo de un campo sobre si mismo es un automorfis
mo de! campo.

Definición Si a es un isomorfismo de un campo E  en algún campo, enton
ces un elemento a de E  queda fijo bajo a si ao =  a. Una colección S  de 
isomorfismos de E deja fijo un subcampo F de E  si cada a e F  queda fijo bajo 
toda o s  S. Si {<r} deja fijo F, entonces o deja fijo F.

Nuestro propósito es estudiar la estructura de.una extensión algebraica E  de 
un campo F\ mediante el estudio de los automorfismos de E  que dejan fijo a cada
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elemento de F. Mostraremos ahora que estos automorfismos forman un grupo de 
manera natural. Podremos, entonces, aplicar los resultados de la parte I acerca de 
la estructura de grupo para obtener información sobre la estructura de nuestro 
campo de extensión. De esta manera, se conjuntará buena parte del trabajo 
anterior. Los tres teoremas siguientes son fáciles de demostrar, sin embargo, las 
ideas que contienen constituyen la base de todo lo que sigue. Por tanto, estos 
teoremas son de gran importancia. Quizá sean observaciones más que teoremas; 
lo importante son las ideas que contienen. En matemáticas, un gran paso no 
siempre consiste en probar un teorema fuerte, sino que muchas veces radica en 
cómo relacionar ciertas matemáticas conocidas con situaciones nuevas. Aquí 
traemos la teoría de grupos al estudio de ceros de polinomios. El estudiante debe 
asegurarse de comprender los conceptos presentados. Aunque parezca poco pro
bable, son la clave para la solución del objetivo final del texto.

Objetivo fina! (a enunciar de manera precisa más adelante): mostrar que no 
todos los ceros de todo polinomio quintico (de grado 5) /(.v) puede expresarse 
en términos de radicales comenzando con elementos en el campo de coeficientes 
de /(.y).

Si {<Tj | ie  /} es una colección de automorfismos de un campo E, los elemen
tos de E acerca de los cuales {<r, | / e / }  da la menor información, son aquellos 
a e E  que quedan fijos bajo toda a, para i e I. El primero de los tres teoremas 
contiene casi todo lo que puede decidirse acerca de estos elementos fijos de E.

Teorema 40.2 Sea {<x¡ | / e /  } una colección de automorfismos de un campo E. 
Entonces, el conjunto de todos los ae  E que quedan fijos bajo toda o¡ para 
i e I, forma un subcampo de E.

Demostración Si ao¡ — a y  bo¡ = b para todas las i e I, entonces,

(a +  b)it¡ = ao¡ ±  bo¡ — a ±  b
y

(ab)o¡ - (ao¡)(ba¡) = ab

para todas las / e I. Además, si b /  0, entonces

(a/b)o¡ =  (a o fib o j = a¡b

para todas las i e I. Como los o¡ son automorfismos, tenemos

Oa, = 0 y la, =  1

para todas las ie  I. De aquí, 0, 1 e E,aii. Así, £<„.} es un subcampo de E. m

Definición El campo E<„ ,¡ del teorema 40.2 es el campo fijo de {a¡ | i e l} .
Para un solo automorfismo a, nos referiremos a E\„ ¡ como el campo fijo de o.
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Ejemplo 40.3 Considérese el automorfismo 2, -  2 de Q(v ' 2) dado en el ejem
plo 40.2. Para a, be  Q tenemos .

(a + 2. - v 2 = a — b j 2

y a  — b j l  = a + b ^ í l  si y sólo si b = 0. Así, el campo fijo de \¡i 2 - s : es Q ■

Nótese que un automorfismo de un campo £  es, en particular, una transforma
ción uno a uno de E sobre E, esto es, una permutación de E. Si a y t son 
automorfismos de £, entonces la permutación <tt es, de nuevo, un automorfismo 
de £, puesto que, en general, la composición de homomorfismos es un homomor
fismo. Es así como hace su entrada la teoría de grupos.

Teorema 40.3 El conjunto de todos los automorfismos de un campo E es un 
grupo bajo la composición de funciones.

Demostración La multiplicación de automorfismos de E se define por la compo
sición de funciones y, por tanto, es asociativa (es multiplicación de permutacionesI. 
La permutación idéntica /:£  -* E dada por olí = a para a e £  es obviamente, un 
automorfismo de £. Si o es un automorfismo, entonces la permutación o ' 1. 
obviamente, también es un automorfismo. Así, todos los automorfismos de £  
forman un subgrupo de SE, el grupo de todas las permutaciones de £  dado por el 
teorema 4.1. ■

Teorema 40.4 Sea E un campo y sea F un subcampo de E. Entonces, el 
conjunto G(E/F) de todos los automorfismos de E que dejan fijo F forma un 
subgrupo del grupo de todos los automorfismos de E. Más aún, F < £Cl£ Ft.

Demostración Para a, r e  G(E/F) y a e  F, tenemos

ü((jt) (ao)x = ar = a,

de modo que oreG(E/F). Es claro que el automorfismo identidad i está en 
G(EjF). Además, si aa — a para a e  F, entonces a =  a o ~ \  de modo que 
aeG (E/F) implica que o~ l eG(E/F). Así, G(E/F) es un subgrupo del grupo de 
todos los automorfismos de £.

Como todo elemento de £  queda fijo por todo elemento de G(E/F), se sigue 
de inmediato que el campo £ C(E/F) de todos los elementos de £  que quedan fijos 
bajo G(E/F) contienen F. ■

Definición El grupo G(E/F) del teorema anterior es el grupo de automorfis- 
mos de E que dejan fijo F, o, brevemente, el grupo de E sobre F.

No hay que pensar que £ /£  denota algún tipo de espacio cociente, sino que 
significa que £  es el campo de extensión de algún campo £.
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Las ideas contenidas en los tres teoremas anteriores se ilustran en el ejemplo 
siguiente. Pedimos se estudie con cuidado este ejemplo.

Ejemplo 40.4 Considérese el campo Qf-72» 7^)- Si consideramos Q (^/2, y fl)  
como (Q fT ^ K T 2)» el isomorfismo básico i j / ^  _ ^ 2 del teorema 40.1, definido 
por

(a + b ^ i f / y x _ j - 2 =  a -  b^J l

para a, b e  Qf^/3) es un automorfismo de Q fT 2, 7 3 )  que tiene Q (73) come? 
campo fijo. En forma análoga, tenemos el automorfismo ij/jj _ de Q fT 2» 7 -^  
que tiene como campo fijo Q fT 2). Como el producto de dos automorfismos eS 
un automorfismo, podemos considerar ty jx  -J i 'l 'J i  - J i ,  el cual mueve tanto a 
v/2  como a 7 3 ,  esto es, no deja fijo ninguno de los dos números. Sea

i = automorfismo identidad,

<*1 =

=  'Pj í . - j í  y ,

El grupo de todos los automorfismos de Q fT 2» 7 ^ )  tiene, por el teorema 
40.2, un campo fijo. Este campo fijo debe contener Q puesto que todo automor
fismo de un campo deja fijo al 1 y, por tanto, al subcampo primo. Una base para
QfT2» 7^) sobre Q es I1» T^’ \ A  \ / 6}- c <>mo 7 2 ^ 1  = “ 7 2 , 76*1 = - 7 6
y 73*2  =  ~ 73» vemos que Q es precisamente el campo fijo de {/, ox, o2, <r3}. Se 
ve con facilidad que G = {/, al, <r2, <r3} es un grupo bajo la multiplicación de 
automorfismos (composición de funciones). La tabla de grupo para G se da en la 
tabla 40.1. Por ejemplo,

* 1 * 3  =  </V2, - J i  W j i  - J i ' l 'J i .  - J i )  =  '¡'Ji, — J i  = *2- 1

Tabla 40.1
l <*l 02 <*3

( l <*1 ° 2 <*3

<*l <*1 ( 02

<*2 ° 2 <*3 l <*1

<*3 <*3 <*2 <*1 l

El grupo G es isomorfo al 4-grupo de Klein. Podemos mostrar que G es exacta
mente el grupo (/(Q fT 2, 73)/Q)> P ues, por el corolario l del teorema 40.1, todo
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automorfismo r de Q(y/2, y /í)  transforma y f l  sobre alguno de ± y / l .  De 
manera análoga, r transforma y/3  sobre alguno de ± y / i .  Pero como {1, 
y/3, y/2y/3}  es una base para Q(y/2, y/3) sobre Q, un automorfismo de’Q i^/l, 
y/3) que deje fijo Q está determinado por sus valores en y / í  y y/3. Es claro que /, 
(Ti, a2 y o3 dan, entonces, todas las posibles combinaciones de los valores en y / í  
y \ A  y, por tanto, son todos los automorfismos posibles de Q (,/2 , y/3).

Nótese que G(Q(y/í, y/3)/Q) tiene orden 4, y que [Q(N/2 , : Q] = 4 . Esto
no es un accidente, sino un ejemplo de una situación bastante general, como lo 
veremos más adelante. ■

40.3 EL AUTOMORFISMO DE FROBENIUS

Sea F un campo finito. Mostraremos más adelante que el grupo de todos los 
automorfismos de F  es cíclico. Por definición, un grupo cíclico tiene un elemento 
generador y puede tener varios elementos generadores. Para un grupo cíclico 
abstracto no hay manera de decir que un generador es más importante que 
cualquier otro. Sin embargo, para el grupo cíclico de todos los automorfismos de 
un campo finito, existe un generador canónico (natural), el automorfismo de 
Frobenius (clásicamente, la sustitución de Frobenius). Este hecho es de importan
cia considerable en parte del trabajo avanzado de álgebra. El siguiente teorema 
exhibe este automorfismo de Frobenius.

Teorema 40.5 Sea F un campo finito de característica p. Entonces, la trans
formación op:F -* F definida por aop = a” para a s  Fes un automorfismo, el 
automorfismo de Frobenius de F. Además, Fí¡a¿ 2; Zp.

Demostración Sea a ,b s F .  Aplicando el teorema del binomio (a + b)p, tenemos

(a + bY = ap +  (p l)ap~íb + ^—— • l^ a p-2¿>2 +

+ ■•• +  (/>■ 1 )ab1’- 1 + b”
= a” + 0ap~lb + 0ap~2b2 + ••• +  0abp~l + bp
= ap + bp.

Tenemos, así,

(a +  b)op =  (a + b)p = ap + bp = aap + bop.

Por supuesto,

'  (ab)op = (a b f  = apb” =  (a<rp)(bop),
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de m odo que op es al menos un homomorfismo. Si aap = 0, entonces a” =  0 y 
a = 0 de m anera que el kemel de op es {0} y op es una transform ación isomorfa. 
Por último, como F  es finito, contando, ap es sobre. Así, op es un autom orfism o 
de F.

El cam po prim o Z p debe estar contenido (salvo isomorfismo) en F, puesto 
que F es de característica p. P o r el teorem a de Ferm at, para c e  Z p, tenemos 
cap =  cp = c (véase el corolario  del teorem a 24.6). Así, el polinom io x p — x  
tiene p ceros en F, a saber, los elem entos de Z p. Por el corolario  2 del teorem a
31.1, un polinom io de grado n sobre un cam po, puede tener a  lo más n ceros en el 
campo. C om o los elementos fijos bajo op son precisamente los ceros en F de 
x p — x  vemos que

Z p =  ■

Incluso en los prim eros años de universidad, hay estudiantes que com eten el error 
de decir que (a + b)n =  cT +  b". Vemos, aquí, que esta exponenciación estudiantil 
(a +  by  =  ap +  bp con exponente p es válida, en realidad, en un cam po F  de 
característica p.

Ejercidos----------------------------------------------------------------------------------------

40.1 Encuéntrense todos los conjugados de cada uno de los números dados sobre los 
campos dados.

a) y /l  sobre Q b) y /l  sobre R
c) 3 + y /l  sobre Q d) y fl  — y /l  sobre Q
e) y /l  +  i sobre Q f) y /l  +  i sobre R
g) V 1 + y/2 sobre Q h) J \  +  y fl  sobre QÍ^/2)

40.2 Considérese el campo E =  Q(y/Í, y /l. /$)■ En la notación del teorema 4 0 .1 ,  

tenemos los siguientes isomorfismos básicos (que son aquí los automorfismos de E):

^y/Z -yfl 

ty/S. -y/S

(Q(>A -  (Q(>/3, y/5))(-y/2),

{Qís/2, y/SfHy/3) -  (Q(v/2, y/sru -y/i), 
( Q ( j í  > « (7 5 )  -  (0(72, v/3))(-/5).

Como notación breve, sea t 2 =  ip j z - J x  Ta =  lA f z  - f i  y t 5 =  i// j y  _y5. Calcúlese lo 
siguiente:

a) y /lz2 b) (y/l + y/5)Z2

c) (y/l + 3^ ( 1213) d) — ^ ^ (T jT ,)
2 ^ 3  -  y /l

e) (y/i +  o Q-v/2 -  yfifrs  +  y 3 0 (TsT2)]T3

403 Los campos Q(y/Í) y Q(3 + y/i) son los mismos, desde luego. Sea a = 3 + y/i.
a) Encuéntrese un conjugado /? ^  a de a sobre Q.
b) Con respecto a a), compárese el automorfismo básico ip Jz  - 2 de Q(>/2) con el 

automorfismo básico ip, f .
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40.5 Con respecto al ejercicio 40.2, encuéntrese el campo fijo de cada uno de los siguien
tes automorfismos o conjuntos de automorfismos de E.

f40.6 Sea i  algebraico de grado n sobre F. Muéstrese, del corolario 1 del teorema 40.1, 
que hay a lo más n isomorfismos diferentes de £(at) en F.

40.7 ¿Falso o verdadero?

—  a) Para todas las a, (i e E hay siempre un automorfismo de E que transforma a 
sobre ¡i.

  b) Para x, ¡i algebraicos sobre un campo £, hay siempre un isomorfismo de Fh)
sobre F(¡i).

  c) Para a, ¡l algebraicos y conjugados sobre un campo F, hay siempre un isomorfis
mo de F(y.) sobre F{ /().

  d) Todo automorfismo de todo campo deja fijo a todo elemento del subcampo
primo de E.

  e) Todo automorfismo de todo campo E deja fijo a un número infinito de elemen
tos de E.

  0 Todo automorfismo de todo campo £  deja fijo al menos dos elementos de E.
  g) Todo automorfismo de todo campo £  de característica 0, deja fijo un número

infinito de elementos de £.
  h) Todos los automorfismos de un campo £  forman grupo bajo la composición de

funciones.
  i) El conjunto de todos los elementos de un campo £  que queda fijo bajo un solo

automorfismo de £, forma un subcampo de E.
  j) Para los campos F < E < K, G(K/E) <  G(K/F).

40.8 Refiérase al ejercicio 40.2 para lo siguiente:

a) Muéstrese que cada uno de los automorfismos t 2, r 3 y t 5 es de orden 2 en G(E¡Q). 
(Recuérdese lo que significa el orden de un elemento de un grupo.)

b) Encuéntrese el subgrupo H de G(E/Q) generado por los elementos t 2, t 3 y x¡ y dése la 
tabla del grupo. [Sugerencia: hay ocho elementos.]

c) Asi como se hizo en el ejemplo 40.4, pruébese que el grupo H de b) es exactamente el 
grupo G(£/Q).

40.9 Describase el valor del automorfismo de Frobenius <r2 en cada elemento del campo 
finito de los cuatro elementos dados en el ejercicio 35.9. Encuéntrese el campo fijo de a2.
40.10 Descríbase el valor del automorfismo de Frobenius <r3 en cada elemento del campo 
finito de los nueve elementos dados en el ejercicio 35.7. Encuéntrese el elemento fijo de

40.11 Sea F un campo de característica p 0. Dése un ejemplo para mostrar que la 
transformación ap.F -t Edada por aap =  ap para ae F no necesita ser un automorfismo 
en el caso de que £  sea infinito. ¿Dónde puede haber dificultades?

a) t3 
d) t2t5

b) 11 
e) t 2t 3t 5

c) ¡t2, t3}
0 ¡t2, t 3, t 5}
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40.12 Sea F (a ,, . . . ,  a„) un campo de extensión de F. Muéstrese que cualquier automorH
fismo a de F (a, a„) que deje lijo a Festá por completo determinado por los n valores
de ot¡a. '

40.13 Sea E una extensión algebraica de un campo F y sea cr un automorfismo de E que 
deja fijo a F. Sea ote E. Muéstrese que <r induce una permutación del conjunto de todos los 
ceros de irr(a, F) que están en E.
40.14 Sea E una extensión algebraica de un campo F. Sea S = {<r¡ | ie  /} una colección 
de automorfismos de F, tal que toda a¡ deja lijo cada elemento de F. Muéstrese que si V 
genera el subgrupo H de G(F/F), entonces Es = E„.
40.15 Vimos en el corolario del teorema 31.4, que el polinomio ciclotómico

xp — 1
0.(.v) =  -------   =  xp + xp l  + ■ ■ ■ + x + 1x — 1

es irreducible sobre Q para todo primo p. Sea £ un cero de O^.v), considérese el campo
Q(0-
a) Muéstrese que £, £2, . . £p~ 1 son ceros distintos de d>p(.xr) y concluyase que son todos 

los ceros de O^.v).
b) Dedúzcase, del corolario 1 del teorema 40.1 y la parte a) de este ejercicio, que 

<7(Q(Í)/Q) es abeliano de orden p — 1.
c) Muéstrese que el campo lijo de G(Q(Í)/Q) es Q. [Sugerencia: muéstrese que

K, Ca C""1}

es una base para Q(£) sobre Q y considérese las combinaciones lineales de £, £2, . ..,
íp"1 quedan fijas bajo todos los elementos de G(Q(0/Q)-]

40.16 En el teorema 40.1 se describieron los isomorfismos básicos para el caso donde a y 
p fueran elementos conjugados algebraicos sobre F. ¿Existe algún isomorfismo semejante 
de /•’(cx) con F(p) en el caso en que a y P sean ambos trascendentes sobre F?

40.17 Sea F  un campo y x una indeterminada sobre F. Determínense todos los automor- 
fismos de F(.v) que dejan fijo F  describiendo sus valores en x.

40.18 Pruébese la siguiente sucesión de teoremas.

a) Un automorfismo de un campo E lleva a los elementos que son cuadrados de 
elementos en E sobre los elementos que son cuadrados de los elementos de E.

b) Un automorfismo del campo R de los números reales lleva números positivos sobre 
números positivos.

c) Si a es un automorfismo de R y a < b, donde a, be  R, entonces aa < ba.
d) Un automorfismo de R está por completo determinado por sus valores en elementos

de Q.
e) El único automorfismo de R es el automorfismo identidad.
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El teorema 
de extensión 

de isomorfismos

41.1  EL TEOREMA DE EXTENSION

Continuemos el estudio de los automorfismos de campos. En este capitulo y en el 
siguiente, nos ocuparemos tanto de la existencia como del número de automorfis
mos de un campo E.

Supongamos que E  es una extensión algebraica de F  y que queremos encon
trar algunos automorfismos de E. Sabemos, del teorema 40.1, que si a, j? e E  son 
conjugados sobre F, entonces existe un isomorfismo f  de F(a) sobre F(f}). Es 
claro que o t,fieE  implica que F(a) < E  y F(P) < E. Es natural preguntarse si el 
dominio de definición de se puede extender de F(a) a un campo más grande, 
quizás a todo E, y en qué caso ello conduce a un automorfismo de E. En la figura
41.1 se muestra un diagrama de transformaciones de esta situación. En lugar de 
hablar de «extender el dominio de definición de se acostumbra hablar de 
«extender la transformación a una transformación t» que sea una transforma
ción de todo E.

Recuérdese que siempre suponemos que todas las extensiones algebraicas de 
F  consideradas están contenidas en una cerradura algebraica F  de F. El teorema 
de la extensión del isomorfismo muestra que, en efecto, la transformación f  
siempre puede extenderse a un isomorfismo de E  en F . En qué caso esta extensión 
resulta un automorfismo de E, esto es, transforma a E  sobre sí mismo, es una 
cuestión que trataremos en el capítulo 42. Así, este teorema de extensión, junto 
con nuestros isomorfismos básicos garantizará la existencia de multitud de 
transformaciones isomorfas, al menos para muchos campos. Bien puede ser que 
este teorema sea el único teorema de extensión que se haya visto. Dichos teore
mas son muy importantes en matemáticas, particularmente en situaciones alge
braicas y topológicas.



380 EL TEOREMA DE EXTENSION DE ISOMORFISMOS

F  F '

■> r =  ?
E ------------------------- :--------------------------  E E  ► Er

F (a) ----------------- — ------------------  Fifi) F ------------------------ 2 -----------------------► F '

Figura 41.1 Figura 41.2

Veamos de manera más general esta situación. Supóngase que £  es una 
extensión algebraica de un campo F  y que tenemos un isomorfismo a de F  sobre 
un campo F’. Sea F ’ una cerradura algebraica de £ '. Nos gustaría extender a a 
un isomorfismo i  de E  en F'. Se muestra esta situación en la figura 41.2. De 
manera intuitiva, tomamos a e E  pero no en F y tratamos de extender a a F(a). Si

p(x) =  irr(a, F) -  a0 + a{x  + ■■■ + a„jc",

sea P un cero en F ‘ de

q(x) =  a0a + (ala)x + •■■ + (ano)x".

Aquí, q(x) e  £'[*]■ Como a es un isomorfismo, es claro que q(x) es irreducible en 
£'[*]■ También es bastante claro que F(a) puede transformarse isomórficamente 
sobre £'(/?)> mediante una transformación que extiende a  y transforma a sobre /?. 
(Esto no es realmente el teorema 40.1, pero está cerca; unos cuantos elementos 
han cambiado de nombre bajo el isomorfismo a.) Si F(a) =  £, hemos terminado. 
Si F(a) E, debemos encontrar otro elemento en E  que no esté en F(a) y 
continuar el procesó. Es una situación muy parecida a la construcción de una 
cerradura algebraica F  de un campo F. De nuevo la dificultad es que, en general, 
cuando £  no es una extensión finita, el proceso puede repetirse un número 
infinito (quizá grande) de veces, de manera que necesitamos el lema de Zorn para 
manejar la situación. Por esta razón, damos la demostración general del teorema
41.1 en un párrafo con asterisco, al final de este capítulo.

Teorema 41.1 (Teorema de la extensión de isomorfismos) Sea E  una exten
sión algebraica de un campo F. Sea o un isomorfismo de F sobre un campo £'. 
Sea £ ' una cerradura algebraica de £ '. Entonces, o se puede extender a un 
isomorfismo x de E en £ ' tal que ax = ao para todas las a e  F.

Damos como corolario la existencia de una extensión de uno de nuestros 
isomorfismos básicos como se discutió al principio de esta sección.
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Corolario 1 Si E < F es una extensión algebraica de F, y x, (! e E son 
conjugadas sobre F, entonces el isomorfismo básico tpxl¡:F(x) -+ F(f{) dado por 
el teorema 40.1 puede extenderse a un isomorfismo de E en F.

Demostración La demostración de este corolario se sigue de inmediato del 
teorema 41.1, si en el enunciado del teorema reemplazamos F  por f(a), F' por 
F( /?) y F' por F. ■

Como otro corolario podemos demostrar, como lo prometimos, que una cerradu
ra algebraica de F  es única, salvo un isomorfismo que deje fijo F.

Corolario 2 Sean F y F' dos cerraduras algebraicas de F. Entonces, F es 
isomorfo a F' bajo un isomorfismo que deja fijo cada elemento de F.

Demostración Por el teorema 41.1, el isomorfismo identidad de F  sobre F  puede 
extenderse a un isomorfismo z que transforme a F en F \  dejando fijo F (véase la 
figura 41.3). Sólo necesitamos mostrar que t  es sobre F'. Pero, por el teorema
41.1, la transformación z~ l :Fz -*■ F puede extenderse a un isomorfismo de F' en 
F. Como t  ~1 ya es sobre F, debemos tener Fz =  F'. m

Figura 41.3

41.2 INDICE DE UN CAMPO DE EXTENSION

Una vez discutida la cuestión de existencia, pasamos a la cuestión de cuántos. 
Nos gustaría contar los isomorfismos que hay de E  en F  que dejen fijo F, para 
una extensión finita E  de un campo F. Mostraremos que hay sólo un número 
finito de dichos isomorfismos. Como todo automorfismo en G{E/F) es uno de 
dichos isomorfismos, al contar estos isomorfismos se incluirán todos los auto
morfismos. El ejemplo 40.4 mostró que G(Q(v/2, ^/3)/Q) tiene cuatro elementos 
y que 4 =  [Qf^/2, ^ / í ) : Q], Mientras que esta igualdad no siempre es cierta, sí es 
cierta en un caso muy importante. El siguiente teorema es el primer gran paso 
para probarlo. Enunciamos el teorema en términos más generales de lo requeri
do, pero no por ello se dificulta más la demostración.
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Teorema 41.2 Sea E una extensión finita de un campo F. Sea a un isomorfis- 
mo de F sobre un campo F' r sea F' una cerradura algebraica de F'. Entonces, 
el número de extensiones de a a un isomorfismo t  de E en F' es finito s 
independiente de F \ F' y a. Esto es, este número de extensiones está completa 
mente determinado por los dos campos E y F; es intrínseco a ellos.

Demostración El diagrama de la figura 41.4 puede ayudarles a seguir la cons 
trucción que haremos. El diagrama se construye de la siguiente manera.

E x t i e n d e  a, 'a 2

Figura 41.4

Considérense dos isomorfismos

•F'.,

(arj=ari\)

sobre sobre
o2:F — » f 2\

donde F[ y F2 son cerraduras algebraicas de y F2, respectivamente. Ahora, 
a \  lo2 es un isomorfismo4de F[ sobre F2. Entonces, por el teorema 41.1 y Su 
segundo corolario, existe un isomorfismo

_  sobre _
X:F; — > F¡

sobre
que extiende este isomorfismo <r, xa2.F[ — ► F2. Con referencia a la figura 41.4, 
por cada z v\E -+ F¡ que extiende <7,, se obtiene un isomorfismo t 2:E -» F2, 
comenzando en £  y de ahi, primero a la izquierda, después hacia arriba y después 
a la derecha. En términos algebraicos,

a t2 =  atjA

para a e E. Es claro que i 2 extiende <r2. El hecho de que podríamos haber 
comenzado con t 2 y recobrado t ,  definiendo

<xxl = ax2X \
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esto es, dando la vuelta por el otro lado del diagrama, muestra que la correspon
dencia entre t , : £  -» F[ y t 2 : £  -* es uno a uno. En vista de esta corresponden
cia uno a uno, el número de t que extiende a a es independiente de F', F' y o.

Que el número de transformaciones a es finita, se sigue del hecho de que 
como £  es una extensión finita de £, por el teorema 38.3 £  5 = £ (a t, . . . ,  i n) para 
algunos a,, . . . ,  a„ en £. Hay sólo un número finito de candidatos posibles para 
las imágenes i  en £ ', pues si

irr(a„ £) = ai0 + anx  + • • • + aintix m\

donde aik e  F, entonces oc.t debe ser uno de los ceros en £ ' de

[a .o ff +  (an o)x +  • • • +  (aimia)xm¡̂  e £ ' [ > ] .  ■

Definición Sea £  una extensión finita de un campo £. El número de iso- 
morfismos de £  en £  que dejan fijo £  es el índice {£: £} de E sobre F.

C o ro la rio  Si F < E < K donde K esun campo de extensión finita del campo 
F, entonces {K : F} =  { £ :£ } { £ :£ } .

Demostración Del teorema 41.2, se sigue que cada uno de los {£: £} isomorfis- 
mos t ,:£  -* £que dejan fijo £tiene {K: £} extensiones a un isomorfismo de K en
F. ■

El corolario anterior era, en realidad, la cuestión importante que buscábamos. 
Nótese que cuenta algo. Nunca hay que subestimar un resultado que cuente algo, 
aunque se llame «corolario».

En el capitulo 43 mostraremos que a menos de que £  sea un campo infinito 
de característica p #  0, siempre tendremos [£ :  £ ]  = {£: £} para todo campo de 
extensión finita de £. Para el caso £  =  £(a), las {E(a):£} extensiones de la 
transformación identidad r.F - *  F a transformaciones de £(a) en F  están dadas 
por los ¡somorfismos básicos para cada conjugado fi en F  de a sobre F. Así, 
si irr(a, £) tiene n ceros distintos en F , tenemos {£: £} = n. Mostraremos más 
adelante que a menos de que £sea infinito y de característica p ^  0, el número de 
ceros distintos de irr(a, F) es grad(a, £) =  [£ (a): £].

Ejemplo 41.1 Considérese £  = QÍ^/2, ^/3) sobre Q, como en el ejemplo 40.4. 
Nuestro trabajo en el ejemplo 40.4 muestra que {£:Q} =  [£ :  Q] =  4. Además, 
{£: Q(n/2)} =  2 y {Q(V2):Q} =  2, de modo que

4 =  {£: Q) =  {£:Q(V2)}{Q(V2):Q } =  (2)(2).

Esto ilustra el corolario del teorema 41.2. ■
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*41.3 DEMOSTRACION DEL TEOREMA . 
DE EXTENSION

Rccnunciemos el teorema de extensión.

Teorema 41.1 ( Teorema de la extensión de! isomorfismo) Sea E una exten
sión algebraica de un campo F. Sea o un isomorfismo de F sobre un campo F '. 
Sea F' una cerradura algebraica de F '. Entonces, o puede extenderse a un 
isomorfismo r de E en F' tal que ax = aa para a € F.

Demostración Considérense todos los pares (L , /.) donde L es un campo tal que 
F < L < E  y /  es un isomorfismo de L en F' tal que a). = aa para aeF . 
El conjunto 5  de dichos pares (L, /)  es no vacío, pues (F, a) es uno de ellos. 
Defínase un orden parcial en S  mediante (Lu / , )  < (L2, X2) si L¡ < L2 y aX2 = 
=  aXx para a e L t. Se verifica fácilmente que esta relación <  da un orden parcial 
de S.

Sea T = {(//,, /,) | / e /} una cadena de S. Afirmamos que H  =  ( J ¡€/ H¡ es un 
subcampo de E. Sea a, b e H  donde a e H t y b e H 2, entonces, H j <, H 2 o 
H2 < puesto que T es una cadena. Si, digamos, H x <, H2, entonces, a, b e H 2 
de modo que a ±  b,ab  y ajb para b 0 están en H2 y, por tanto, en H. Como 
para cada / e /, F c  //. c  £, tenemos F £  H  £  E. Así, H  es un subcampo de E.

Defínase k:H -* F' como sigue. Sea c e H. Entonces, c e H¡ para alguna 
i e I  y sea

c á  =  CÁ¡.

La transformación X está bien definida, porque si c e H 1 y c e H 2, entonces, 
(H i, ¿i) < (H2, X2) o (H2, X2) < (f/j, /,) , pues T es una cadena. En ambos 
casos, cXi =  cX2. Afirmamos que X es un isomorfismo de H  en F'. Si a, b e H, 
entonces existe algún H¡ tal que a, b e H¡, y

(a + b)X = (a + b)X¡ = aX¡ + bX¡ =  aX + bX.

En forma análoga,

(ab)X =  {ab)X¡ = [aXfibXp =  (aX){bX).

Si aX — 0, entonces a e H¡ para algún i implica que aX¡ = 0, de modo que a — 0. 
Por tanto, X es un isomorfismo. Así, (H, X) e S, y es claro, por nuestras definicio
nes de H  y X, que (H, X) es una cota superior para T.

Hemos mostrado que toda cadena de S  tiene una cota superior en S, de 
modo que se satisfacen las hipótesis del lema de Zorn. Por tanto, existe un 
elemento maximal (K, x) de S. Sea Kx = K' donde K' < F‘. Ahora, si K ¥= E, sea
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x e E, poro x £ K. Ahora, x es algebraico sobre F, de modo que x es algebraico 
sobre K. Además, sea p(x) = irr(a. K). Sea tp, el isomorfismo canónico .

^,:A'[.v]/</»(-v)> -» K(x),

correspondiente al homomorfismo básico </>.,:A[.v] -> A'(a). Si

p{. v) = í/0 + u | .y + ••• + a„x",
considérese

q(x) = a0x + (o, z)x + ••• + (a„t).v"

en A"[.v]. Es obvio que como r es un isomorfismo, q(x) es irreducible en A'[v]- 
Como K' < F\  existe un cero x de q(x) en F'. Sea

^•:A '[.v]/<9(-v)> -*

el isomorfismo análogo a tpx. Por último, sea

í:tf[.Y]/<rt.v)> -  *'[*]/<*(*)>

el isomorfismo obvio que extiende x en K y transforma x  + <p(x)> sobre 
,v + <<7(.v)>. (Véase la figura 41.5.) Entonces, la composición de transformaciones

-  K\x')

es un isomorfismo de K{x) en F'. Es claro que (K, x) < (K(x), (\px) ~1 xtpx.), lo cual 
contradice que (K, x) es maximal. Por tanto, debemos tener K  = £. ■

K(a)  - ------ —  K[x]/(p(x))------------------ - ■  "■ K '[x]/(q(x))   ► * ' ( « ' )
7 =  7  *7/7'

Figura 41.5

Desafortunadamente, es probable que consideren complicada sin remedio esta 
demostración. Para los algebristas profesionales, esta construcción es tan común 
que, por lo general, sólo escribirían algo así como «la demostración se sigue del 
lema de Zorn» apenas hubieran definido el orden parcial < en el conjunto S. 
Escribimos la demostración con todo detalle, pues quizá sea la segunda demos
tración que el lector vea donde se usa el lema de Zorn. ~



386 EL TEOREMA DE EXTENSION DE ISOMORFISMOS

Ejercidos------------------------------------------------------------------------ i—
41.1 Sea E = Q(^/2, ^/3, ^/5). Para cada transformación isomorfa del subcampo de E 
dado a continuación, obténganse todas las extensiones de la transformación a una trans
formación isomorfa de E en Q. Descríbanse las extensiones dando valores en el conjunto 
generador {v/2, N/3, ,/5}  para E sobre Q.

a) i:Q(y/2, y/Í5) -  <2(^2, y/ÍS), donde i es la transformación idéntica
b) e ifU y /i y/ÍS) -  <2(^2, y/ÍS), donde yfla  = y/2 y y/Tla = - y í 5

c) -yjó:Q(>/3Ó) -  Q(>/3Ó)
41.2 Es un hecho que se puede verificar elevando al cubo, el que los ceros de a3 — 2 en Q
son

«, -  -  f i - '  +2 ' ^  ,  « , .  y i ~ '  y A
I

donde como siempre, es la raíz cúbica real de 2.

a) Descríbanse todas las extensiones de la transformación identidad de Q a un isomorfis
mos que transforme <2(^2), en Q.

b) Descríbanse todas las extensiones de la transformación idéntica de Q a un isomorfis- 
mo que transforme <2(^2, ^ 3 )  en Q.

c) Descríbanse todas las extensiones del automorfismo 4> yj, _ yj de (2(^3) a un isomor- 
fismo que transforme Q(i, y/l, ^¡2) en Q.

413 Sea a el automorfismo de Q(rc) que transforma n sobre — n.
a) Descríbase el campo fijo de a.
b) Descríbanse todas las extensiones de a a un isomorfismo que transforme el campo 

Qí^/ir) en Q(it).

f41.4 Sea K un campo algebraicamente cerrado. Muéstrese que todo isomorfismo a de K 
en sí mismo, tal que K es algebraico sobre Ka, es un automorfismo de K, esto es, es una 
transformación sobre. [Sugerencia: apliqúese el teorema 41.1 a o ~'.]

41.5 ¿Falso o verdadero?

  a) Sea F(a) cualquier extensión simple de un campo F. Entonces, todo isomorfismo
de F en F tiene una extensión a un isomorfismo de F(a) en F.

  b) Sea F(a) cualquier extensión algebraica simple de un campo F. Entonces, tódo
isomorfismo de F en F tiene una extensión a un isomorfismo de F(a) en F.

  c) Un isomorfismo de F en F tiene el mismo número de extensiones para cada
extensión algebraica simple de F.

  d) Las cerraduras algebraicas de campos isomorfos siempre son isomorfas.
  e) Las cerraduras de campos que no son isomorfos nunca son isomorfas.
  f) Cualquier cerradura algebraica de <2(^/2) es isomorfa a cualquier cerradura

algebraica de Q (,/r7).
  g) El índice de una extensión finita de E sobre un campo F es finito.
  h) El índice se comporta multiplicativamente respecto a torres finitas de extensio

nes finitas de campos. -
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  i) Las observaciones anteriores al enunciado del teorema 41.1 de la sección 41.1
esencialmente constituyen una demostración de este teorema para una extensión 
finita de E sobre F.

  j) El corolario 2 del teorema 41.1 muestra que C es isomorfo a Q.

41.6 Sea E una extensión algebraica de un campo F. Muéstrese que todo isomorfismo de 
E en F que deja fijo F puede extenderse a un automorfismo de F.
41.7 Pruébese que si E es una extensión algebraica de un campo F, entonces dos 
cerraduras algebraicas F y E de F y E, respectivamente, son isomorfas.

41.8 Pruébese que la cerradura algebraica de Q(v/ñ ) en C es isomorfa a cualquier 
cerradura algebraica de Q(.v) donde Q es el campo de números algebraicos y .v es una 
indeterminada.

41.9 Pruébese que si E es una extensión finita de un campo F, entonces { f : / 7} < 
< [ £ :£ ] .  [Sugerencia: las observaciones anteriores al ejemplo 41.1 esencialmente lo 
mostraron, para una extensión algebraica simple F(tx) de F. Usese el hecho de que una 
extensión finita es una torre de extensiones simples, junto con las propiedades multiplicati
vas del índice y del grado.]
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Campos 
de descomposición

Nos interesarán, principalmente, los automorfismos de un campo £  más que las 
meras transformaciones isomorfas de E. Son los automorfismos de un campo los 
que forman grupo. Nos preguntamos si para algún campo de extensión de un 
campo F, toda transformación isomorfa de E  en F  que deje fijo F es, en realidad, 
un automorfismo de E.

Supóngase que E es una extensión algebraica de un campo F. S i a e E y f i e F  
es un conjugado de a sobre F, entonces existe un isomorfismo básico

^ : F ( a )  -  F(fj).

Por el corolario 1 del teorema 41.1, i¡/a p puede extenderse a una transformación 
isomorfa de E  en F. Ahora, si /? £ £, dicha transformación isomorfa de E  no puede 
ser un automorfismo de £. Asi, si una extensión algebraica E de un campo F es tal 
que todas sus transformaciones isomorfas en F que dejan fijo a F son, en realidad, 
automorfismos de E, entonces, para toda a e  E todos los conjugados de a sobre F 
deben estar también en E. Da la impresión de que esta observación se obtiene 
muy fácilmente. Señalemos que se usaron muchos recursos, a saber, la existencia 
de los isomorfismos básicos y el teorema de la extensión del isomorfismo.

Estas ideas sugieren la formulación de la siguiente definición.

Definición Sea F un campo con cerradura algebraica F. Sea {fjx)  | z'e /} 
una colección de polinomios en £[*]. Un campo E < F  es el campo de 
descomposición de \ f ix )  \ i e l }  sobre F  si £  es el menor subcampo de F  que 
contiene a £  y a todos los ceros en F  de cada uno de los fjx )  para i e /. Un 
campo K < F es un campo de descomposición sobre F  si es el campo de 
descomposición de algún conjunto de polinomios en £[*].
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Para un polinomio f(x)  e F[x], a menudo nos referiremos al campo de 
descomposición de {/(*)} sobre Fcomo al campo de descomposición de/(.v) sobre 
F. Es claro que el campo de descomposición de [fj.x)\ i e l ]  sobre Fen F es la 
intersección de todos los subcampos de Fque contienen F  y a  todos los ceros en 
F  para cada f (x)  para i e l .  Así que dicho campo ciertamente sí existe.

Mostremos ahora que los campos de descomposición sobre F  son precisa
mente aquellos campos E < Fcon la propiedad de que todas las transformacio
nes isomorfas de E en F que dejen fijo F, son automorfismos de E. Esto será un 
corolario del siguiente teorema. Una vez más estamos caracterizando un concepto 
en términos de transformaciones. Recuérdese que siempre suponemos que todas 
las extensiones algebraicas de un campo F que se consideran, están en una 
cerradura algebraica fija F de F.

Teorema 42.1 Un campo E, donde F < E < F es un campo de descomposi
ción sobre F si y  sólo si todo automorfismo de F que deje fijo F lleva a E sobre 
sí mismo y  así, induce un automorfismo de E que deja fijo F.

Demostración Sea E un campo de descomposición sobre F en F  de {f{x) | i e /}, 
y sea o un automorfismo de Fque deja fijo F. Sea {a¡ | j e J }  la colección de todos 
los ceros en F d e  los/f.xj para ie  I. Ahora, nuestro trabajo anterior muestra que 
para una x¡ fija, F(x¡) tiene como elementos todas las expresiones de la forma

g(ctj) = a0 + ap¡  + ••• + anj^¡x11~l,

donde n¡ es el grado de irr (Xj, F) y ake F. Considérese el conjunto S de todas las 
sumas finitas de productos finitos de elementos de la forma g(ay) para todas las 
j  e J. El conjunto S  es un subconjunto de E, obviamente cerrado bajo la suma y 
la multiplicación, y que contiene 0, 1 y el inverso aditivo de cada elemento. Cómo 
cada elemento de S está en algún F(xjt, . . . ,  xJr) £  S, vemos que S  también 
contiene el inverso multiplicativo de cada elemento distinto de cero. Así, S  es un 
subcampo de E que contiene todas las <x¡ para j e J .  Por definición de campo de 
descomposición E de {/jx) | i e l } ,  vemos que debemos tener S  — E. Todo este 
trabajo fue sólo para mostrar que {a¡ \ j eJ}  genera E sobre F, en el sentido de 
tomar sumas finitas y productos finitos. Sabiendo esto, vemos de inmediato que 
el valor de a en cualquier elemento de E  está por completo determinado por los 
valores ap. Pero, por el corolario 1 del teorema 40.1, x p  debe ser un cero de 
irrfa^ F). Por el teorema 35.3, irifa^, F) divide aquellas f x )  que cumplen jlx¡) = 0, 
de modo que, también, x p  e E. Asi, a transforma £  en £  de manera isomorfa. 
Sin embargo, lo mismo es cierto para el automorfismo a ~ l de F. Como para 
p e E

P  =  ( P a - l )a ,

vemos que a transforma £  sobre £  y, así, induce un automorfismo de £.
Supóngase, recíprocamente, que todo automorfismo de £  que deje fijo F 

induce un automorfismo de £. Sea g(x) un polinomio irreducible en F[jc] que
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tiene un cero a en E. Si /J es cualquier cero de g(jc) en F, entonces, por el teorema
40.1, hay un isomorfismo básico de F(ot) sobre Fifi) que deja fijo F. Por el 
teorema 41.1, f  puede extenderse a un isomorfismo r de F en F. Pero, entonces,

puede extenderse a un isomorfismo que transforme F  en F. Como la imagen de 
t “  1 ya es todo F, vemos que r  debe ser sobre F, de modo que r  es un automorfis- 
mo de F  que deja fijo F. Entonces, por hipótesis, r induce un automorfismo de E, 
de modo que ar =  f¡ está en E. Hemos mostrado que si g(jr) es un polinomio 
irreducible en f [ x ]  con un cero en E, entonces, todos los ceros de g(x) en F están 
en E. De aqui, si {g*(x)} es el conjunto de todos los polinomios irreducibles en 
E [ j c ]  con al menos un cero en E, entonces E  es el campo de descomposición de 
{&(*)}• ■

Definición Sea E  un campo de extensión de un campo F. Un polinomio 
/(jc) e F[jc] se descom pone en E  si se factoriza en un producto de factores 
lineales en E \x \.

C orolario  1 Si E  <, F  es un campo de descomposición sobre F, entonces todo 
polinomio irreducible en F[x], con al menos un cero en E, se descompon¿ en E.

Demostración Si E  es un campo de descomposición sobre F en F, entonces todo 
automorfismo de F  induce un automorfismo de E. En la segunda mitad de la 
demostración del teorema 42.1, se mostró, precisamente, que E  también es el 
campo de descomposición sobre F del conjunto {g„(x)} de todos los polinomios 
irreducibles en F[jc] que tienen un cero en E. Así, un polinomio irreducible /(jc) 
de F[jc] con algún cero en E, tiene todos sus ceros en F en E. Por tanto, su 
factorización en factores lineales en /[jc ], dada por el teorema 38.5, en realidad 
tiene lugar en ¿T[jc], de modo que /(jc) se descompone en E. ■

Corolario 2 Si E  <, F es un campo de descomposición sobre F, entonces toda 
transformación isomorfa de E  en F  que deje fijo F  es, en realidad, un automor
fismo de E. En particular, si E  es un campo de descomposición de grada finito 
sobre F, entonces

{E:F} = \G(E/F)\.

Demostración Todo isomorfismo a que transforme E  en F y deje fijo F, puede 
extenderse a un automorfismo t  de F , debido al teorema 41.1, junto con el 
argumento que prueba que es sobre de la segunda mitad de la demostración del 
teorema 42.1. Si E  es un campo de descomposición sobre F, entonces, por el 
teorema 4.2.1, t  restringido a E, esto es, a es un automorfismo de E. Así, para un 
campo de descomposición E  sobre F, toda transformación isomorfa de £  en /  
que deje fijo F  es un automorfismo de E.
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La ecuación {E : F } = \G(E/F)\ se sigue, entonces, inmediatamente, para un 
campo de descomposición E  de grado finito sobre F, pues {E: F)  se definió como 
el número de las diferentes transformaciones isomorfas de E  en F que dejan fijo 
F. m

Ejemplo 42.1 Es obvio que Q(y¿2, N/3 ) es el campo de descomposición de

{jc2 — 2, x2 — 3}

sobre Q. En el ejemplo 40.4 se mostró que las transformaciones z, a¡, a2 y <r3 son 
todos los automorfismos de Qf^/2, ^/3) que dejan fijo a Q. (En realidad, como 
todo automorfismo de un campo debe dejar fijo el subcampo primo, vemos que 
estos son los únicos automorfismos de Q (y/l, N/3).) Entonces,

{Q(n/2, 7 3 )  :Q} = |6-(Q(72, 73)/Q )| = 4, 

lo cual ilustra el corolario 2. ■

Deseamos determinar las condiciones bajo las cuales

\G(E/F)\ =  {E'-F} = [ £ :F ]

para extensiones finitas E  de F. Este es nuestro siguiente tema. En la siguiente 
sección mostraremos que esta ecuación siempre vale cuando E  es un campo de 
descomposición sobre un campo F  de característica 0, o cuando F es un campo 
finito. Esta ecuación no es necesariamente cierta cuando F  es un campo infinito 
de característica p  #  0.

Ejemplo 42.2 Sea ^ f í ,  como siempre, la raíz cúbica real de 2. Ahora, x 3 — 2 no 
se descompone en Q(^/2), pues Q (72) <  R, y sólo un cero de x 3 — 2 es real. Así, 
x 3 — 2 se factoriza en (Q(7 2 ))[x] en un factor lineal x  — f / l  y en un factor 
cuadrático irreducible. El campo de descomposición E  de x 3 — 2 sobre Q es, por 
tanto, de grado 2 sobre QíT^)- Entonces,

[£ :Q ]  =  [£ :Q (7 2 )][Q (7 2 ) :Q ]  =  (2)(3) =  6.

Hemos mostrado que el campo de descomposición sobre Q de x 3 — 2 es de 
grado 6 sobre Q.

Elevando al cubo, puede verificarse que

y ^ z l -  -V?
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son los otros ceros de x 3 — 2 en C. Así, el cam po de descom posición E de v3 -  2 
sobre Q  es Q ( ^ 2 ,  f^/3). (Este cam po no es igual a Q ( ^ 2 ,  i, y/3), el cual es de 
grado 12 sobre Q.) Se deja como ejercicio un estudio más am plio de este intere
sante ejemplo (véanse los ejercicios 42.3, 42.8, 42.12 y 42.14). ■

Ejercicios --------------------------------------------------------------------

42.1 Para cada uno de los polinomios dados en Q[.v], encuéntrese el grado sobre Q del 
campo de descomposición sobre Q del polinomio.

a) y2 -l- 3 b) a4 -  I c) (,v2 -  2)(.y2 — 3)
d) .y3 -  3 e) .y3 -  1 0 (x2 -  2)(.v3 -  2)

42.2 Sea f(x) un polinomio en £[.v] de grado n. Sea E < FeI campo de descomposición
de /(.y) sobre F en F. ¿Qué cotas se pueden poner a [£ : £]?

423 Referirse al ejemplo 42.2 para responder las siguientes preguntas.

a) ¿Cuál es el orden de C(Q(^/2)/Q)?

b) ¿Cuál es el orden de C(Q(^2, í'v^VQ)?
c) ¿Cuál es el orden de G(0 (^ 2 , /v/3)/Q(v^))?

42.4 Sea a un cero de .y3 + .y2 + 1 sobre Z2. Muéstrese que .y3 + .y2 + 1 se descom
pone en Z 2(a). [Sugerencia: hay ocho elementos en Z 2(a). Exhíbanse dos ceros más de
.y3 + .y2 + 1, además de a, de entre estos elementos.]

*423 Muéstrese que si una extensión finita E de un campo Fes un campo de descompo
sición sobre £, entonces £  es un campo de descomposición de algún polinomio en £[.y],

42.6 ¿Falso o verdadero?

  a) Sea a, P e E donde E < Fes un campo de descomposición sobre F. Entonces,
existe un automorfismo de £  que deja fijo F y transforma a sobre p si y sólo si 
irr(a,£) = irr(0,£).

  b) R es un campo de descomposición sobre Q.
  c) R es un campo de descomposición sobre R.
  d) C es un campo de descomposición sobre R.
  e) Q(íj es un campo de descomposición sobre Q.
  O Q(n) es un campo de descomposición sobre Qfa2).
  g) Para todo campo de descomposición E sobre £, donde £  < £, toda transforma

ción isomorfa de E en F es un automorfismo de £.
  h) Para todo campo de descomposición E sobre £, donde £  < £, todo isomorfismo

que transforma £  en £  es un automorfismo de E.
  i) Para todo campo de descomposición £  sobre £, donde £  < F, todo isomorfismo

que lleva £  en £  y deja fijo £  es un automorfismo de £.
  j) Toda cerradura algebraica £  de un campo £  es un campo de descomposición

sobre £.

42.7 Muéstrese, mediante un ejemplo, que el corolario 1 del teorema 42.1 no se cumple, si 
se quita la palabra irreducible.
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42.8 a) ¿Es |G (£ /F ) | m u ltip lica tiv o  p a ra  to rre s  fin itas de  ex tensiones finitas, esto  es,

IGW'.'F)! =  |G ( F 'F ) | |G (£ /F ) | p a ra  F <  E <  K  <  F ?

¿ P o r  qué? [Sugerencia:  úsese el ejercicio  42.3.]
b) ¿Es \G(E¡F)\ m u ltip lica tiv o  p a ra  to rres  finitas de  ex tensiones finitas, c ad a  una  de las 

cuales es un c am p o  de  desco m p o sic ió n  so b re  el c am p o  de aba jo ?  ¿ P o r  qué?

42.9 M uéstrese  q u e  si [F : F] =  2. e n to n ces  E  es un  c am p o  de  d escom posic ión  sobre  F.

42.10 M u éstrese  q u e  p a ra  F <  F  <  F, F  es un  c am p o  de  d escom posic ión  sobre  F si y 
só lo  si F  co n tien e  to d o s  los c o n ju g a d o s  so b re  F en  F  de c a d a  u n o  de sus elem entos.

42.11 M uéstrese  q u e  Q (^ /2 )  tiene  só lo  el a u to m o rfism o  id en tid ad .

42.12 C o n  re sp ec to  al e jem plo  42.2, m u éstrese  que

G ( Q ( ^ ,  iV 3 ) /Q ( /V 3 »  *  < Z 3, + > .

4X13 a) Muéstrese que un automorfismo de un campo de descomposición £  sobre Fde 
un polinomio f(x) e F[x] permuta los ceros de f(x) en £.

b) Muéstrese que un automorfismo de un campo de descomposición £  sobre F  de un 
polinomio f(x) e £[*] está por completo determinado por la permutación de los ceros 
de F(.x) en £  dada en a).

c) Muéstrese que si £  es un campo de descomposición sobre F  de un polinomio f(x) e 
e F[.x], entonces G(E/F) puede considerarse, de manera natural, como cierto grupo de 
permutaciones.

4X14 Sea £  el campo de descomposición de .x3 — 2 sobre Q, como en el ejemplo 42.2.

a) ¿Cuál es el orden de G(£/Q)? [Sugerencia: úsese el corolario 2 del teorema 42.2 y el 
corolario del teorema 41.1 aplicado a la torre Q < Q{i^/3) < £.]

b) Muéstrese que G(E/Q) ~  S3, el grupo simétrico en tres letras. [Sugerencia: úsese el 
ejercicio 42.13, junto con a).]

4X15 Muéstrese que para un primo p, el campo de descomposición sobre Q de xp — 1 es 
de grado p — 1 sobre Q. [Sugerencia: remítase al corolario del teorema 31.4.]

4X16 Sean Fy F' dos cerraduras algebraicas de un campo F y sea f(x) e £[*]. Muéstrese 
que el campo de descomposición E  sobre F  de fix)  en F  es isomorfo al campo de 
descomposición £ ' sobre F d e  /(.x) en F'. [Sugerencia: úsese el teorema 41.1.]



Extensiones 
separables

43.1 MULTIPLICIDAD DE LOS CEROS 
DE UN POLINOMIO

Recuérdese que suponemos que todas las extensiones algebraicas de un campo F  
que se consideran, están contenidas en una cerradura algebraica ñja F  de F.

Nuestra siguiente tarea es determinar, para una extensión finita E  de F, bajo 
qué condiciones {E : F} = [E : i7]. La clave para responder a esto es consi derar 
la multiplicidad de los ceros de los polinomios.

Definición Sea f{x)  e F[x\. Un elemento a. de F  tal que /(a ) =  0 es un cero 
def(x) de multiplicidad v si v es el mayor entero tal que (x — a)v es un factor 
de f (x)  en F[x].

El siguiente teorema muestra que las multiplicidades de los ceros de un 
polinomio irreducible dado sobre un campo, son todas iguales. La facilidad con 
que podemos probar este teorema es otra indicación acerca de la fuen:a de 
nuestros isomorfismos básicos y de todo nuestro enfoque del estudio de ceros de 
polinomios, mediante transformaciones.

Teorema 43.1 Sea J\x) irreducible en F[jc]. Entonces, todos los ceros de fix )  
en F tienen la misma multiplicidad.

Demostración Sean a. y ¡i ceros de f (x)  en F. Entonces, por el teorema 40.1 existe
sobre

un isomorfismo básico — ► F(P). Por el corolario 1 del teorema 41.1,
^ ix.fi puede extenderse a un isomorfismo t : F  -» F . Entonces, t  induce un iso-
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morfismo natural -* F[*] con xxx = x. Ahora, t x deja fijo f(x), pues
f (x)  e F[x] y ij/x P deja fijo F. Sin embargo,

((jc -  «)’) t x =  (x -  p y ,

lo cual muestra que la multiplicidad de P en f (x)  es mayor o igual a la multiplici
dad de a. Un razonamiento análogo da la desiguladad recíproca, de modo que la 
multiplicidad de a es igual a la de p. m

Corolario Si f{x) es irreducible en F[jc], entonces f (x) tiene una factorización 
en F[jc] de la forma

a \ \ ( x  -  a,)”,
l

donde las a¡ son los distintos ceros de f (x) en F y  aeF.

Demostración La demostración del corolario es inmediata del teorema 43.1. ■

A estas alturas, deberíamos mostrar mediante un ejemplo que puede ocurrir el 
fenómeno de un cero de multiplicidad mayor que 1 de un polinomio irreducible. 
Mostraremos más adelante en este capítulo, que sólo puede suceder para un 
polinomio sobre un campo infinito de característica p ^  0.

Ejemplo 43.1 Sea E  =  Z f y )  donde y  es una indeterminada. Sea t = y* y sea F  
el subcampo Z f f )  de E. (Véase la figura 43.1.) Ahora, E  =  F\y) es algebraico sobre 
F, pues y  es un cero de (xp — t) € F[jc], Por el teorema 35.3, irr(7, F) debe dividir 
a x p — / en F [r] , [En realidad, irr(y, F) =  xp — t. Dejamos la demostración 
para los ejercicios (véase el ejercicio 43.4).] Como claramente Ff 7) no es igual a 
F, debemos tener que el grado de irríj', F) > 2. Pero nótese que

xp — t = x p — y* =  (x — yY,

E = Z ¿y)  = F(y)

F  = ZJM = Z /y" )

z,

Figura 43.1
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pues £  tiene característica p (véase el teorema 40.5 y el comentario que le sigue). 
Asi. r es un cero de irr(y, F) de multiplicidad > I. En realidad, x p — t = irr( r, £), 
de modo que la multiplicidad de y  es p. m

A partir de aquí nos basaremos fuertemente en el teorema 41.2 y su corolario. El 
teorema 40.1 y su corolario muestran que para una extensión algebraica simple 
F(a) de F, existe, para todo cero distinto, de irr(a, F), una extensión del isomorfis
mo identidad / de F  en F, y que éstas son las únicas extensiones de i. Asi, 
¡ F(y.): F] es el número de los distintos eeros de irr(a, F).

De nuestro trabajo con el teorema de Lagrange y del teorema 38.2, debería 
reconocerse la fuerza potencial de un teorema como el siguiente.

Teorema 43.2 Si E es una extensión finita de F, entonces {E:F} divide 
IE:F1.

Demostración Por el teorema 38.3, si £  es finito sobre F. entonces E  =  £(:*,, 
. . . ,  ctj, donde a, e F. Sea irr(a„ F(ctl, . . . ,  a,_ j)) donde a¡ es uno de los n¡ distintos 
ceros que, por el teorema 43.1, tienen multiplicidad v¡. Entonces,

[£(*i........<*,): £(«o • • <*¡-1)] =  n¡v¡
=  {£(<*!, . . . ,  a¡) :£(<*„ . . . ,

Por el teorema 38.2 y el corolario del teorema 41.2,

[ £ :£ ]  =  n m
i

y

{E-.F} =  P K
i

Por tanto, {E : £} divide [£ : £ ]. ■

43.2 EXTENSIONES SEPARABLES

Definición Una extensión finita £  de £  es una extensión separable de F  si 
{£: £ }  =  [ £ :  £ ] .  Un elemento a. de F  es separable sobre F  si £(a) es una 
extensión separable de F. Un polinomio irreducible f (x)  e £ [x ] es separable  
sobre F  si todo cero de f (x)  en F  es separable sobre F.

Para facilitar las cosas al estudiante, hemos restringido nuestra definición de 
extensión separable de un campo £  a extensiones finitas E  de £. Para la defini
ción correspondiente a extensiones infinitas, véase el ejercicio 43.6.

Sabemos que {£(a): £} es el número de ceros distintos de irr(oc, £). Además, 
por el teorema 43.1, la multiplicidad de a en irr(a, £ ) es la misma que la
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multiplicidad de cada conjugado de x sobre F. Así. x es separable sobre Fsi v se- ’o 
si irr(a, F) tiene todos los ceros de multiplicidad 1. De inmediato, esto nos dice c 
un polinomio irreducible f(x)  e F[.v] es separable sobre F si y sólo si /(.v) ti. ■ ■ 
todos los ceros de multiplicidad I.

Teorema 43.3 Si K es una extensión linita de E y E es una extensión finita 
F, esto es, si F < E < K, entonces K t > separarle sobre F si y  sólo si K 
separable sobre E y E es separable sobre F

Demostración Se tiene,

[F :F ]  = [Á': E] [E: F]
y

{K \F } = {K: E ' ]E: F .

Entonces, si K es separable sobre F\ de modo que [A-: /7] = { F :F ¡. debemo 
tener [F : F ] = {K: £} y [£ : F] = ¡£ : F p u e s  en cada caso, por el teorerr.i
43.2, el Índice divide al grado. Asi, si K es separable sobre F, entonces K e- 
separable sobre E y E es separable sobre F.

El recíproco es igualmente fácil, pues [Á': F] = [K: E) y [F : F] =  {F: F 
implica que

[ F :F ]  = [ F :F ] [ F :F ]  = {K:E){E:F\  = { K : F}. .

El teorema 43.3 se puede extender de manera obvia, por inducción, a cualquier 
torre finita de extensiones finitas. El campo de arriba es una extensión separable 
del campo de abajo si y sólo si cada campo es una extensión separable del que 
está inmediatamente abajo de él.

Corolario Si E es una extensión finita de F. entonces E es separable sobre F 
si y sólo si cada a en E es separable sobre F.

Demostración Supóngase que F es separable sobre F y sea a. e F. Entonces,

F < F(x) < F.

y el teorema 43.3 muestran que F(x) es separable sobre F.
Supóngase, de manera recíproca, que toda x e E es separable sobre F. Como 

F  es finito sobre F, existen a,, . . . ,  x„ tales que

F  < F l^ )  < F(alt x2) < ■ ■ ■ < £  = FlXj   ot„).

Ahora, debido a que sc¡ es separable sobre F. es claro que x, es separable sobre 
F(a„ . . . ,  a¡_ i), ya que

q(x) = irr(x,. F ^  a;_,l)



divide a irr(a¡, F ) de modo que a, es un cero de q(x) de multiplicidad 1. Asi¡, F(a,, 
. . a¡) es separable sobre £ ( < * , , . . a ,_,), entonces, por el teorema 43.3, entendi
do por inducción, E  es separable sobre F. ■
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43.3  CAMPOS PERFECTOS

Pasemos ahora a la tarea de probar que a puede no ser separable sobre F, sólo si 
F  es un campo infinito de característica p 0. Un método es introducir deriva
das formales de polinomios. Aunque esta técnica es elegante y útil, en aras de la 
brevedad usaremos el lema siguiente. Las derivadas formales se desarrollan en los 
ejercicios 43.8 al 43.15.

Lema 43.1 Sea F una cerradura algebraica de F y  sea

f{x)  = x" +  an- ixK~l +  ■•• +  a¡x + a0

cualquier polinomio mónico en £[jc]. Si (f(x))m e £ [* ] y  m ■ 1 #  0 en F, 
entonces / ( x) e F[jc], esto es, todas las a¡ e F.

Demostración Debemos mostrar que a¡ e F, y procedemos, por inducción en r, a 
mostrar que an- reF.  Para r — 1,

(/(*))" = y™ + (m- 1 )aK. lxmñ- 1 +  ••• +  <#.

Pues ( f ( x jp  e £ [x ], en particular, tenemos que

(m -l)a„-i e F.

Así, a„_, e F, pues m i #  0 en F.
Como hipótesis de inducción, supongamos que a„_r e Fpara  r =  1, 2, . . ,  k. 

Entonces, el coeficiente de xmn~tk+l) en ( f(x)Y  es de la forma

(m • lJfla-^+i) +  on- 2» • • •» **■-*)>

dondegi+M n - i ,  a*-2, • • •. ^ -* )  es un polinomio formal en a„.lt a„-2, . .  1 
Por la hipótesis de inducción, an- 2, ■ ■ •> a*-t) 6 F, así que, de nuevo,
a„-(k + 1) e F  pues m i ¿  0 en F. ■

Estamos ahora en posición de manejar campos F  de característica cero y mbstrar 
que, para una extensión finita E  de F, tenemos que {E:F} =  [ £ :£ ] .  Por 
definición, esto equivale a probar que toda extensión finita de un campo de 
característica cero es una extensión separable. Primero daremos una definición.

a*-k-
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Definición Un campo es perfecto si toda extensión finita es una extensión 
separable.

Teorema 43.4 Todo campo de característica cero es perfecto.

Demostración Sea E una extensión finita de un campo F de característica cero y 
sea ae  E. Entonces,/(.v) = irr(a, F) se factoriza en F[.v] en I"I¡(-V — *,)v, donde a¡ 
son los ceros distintos de irr(a, F ), y digamos que a =  Así,

F1 (* -  a¡)) ’

y como v i  # 0  para un campo F de característica 0, debemos tener, por el le
ma 43.1,

I I  (x -  a,)) 6 F i x l

Como f (x)  es irreducible y de grado minimal en F[x] con a como cero, vemos 
entonces que v =  i . Por tanto, a es separable sobre F para todas las aeE .  Por el 
corolario del teorema 43.3, esto significa que E  es una extensión separable de 
F. m

El lema 43.1 también nos servirá para el caso de un campo finito, aunque la 
demostración sea un poco difícil. No hay que pensar que no se puede entender el 
significado de un teorema, sólo porque uno se pierde en la demostración.

Teorema 43.5 Todo campo finito es perfecto.

Demostración Sea F  un campo finito de característica p  y sea E  una extensión 
finita de F. Sea ae  E. Necesitamos mostrar que a es separable sobre F. Ahora, 
f (x)  =  irr(a, F) se factoriza en F  en f ] , (jc — a¡)r, donde las a¡ son los distintos 
ceros de f{x)  y, digamos, a =  a,. Sea v =  ¡fe donde p  no divide a e. Entonces,

m  = ij(x - «¿r = (n <* -  *y j

está en /r[.x] y, por el lema 43.1, (x — a ¡ f  está en F[x], pues e • 1 ^  0 en F. 
Como f (x )  =  irr(a, F) es de grado minimal sobre F con a como cero, debemos 
tener e =  1.

El teorema 40.5 y la observación que le sigue muestran, entonces, que

f ( x ) = í

Ax)  = n (* - « y  = n (̂  -
i i
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Así, si vemos /'(.y) como g(.vpl) debemos tener que ,?(.v) e F[.v]. Ahora, g(.v) es 
separable sobre F y sus distintos ceros son ocf. Considérese F(ap{') =  F(ap'). 
Entonces, F(ar‘) es separable sobre F. Como .vr‘ — apl =  f.v — a)p\  vemos que a 
es el único cero de \ r' — ap' en F. Entonces, como espacio vectorial finito sobre 
un campo finito F, F{ap‘) debe ser, de nuevo, un campo finito. Por tanto, por el 
teorema 40.5, la transformación

ap:F(ap') -  F(ap')

dada por aop = ap para a e /•'(a'’’) es un automorfismo de F(a'’’). En consecuencia, 
(ar)' también es un automorfismo de F(ap‘), y

a((ap)') =  ap'.

Como un automorfismo de F(ap') es una transformación sobre, existe p e F(ap>) 
tal que P((ap)') = a f . Pero, entonces, /?'’* =  xp>, y vimos que a es el único cero de 
xpt — ofi de modo que debemos tener /? =  a. Como p e F{ap'), tenemos F{a) = 
= F(<x̂ ). Como F(a.p') era separable sobre F, vemos ahora que F{tx) es separable 
sobre F. Por tanto, a es separable sobre F  y t — 0.

Hemos mostrado que para a. e E, a. es separable sobre F. Entonces, por el 
corolario del teorema 43.3, E  es una extensión separable de F. ■

Hemos alcanzado nuestro objetivo, el cual ha mostrado que campos de caracte
rística 0 y campos finitos, tienen sólo extensiones finitas separables, esto, es, estos 
campos son perfectos. Para extensiones finitas E  de dichos campos perfectos F 
tenemos [£ :  F ] = {E : F}.

*43.4 TEOREMA DEL ELEMENTO PRIMITIVO

En otro párrafo con asterisco usaremos el interesante teorema siguiente.

Teorema 43.6 ( Teorema del elemento primitivo) Sea E una extensión separa
ble finita de un campo infinito F. Entonces, existe a e E  tal que E  =  F(a). 
(Dicho elemento a es un elemento primitivo.) Esto es, una extensión separable 
finita de un campo infinito es una extensión simple.

Demostración Lo probamos en el caso en que E  =  F(P, y). El razonamiento de 
inducción es obvio. Supóngase que irr(0, F) tiene ceros distintos P = p ¡ , . . . ,  Pm 
irr(y, F) ceros distintos y =  yl5 . . . ,  ym en F, donde todos los ceros son de 
multiplicidad 1, ya que E  es una extensión separable de F. Como F  es infinito, 
podemos encontrar a e F  tal que

« * iP i - P)/(y - yP
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para todas las i y j, con j  /  l . Esto es, a(y — jj) /  p¡ — (i. Haciendo a = /i + ay, 
tenemos a = /? + ay /  f}¡, + «Vj. de modo que -

a -  ayj #  f¡¡

para todas las / y todas las j  /  l. Sea /(.v) = irr(/?, F), considérese

ó(.v) = /(«  -  «x) 6 (F(a))[.v].

Ahora, h(y) =  /(/?) =  0. Sin embargo, por construcción, /i(yy) /  0 para j  /  l, 
pues las fi¡ fueron los únicos ceros de f(x). Por tanto, h(x) y ,?(x) = irr(y, F) tienen 
un factor común en (F(a))[x], a saber, irr(y, F(a)) que debe ser lineal, pues y es el 
único cero común de g(x) y h(x). Así, y e F{a) y, por tanto, /J = a — ay está en 
F(x). De aquí, F{p, y) =  F(a). ■

Corolario Una extensión finita de un campo de característica cero es una 
extensión simple.

Demostración La demostración de este corolario se sigue del teorema 43.6 y del 
hecho de que todo campo de característica 0 es infinito y perfecto. ■

En realidad, una extensión finita de un campo finito F  también es una extensión 
simple de F. Esto se mostrará en el capitulo 45. Así, una vez más, el único posible 
«caso malo» es una extensión de un campo infinito de característica p /  0. En
resumen, una extensión separable finita de un campo F  es una extensión simple
de F.

Ejercidos---------------------------------------------------------------------------
43.1 Dése un ejemplo de un f(x) e Q[x] que no tenga ceros en Q, pero cuyos ceros en C 
sean todos de multiplicidad 2. Expliqúese en qué medida esto es consistente con el teorema 
43.4, el cual muestra que Q es perfecto.
M3J Muéstrese que si a, fie F son ambos separables sobre F, entonces, « ± P, afi y a/P 
si P ^  0, son, todos, separables sobre F. [Sugerencia: úsese el teorema 43.3 y su corolario.]
43.3 ¿Falso o verdadero?
  a) Toda extensión finita de todo campo F es separable sobre F.
  b) Toda extensión finita de todo campo finito F es separable sobre F.
  c) Todo campo de característica 0 es perfecto.
  d) Todo polinomio de grado n sobre todo campo F siempre tiene n ceros distintos

en F.
  e) Todo polinomio de grado n sobre todo campo perfecto F siempre tiene n ceros

distintos en F.
  1) Todo polinomio irreducible de grado n sobre todo campo perfecto F siempre

tiene n ceros distintos en F. .
  g) Todo campo algebraicamente cerrado es perfecto.
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  h) Todo campo F tiene alguna extensión algebraica E, perfecta.
  i) Si E es un campo de extensión de descomposición de F separable finito, entonces

|G(£/£)| =  [ £ :£ ] .  '
  j) Si E es un campo de extensión de descomposición finito de F, entonces \G'E/F)\

divide a [£ : £].

43.4 Muéstrese que {1, y, . . . ,  ~ 1} es una base para Zp( v) sobre Z / y p), donde y es una 
indeterminada. Con referencia al ejemplo 43.1, concluyase, mediante un razonamieito de 
grado, que xp — t es irreducible sobre Zp(/) donde t = yp.
43.5 Pruébese que si £  es una extensión algebraica de un campo perfecto F, entonces E es 
perfecto.

43.6 Una extensión algebraica (quizás infinita) E de un campo F es una extfisión 
separable de F si para toda a e £, /(a) es una extensión separable de F, en el seitido 
definido en el texto. Muéstrese que si E  es una extensión separable (quizás infinita) <e F y 
K es una extensión separable (quizás infinita) de £, entonces K es una extensión seprable 
de £.

43.7 Sea £  una extensión algebraica de un campo F. Muéstrese que el conjunto de odos 
los elementos en £  que son separables sobre £  forman un subcampo de £, la ceñidura 
separable de £  en £ . [Sugerencia: úsese el ejercicio 43.2.]

Los ejercicios 43.8 al 43.15 presentan las derivadas formales en £ [ x ] ,

43.8 Sea £  cualquier campo y sea f(x) = a0 + axx +  ■ ■ ■ + a¡x? +  ■ • • +  a„x" en ’[x]. 
La derivada f(x )  de f(x) es el polinomio

f(x )  =  a , +  +  (i - l)aixi~I +  ••• +  (n- l)a,x“~ ’,

donde i - 1 tiene su significado usual para i e Z + y 1 e £. Estas derivadas son formal; no 
implican «limites».
a) Pruébese que la transformación D :£[x] -♦ £ [x ] dada por D(f(x)) =  f(x )  ¡ un 

homomorfismo de <£[x], +  >.
b) Encuéntrese el kernel de D en el caso que £  sea de característica 0.
c) Encuéntrese el kernel de D en el caso que £  sea de característica p #  0.

43.9 Siguiendo la idea del ejercicio 43.8, muéstrese que:

a) D(af(x)) = aD(f(x)) para todos los f(x) e £ [x ] y a e £.
b) F>\f(x)g(x)) =  f(x)g\x) +  f(x)g(x) para todos los/(x |, g(x) e £[x], [Sugerencia.sese 

la parte a) de este ejercicio y el ejercicio anterior y procédase por inducción? el 
grado de /(x)g(x).]

c) Dffffx))”) = (m ■ 1 )f(x)m~ 'f(x)  para todas las f(x) e  £ [x]. [Sugerencia: úsese ]

43.10 Sea f(x) e  £ [x ] y a € £  un cero de f(x) de multiplicidad v. Muéstrese que v > si y 
sólo si a es, además, un cero de / ' ( j c ) .  [Sugerencia: apliqúese b) y c) del ejercicio 43.1 la 
factorización / ( j c )  =  (jc  — a ) ”g ( x )  de /(x) en £ [x ].]

43.11 Muéstrese, del ejercicio 43.10, que todo polinomio irreducible sobre un campe’de 
característica 0 es separable. [Sugerencia: úsese el hecho de que irr(a, £) es el polimio 
minimal para a sobre £.] "
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43.12 Muéstrese, del ejercicio 43.10, que un polinomio irreducible q(x) sobre un campo F 
de característica p 0 no es separable si y sólo si cada exponente de cada término de q(x) 
es divisible entre p.
43.13 Generalícese el ejercicio 43.10, mostrando que f(x) e /r[.x] no tiene ceros de 
multiplicidad > 1 si y sólo si f(x) y f ’(x) no tienen factor común no constante en F[.v].

*43.14 Con algo más de trabajo que en el ejercicio 43.13, muéstrese que/(.x) e F[x] no 
tiene cero de multiplicidad > 1 si y sólo si f(x) y f'(x) no tienen factor común no constante 
en F[x]. [Sugerencia: úsese el teorema 33.3 para mostrar que si 1 es un mcd de f(x) y f'(x) 
en £[x], también es un mcd de estos polinomios en F[x].]

*43.15 Descríbase un procedimiento factible de cálculo para determinar en qué casos 
f(x) e F[x] tiene un cero de multiplicidad >1, sin tener que encontrar, en realidad, los 
ceros de f(x). [Sugerencia: úsese el ejercicio 43.14.]

*43.16 Encuéntrese a e Q (f2 , f3 )  tal que Q(^/2, ^/3) =  Q(a). Verifiqúese, mediante 
cálculo directo, que v/2  y v/3 pueden, en efecto, expresarse como polinomios formales en 
dicha ot, con coeficientes en Q.

*43.17 Obsérvese dónde se usaron, en el teorema 43.6, las hipótesis de que F era infinito. 
Muéstrese que si F es finito con s elementos y si P y y son algebraicos sobre F y de grados 
n y m, respectivamente, entonces existe a tal que F(fi, y) =  F(a) siempre que s > mn. (Este 
resultado será desplazado por el trabajo del capítulo 45.)
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*44.1 EXTENSIONES TOTALMENTE INSEPARABLES

Desarrollamos la teoría de las extensiones totalmente inseparables de manera 
paralela a nuestro desarrollo de las extensiones separables.

Definición Una extensión finita E de un campo F es una extensión total
mente inseparable de F si {E: F} = l < [ E : F], Un elemento a de F es 
totalmente inseparable sobre F  si F(a) es totalmente inseparable sobre F.

Sabemos que {F(a): F] es el número de ceros distintos de irr(a, F). Así, a. es 
totalmente inseparable sobre F si y sólo si irr(a, F) tiene sólo un cero de multiplici
dad > l .

Ejemplo 44.1 Con respecto al ejemplo 43.1, es claro que Z p(y) es totalmente 
inseparable sobre Z p(yp) donde y es una indeterminada. ■

Teorema 44.1 (Contraparte de! teorema 43.3) Si K es una extensión finita de 
E, E es una extensión finita de F y  F < E < K, entonces K es totalmente 
inseparable sobre F si y sólo si K es totalmente inseparable sobre E y  E es 
totalmente inseparable sobre F.

Demostración Como F < E  < K, tenemos [A": £ ]  > 1 y [E:F~\ > 1. Supónga
se que K  es totalmente inseparable sobre F. Entonces, {# : f }  =  1 y

{K :F} = {K:E}{'E:F},
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dí nodo que debemos tener

{K: E}  = l <  [ K : £ ]  y £ : £ ;  = l <  [ £ :£ ] .

A: F  es totalmente inseparable sobre £  ;• £  es totalmente inseparable sobre £.
Recíprocamente, si K  es totalmente Irreparable sobre £  y £  es totalmente 

irreparable sobre £, entonces

{ K: F)  = { £ :£ }  í£ :  £  = IHH) =  1,

> \ \  . £ ] < 1. Así, K  es totalmente inseparable sobre £. ■

E; teorema 44.1 se puede extender de manera obvia, por inducción, a cualquier 
tcrre propia finita de extensiones finitas. Ei campo de arriba es una extensión 
totalmente inseparable del de abajo si y sólo si cada campo es una extensión 
totalmente inseparable del que se encuentra inmediatamente debajo de él.

Corolario (Contraparte del corolario de! teorema 43.3) Si E  es una extensión 
'mita de F, entonces E  es totalmente inseparable sobre F si y sólo si cada a en
E. F, es totalmente inseparable sobre F.

Demostración Supóngase que E  es totalmente inseparable sobre £ y  sea a e £ , 
con 2 i  F. Entonces,

F < F(z) < E.

Si E n  =  E, entonces, por la definición de i  totalmente inseparable sobre £, ya 
tenrmamos. Si £  < £(x) <  £. entonces el teorema 44.1 muestra que como £  es 
totalmente inseparable sobre £, £(a) es totalmente inseparable sobre £.

En forma recíproca, supóngase que para toda a e E, con a 4 F, a es 
totalmente inseparable sobre F. Como £  es finito sobre £, existen a l5. . . ,  a„ tales 
que

F  <  E f^ l  <  Etxj, a2) < • • - < £  =  F(x¡, . . . ,  a j

Ahora como a, es totalmente inseparable sobre F. x¡ es totalmente inseparable
sobre f ( a , , . . . ,  a, _ j), pues q(x) =  irr(a,. £ ( i ;  a, _ j)) divide irr(a¡, £), de modo
que z. es el único cero de <y(.v) y es de multiplicidad >  1. Así, £(a¡, . . a¡) es 
totalmente inseparable sobre £ (3! ! , . . . ,  z,_ x t y £  es totalmente inseparable sobre 
£, per el teorema 44.1, extendido por inducción. ■

Es obvio que hasta ahora hemos seguido un camino paralelo al trabajo del 
capirjo 43, tanto es así que bien pudimos haber manejado juntas estas ideas.
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*44.2 CERRADURAS SEPARABLES

Veamos ahora la razón principal para incluir este material.

Teorema 44.2 Sea F de característica p ^  O y sea E una extensión finita de
F. Entonces, a e E, a £ F, es totalmente inseparable sobre F si y  sólo si existe

K de F, 
almente

algún entero t > 1 tal que ap‘ e F. Más aún, hay una extensión única 
con F < K < E, tal que K es separable sobre F, y  E  = K o E es toi 
inseparable sobre K.

Entonces, 
a en la

Demostración Sea a e E, a. $ F, totalmente inseparable sobre F. 
irr(a, F) tiene un solo cero a de multiplicidad > 1 y, como se muestifi 
demostración del teorema 43.5, irr(ot, F) debe ser de la forma

-  n?

De aquí, a? e F  para alguna / >  1.
En forma reciproca, si ap‘ e F  para alguna / >  1, donde a e E y a ^ F, 

entonces

jc* -  a"* =  (jc -  a)p\

y (xp‘ — ap‘) e F [a], lo cual muestra que irr(a, F) divide (jc — a)p'. Así, 
tiene a como único cero y este cero es de multiplicidad > 1, de modo 
totalmente inseparable sobre F.

Para la segunda parte del teorema, sea E  =  F{tx¡, . . . ,  a„). Entonces.

irr(ot, F) 
que a es

irr(a„ F) =  f [  i**' ~  «t¡‘X
j

con <xn = a¡, sea Pu =  afy. Tenemos fr(^1 u P2u ■ ■ Pm) <■ E y  pn es un

tt*) = ¡ I  “  P¡J)>

donde/{jc) e F[x~\. Ahora bien, como elevar a la potencia p  es un isomorüsmo ap 
de E  en E, elevar a la potencia ¡f es la transformación isomorfa (opY de E  en E. 
Luego, como las alV son todas distintas para i fija, también lo son las P j para i 
fija. Por tanto, P¡j es separable sobre F porque es un cero de un polinomio/^*) en 
F[x] con ceros de multiplicidad 1. Entonces, por la demostración del cprolario 
del teorema 43.3,

K  =  F(Pl l , P2Í, ■ ■., PH1)

es separable sobre F. Si todas las pu =  1, entonces K  =  E. Si alguna b‘‘ /  1, 
entonces K  /  E  y af ‘ = Pn está en K, lo cual muestra que cada o:( K  es

si

cero de
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totalmente inseparable sobre K, debido a la primera parte de este teorema. De 
aquí que, por la demostración del corolario del teorema 44.1, E = K(oii, . . . ,  x„) 
es totalmente inseparable sobre K.

Se sigue de los corolarios de los teoremas 43.3 y 44.1 que el campo K del . 
teorema 44.2 consta de todos los elementos a en £  que son separables sobre F. 
Así, K  es único. ■

Definición El campo único K del teorema 44.2 es la cerradura separable de 
F en E.

El teorema anterior muestra la estructura precisa de las extensiones total
mente inseparables de un campo de característica p. Dicha extensión se puede 
obtener agregando repetidamente raíces p ésimas de elementos (que no sean ya 
potencias p-ésimas) para obtener campos cada vez mayores.

Insistimos en que el teorema 44.2 se cumple para extensiones algebraicas 
infinitas E  de F. La demostración de la primera afirmación del teorema también 
es válida para el caso de extensiones infinitas. Para la segunda parte, como a ± P,
<xp y a/P para p #  0 están contenidos en el campo F(a, /?), todos los elementos de 
E  separables sobre F  forman un subcampo K  de E, la cerradura separable de F  en 
E. Se sigue que un a e E, a 4 K es totalmente inseparable sobre K, puesto que a y 
todos los coeficientes de irr(a, K) están en una extensión finita de F  y, entonces, se 
puede aplicar el teorema 44.2.

Ejercidos---------------------------------------------------------------------------------------

*44.1 Sean y y z indeterminadas y sean u = y 12 y v = z18. Descríbase la cerradura 
separable de Z 3(u, v) en Z 3{y, z).
*44.2 Sean y y z indeterminadas, y sean u =  y 12 y v =  y2z18. Descríbase la cerradura 
separable de Z 3(«, v) en Z 3(y, z).
*443 Muéstrese que si E es una extensión algebraica de un campo F, entonces el 
conjunto de todos los elementos de E totalmente inseparables sobre F forman un subcam
po de E, la cerradura totalmente inseparable de F en E.
*44.4 Con respecto al ejercicio 44.1, descríbase la cerradura totalmente inseparable 
(véase el ejercicio 44.3) de Z3(u, v) en Z 3[y, z).
*443 Respecto al ejercicio 44.2, descríbase la cerradura totalmente inseparable de 
Z3(w, v) en Z3(y, z).

*44.6 ¿Falso o verdadero?

  a) Ninguna extensión algebraica propia de un campo infinito de característica
p ^  0, es una extensión separable.

  b) Si F(a) es totalmente inseparable sobre F de característica p #  0, entonces
a*’* e E para alguna t >  0.

  c) Para una indeterminada y, Z s(y) es separable sobre Z¡(ys).
  d) Para una indeterminada y, Z,(y) es separable sobre Zs(y‘°).
  e) Para una indeterminada y, Z¡(y) es totalmente inseparable sobre Z 5(y10).



  O Si Fes un campo y a es algebraico sobre F, entonces o bien a es separable o bien
es totalmente inseparable sobre F. .

  g) Si E es una extensión algebraica de un campo F, entonces F tiene una cerradura
separable en E.

  h) Si E es una extensión algebraica de un campo F, entonces E es totalmente
inseparable sobre la cerradura separable de F en £.

  i) Si E es una extensión algebraica de un campo F y E no es una extensión
separable de F, entonces E es totalmente inseparable sobre la cerradura separa
ble de F  en E.

  j) Si a es totalmente inseparable sobre F, entonces a es el único cero de irr(a, F).

408 EXTENSIONES TOTALMENTE INSEPARABLES

*44.7 Muéstrese que un campo Fde característica p ¿  0 es perfecto si y sólo si Fp = F, 
esto es, todo elemento de F  es una potencia p-ésima de algún elemento de F.

*44.8 Sea E una extensión finita de un campo F de característica p. En la notación del 
ejercicio 44.7, muéstrese que Ep = E si y sólo si Fp = F. [Sugerencia: considérese que la 
transformación ap:E -* E definida por ccop =  ap para a e F es un isomorfismo. Considére
se el diagrama en la figura 44.1 y dense razonamientos de grados.]

Figura 44.1
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campos finitos

El propósito de este capítulo es determinar la estructura de todos los campos 
finitos. Mostraremos que para todo primo p y entero positivo n, hay exactamente 
un campo finito (salvo isomorfismo) de orden p". Por lo común, nos referimos a 
este campo CG(pn) como al campo de Galois de orden p". Usaremos buena parte 
de nuestro material de grupos cíclicos. Las demostraciones son sencillas y ele
gantes.

45.1 ESTRUCTURA DE UN CAMPO FINITO

Es fácil ver que todos los campos finitos deben tener orden igual a la potencia de 
un primo.

Teorema 45.1 Sea E una extensión finita de grado n sobre un campo finito F. 
Si F tiene q elementos, entonces E  tiene qn elementos.

Demostración Sea {otj,. . . ,  <*„} una base para E  como espacio vectorial sobre F. 
Entonces, toda Pe E  puede escribirse de manera única en la forma

P =  ó, a, +  • •• +  b„ a„

para b¡ e F. Como cada b¡ puede ser alguno de los q elementos de F, entonces el 
número total de dichas combinaciones lineales distintas de las a, es qn. m

Corolario Si E es un campo finito de característica p, entonces E contiene
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Demostración Todo campo finito E es una extensión finita de un campo primo 
isomorfo al campo Zp, donde p es la característica de E. El corolario se sigue 
inmediatamente del teorema 45.1. ■

Pasemos ahora al estudio de la estructura multiplicativa de un campo finito. El 
siguiente teorema mostrará cómo puede formarse cualquier campo finito del 
subcampo primo.

Teorema 45.2 Un campo finito E de p" elementos es el campo de descomposi
ción de ,vp" — x  sobre su subcampo primo Zp (salvo isomorfismo).

Demostración Sea E un campo finito con pn elementos donde p es la característi
ca de E. El conjunto E* de elementos distintos de cero de E  forma un grupo 
multiplicativo de orden pn -  1 bajo la multiplicación de campo. Para a e E*, el 
orden de a en este grupo divide el orden p" — 1 del grupo. Así, para ote E* 
tenemos a1’" ' 1 =  1, de modo que a f  — a. Por tanto, todo elemento en E  es un 
cero de x — x. Como x’'" — x  puede tener a lo más ¡ f  ceros, vemos que E  es el 
campo de descomposición de x* ' — x  sobre Zp. ■

Definición Un elemento <x de un campo es una raíz n-ésima del unitario si 
a" =  1. Es una raíz n-ésima primitiva del unitario si a" =  1 y a" 1 para 
0 < m < n.

Así, los elementos distintos de cero de un campo finito de p" elementos son 
todos raíces (jf — l)-ésimas del unitario.

Sea F cualquier campo y sea UH el conjunto de todas las raíces n-ésimas del 
unitario en F. Es fácil ver que U„ es un grupo bajo la multiplicación de campo. Si 
cT =  1 y bm =  1, entonces

(ab)H = a*é" = 1,

de modo que la multiplicación es cerrada en U„. Es igualmente trivial verificar los 
axiomas de grupo. Aseguramos que U„ es un grupo cíclico. De hecho, se cumple 
el siguiente resultado más general.

Teorema 45.3 Si G es un subgrupo finito multiplicativo del grupo multiplica
tivo (F*, • > de los elementos distintos de cero de un campo F, entonces G es 
cíclico.

Demostración Por el teorema 9.3, como grupo abeliano finito, G es isomorfo a 
un producto directo ZMl x Zm¡ x • • • x Z„r de grupos cíclicos, donde m¡ divide a 
mi+l. Pensemos que cada Z m¡ es un grupo de orden m¡ en notación multiplicativa. 
Entonces, para a¡e ZM(, uf' =  1, de modo que c fr =  1, pues m¡ divide a mr. Así, 
para todas las t e C ,  tenemos amr =  1, de modo que todo elemento de G es un 
cero de x”'  — 1. Pero G tiene , m¡ elementos, mientras que xmr — 1 tiene a lo 
más mr ceros en un campo. Por tanto, debemos tener r =  1, de modo que G es 
ciclico. ■ ~
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Corolario 1 El grupo multiplicativo de todos los elementos distintos de cero 
de un campo finito bajo la multiplicación de campo es cíclico.

Demostración La demostración del corolario I es inmediata del teorema 45.3. ■

Corolario 2 Una extensión finita E de un campo finito F es una extensión 
simple de F.

Demostración Sea a un generador para el grupo cíclico E* de elementos distin
tos de cero de E. Entonces, obviamente E = /"(a). ■

Ejemplo 45.1 Considérese el campo finito Z¡¡. Por el corolario 1 del teorema
45.3, (Z ,  • > es cíclico. Tratemos de encontrar un generador de Z n * mediante
fuerza bruta e ignorancia. Comencemos por 2. Como |Z n *| = 10, 2 debe ser un 
elemento de Z n * de orden que divida a 10, esto es, 2, 5 ó 10. Ahora,

22 =  4, 24 =  42 = 5 y 25 = (2)(5) = 10 = - 1 .

Entonces, ni 22, ni 2S son 1, pero es claro que 2Í0 =  1, de modo que 2 es un 
generador de Z n *, esto es, 2 es una raiz décima primitiva del unitario en Z n . 
Tuvimos suerte.

Por la teoría de los grupos cíclicos, todos los generadores de Z¡¡*, esto es, 
todas las raices décimas primitivas del unitario en Z , , son, entonces, de la forma 
2" donde n es primo relativo con 10. Estos elementos son

21 =  2, 23 =  8,
27 = 7, 29 =  6.

Las raíces quintas primitivas del unitario en Z n  son de la forma 2m donde el mcd 
de m y 10 es 2, esto es,

22 =  4, 24 =  5,
26 =  9, 28 =  3.

La raíz cuadrada primitiva del unitario en Z M es 25 =  10 = — 1. ■

4 5.2  LA EXISTENCIA DE CG(p")

Pasemos ahora a la cuestión de la existencia de un campo finito de orden ¡f para 
toda potencia de primo //, r > 0. Necesitamos el lema siguiente.

Lema 45.1 Si F  es un campo finito de característica p, entonces x ^  — x  tiene 
p" ceros distintos en el campo de descomposición K < F de x** — x  sobre F.
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Demostración Sea F un campo finito de característica p y sea K el campo de 
descomposición en F  del polinomio x p" — x  sobre F. Se mostrará que xp" — x 
tiene pn ceros distintos en K. Como no hemos tenido tiempo para presentar una 
teoría algebraica de las derivadas, no disponemos de esta elegante técnica, así que 
procederemos mediante la fuerza bruta. Obviamente, 0 es un cero de x pn -  x  de 
multiplicidad l. Supóngase que j  /  0 es un cero de x pn — x  y, por tanto, es un 
cero de f (x )  — x pn~l — l. Entonces, x  — x es un factor de /(.v) en AT[.vJ y. 
mediante división, encontramos que

/(* ) 
(x -  a) =  g (x )

= x p + oap"“ 3 +  a2/ ' 4 + +  a'p"-3x  + ajpn -  2

Ahora, g(x) tiene p" — l sumandos y en g(a) cada sumando es

a a.

Así,

g(a) =  [ ( p - -  l) l]  - =
ot a

puesto que estamos en un campo de característica p. Por tanto, gix) #  0, de 
modo que a es un cero de f (x )  de multiplicidad l. ■

Teorema 45.4 Existe un campo finito CG{pn) de p" elementos para toda 
potencia de primo p".

Demostración Sea K  < Z p el campo de descomposición de jc"” — jc sobre y 
sea F  el subconjunto de K  formado por todos los ceros de x*' — x  en K. 
Entonces, para a, P e F  las ecuaciones

(a ±  PY" =  a"" ±  p r  =  a ±  p

( a /J r  =  apnflpn = ap

muestran que F  es cerrado bajo la suma, resta y multiplicación. Es claro que 0 y l 
son ceros de x — x. Para a #  0, a"" =  a implica que (l/a)p" =  l/a. Así, F  es un 
subcampo de K  que contiene a Z p. Como K es la menor extensión de Zp que 
contiene los ceros de x — x, vemos que se debe tener K — F. Por tanto, K es el 
campo deseado de p" elementos, ya que en el lema 45.1 se mostró que x p" — x 
tiene pn ceros distintos en Z p. ■ ~
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Corolario Si Fes cualquier campo finito, entonces para todo entero positivo n 
existe un polinomio irreducible en £[x] de grado n. -

Demostración Sea F con q =  pr elementos, donde p es la característica de F. Por 
el teorema 45.4, existe un campo (salvo isomorfismo) K  < F que contiene Zp y 
consta, precisamente, de los ceros de x prn — ,v. Por el teorema 45.2, todo elemento 
de F e s un cero de x pr — x. Ahora, prs =  p'pr{5~l\  Al aplicar en forma repetida 
esta ecuación a los exponentes y al usar el hecho de que para me F tenemos que 
a'7' =  a, vemos que para me F,

Así, F < K. Entonces, el teorema 45.1 muestra que debemos tener [AT: £] = n. En 
el corolario 2 del teorema 45.3 vimos que K  es simple sobre F, de modo que 
K  =  F(p) para alguna p e  K. Por tanto, irr(/?, F) debe ser de grado n. ■

Ejercicios

45.1 Encuéntrense todos los generadores de cada uno de los siguientes grupos cíclicos. 
(Recuérdese la teoría de los grupos cíclicos.)

a) <Z7V >  b) <Z17*,-> c) <Z23V >

45.2 (Recuérdese la teoría de los grupos cíclicos.)
a) Encuéntrese el número de raíces octavas primitivas del unitario en CG(9).
b) Encuéntrese el número de raices 18-ésimas primitivas del unitario en CG(19).
c) Encuéntrese el número de raíces 15-ésimas primitivas del unitario en CG(31).
d) Encuéntrese el número de raíces décimas primitivas del unitario en CG(23).

45J Sea Z2 una cerradura algebraica de Z2 y sean a, P e Z2 ceros de x3 + x 1 + 1 y 
x 3 + x + 1, respectivamente. Usando los resultados de esta sección, muéstrese que 
Z2(at) = Z 2(/J).
f45.4 Muéstrese que todo polinomio irreducible en Zp[x] es un divisor de x*’" — x para 
alguna n.

45.5 ¿Falso o verdadero?
  a) Los elementos distintos de cero de todo campo finito forman un grupo cíclico

bajo la multiplicación.
  b) Los elementos de todo campo finito forman un grupo cíclico bajo la suma.
  c) Los ceros en C de (x28 — 1) e Q[x] forman grupo cíclico bajo la multiplicación.
  d) Existe un campo finito de 60 elementos.
  e) Existe un campo finito de 125 elementos.
  0 Existe un campo finito de 36 elementos.
  g) El número complejo i es una raíz cuarta primitiva del unitario.
  h) Existe un polinomio irreducible de grado 58 en Z2[x],
  i) Los elementos distintos de cero de Q forman un grupo cíclico Q* bajo la

multiplicación del campo.
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  j) Si F es un campo finito, entonces todo isomorfismo que transforma F en una
cerradura algebraica F de f , es un automorfismo de F.

45.6 Sea F un campo finito de p" elementos que contiene el subcampo primo Zp. 
Muéstrese que si a e Fes un generador del grupo cíclico <£*, ■ > de elementos distintos de 
cero de f , entonces gradfa, Zp) = n.
45.7 Muéstrese que un campo finito de ¡f elementos tiene, exactamente, un subcampo de 
pm elementos para vada divisor m de n.
453 Muéstrese que x*" — x es el producto de todos los polinomios mónicos irreducibles 
en Zp[x] de grado d que divide a n.

45.9 Sea p un primo impar.

a) Muéstrese que para ae Z, donde a £  0 (mod p), la congruencia x2 =  a (mod p) tiene 
solución en Z si y sólo si tép~ul2 =  l (mod p). [Sugerencia: formúlese un enunciado 
equivalente en el campo finito Zp y úsese la teoría de los grupos cíclicos.]

b) Usando la parte a), determínese si el polinomio x2 — 6 es irreducible o no en Z ,7[x].

45.10 Muéstrese que dos campos finitos del mismo orden son isomorfos.

45.11 Usese el ejercicio 43.10 para mostrar que xf* — x no tiene ceros de multiplicidad 
> 1 en Zr (Véase la demostración del lema 45.1.)

45.12 Sea E un campo finito de orden ¡f.
a) Muéstrese que el automorfismo de Frobenius ap tiene orden n.
b) Dedúzcase de a) que G{E/ZP) es cíclico de orden n con generador oy [Sugerencia: 

recuérdese que

\G(E/F)\ =  { £ :£ }  = [ £ :£ )  

para un campo de descomposición E que sea extensión finita y separable de £.]
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Teoría de Galois

46.1 RESUMEN

Quizás este capítulo sea el clímax de la elegancia del tema tratado en este libro. 
La teoría de Galois da una bella interrelación entre la teoría de grupos y la de 
campos. Desde el capítulo 40, hemos dirigido nuestro trabajo para alcanzar este 
objetivo. Comenzaremos recordando los principales resultados desarrollados.

1 Sean F < E < F, a e £  y ^  un conjugado de a sobre F, esto es, fi es también 
un cero de irr(a, F). Entonces, existe un isomorfismo i/^ f  que transforma 
F[o¿) sobre F( fS), deja fijo F y transforma a en fS.

2 Si F < E < , F y x e E ,  entonces, un automorfismo a de F que deje fijo F debe 
transformar a sobre algún conjugado de a sobre F.

3 Si F < E, la colección de todos los automorfismos de E  que dejan fijo F 
forman un grupo G(£/F). Para cualquier subconjunto £  de G(E/F), el 
conjunto de todos los elementos de E  que quedan fijos bajo todos los ele
mentos de S, es un campo Es. Además, F < EG(E/F).

4 Un campo £, F <, E  <, F  es un campo de descomposición sobre F  si y sólo 
si todo isomorfismo de E  en F  que deje fijo F es un automorfismo de E. Si E  
es una extensión finita,y un campo de descomposición sobre F, entonces, 
\G(E/F)\ =  {E:F}.

5 Si £ e s  una extensión finita de F, entonces {E:F}  divide [£ : F], Si, además, 
F es separable sobre F, entonces {E:F} ~  [£ :F ] . Además, E  es separable 
sobre F  si y sólo si irr(a, F) tiene todos los ceros de multiplicidad 1 para toda 
a e E.

6 Si E  es una extensión finita de F  y es un campo de descomposición separable 
sobre F, entonces \G(E/F)\ = {E:F} =  [F :F ] .
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Estaremos interesados en extensiones finitas K de F tales que todo isomorfismo 
de K que deje fijo F sea un automorfismo de K y tal que

[ £ : £ ]  = {£ :£ } .

En vista de los números 4 y 5 del resumen, éstas son las extensiones finitas de F 
que son campos de descomposición separables sobre F.

Definición Una extensión finita K  de F es una extensión normal finita de F,
si K es un campo de descomposición separable sobre F.

Supóngase que K es una extensión normal finita de F, donde, como es usual, 
K < F. Entonces, por el resultado 4, todo automorfismo de F  que deja fijo F 
induce un automorfismo de K. Como antes, hacemos G(K/F) el grupo de todos 
los automorfismos de K que dejan fijo F. Después de un resultado más, estaremos 
listos para ilustrar el teorema principal.

Teorema 46.1 Sea K una extensión normal finita de F y sea E una extensión 
de F, donde F < E <, K < F .  Entonces, K es una extensión normal finita de E 
y  G(K/E) es, precisamente, el subgrupo de G(K/F) formado por todos aquellos 
automorfismos que dejan fijo E. Más aún, dos automorfismos a y  x en G(K/F) 
inducen el mismo isomorfismo de E en F  si y sólo si están en la misma clase 
lateral derecha de G(K/E) en G(K/F).

Demostración Si K  es el campo de descomposición de un conjunto {fi(x) \ i e l }  
de polinomios en £[xr], entonces, claramente, K  es el campo de descomposición 
sobre E del mismo conjunto de polinomios considerados como elementos de 
£[*]. El teorema 43.3 muestra que K  es separable sobre £, pues K  es separable 
sobre F. Así, K  es una extensión normal de £. Esto demuestra la primera 
contención.

Es claro que todo elemento de G(K¡E) es un automorfismo de K  que deja fijo 
F, pues incluso, deja fijo el campo £  posiblemente mayor. Así, G(K/E) puede 
considerarse un subconjunto de G(K/F). Como G(K¡E) también es grupo bajo la 
composición de funciones, vemos que G(K/E) ^  G(K/F).

Por último, para o y t  en G(K/F), o y x están en la misma clase lateral 
derecha de G(K/E) si y sólo si ox~l e G(K/E) o si y sólo si a =  px para 
p e G(K¡E). Pero si o =  px para p e G(K/E), entonces, para a e  E, tenemos

ao =  a(px) =  (ap)x — ax,

pues ap =  a para a e  E. En forma recíproca, si ao = ax para todas las a e  E, 
entonces

a(<TT-1 ) =  a

para todas las a e E, de modo que ox~1 deja fijo £  y p = <xt“ 1 está, entonces, en 
G(K/E). m '

46.2 EXTENSIONES NORMALES
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El teorema anterior muestra que existe una correspondencia uno a uno entre 
clases laterales derecha de G(K¡E) en G(K/F) y los isomorfismos de E  que dejan 
fijo F. Nótese que no podemos decir que estas clases laterales derechas correspon
dan a automorfismos de E  sobre F, pues entonces, E no sería un campo de 
descomposición sobre F. Ahora, si E es una extensión normal de F, entonces estos 
isomorfismos serán automorfismos de E  sobre F. Quizás el lector piense que esto 
sucederá si y sólo si G(K¡E) es un subgrupo normal de G{K/F) y, en efecto, así es; 
esto es, los dos usos diferentes de la palabra normal están, en realidad, íntima
mente relacionados. Así, si E  es una extensión normal de F, entonces las clases 
laterales derechas de G(K/E) en G(K/F) pueden considerarse elementos del grupo 
factor G(K/F)/G(K/E) que es, entonces, un grupo de automorfismos actuando en 
E  y que deja fijo F. Mostraremos que este grupo factor es isomorfo a G(E/F).

4 6.3 EL TEOREMA PRINCIPAL

El teorema principal de la teoría de Galois afirma que para una extensión normal 
finita K  de un campo F, existe una correspondencia uno a uno entre los subgru
pos de G(K/F) y los campos intermedios E, donde F <, E <> K. Esta correspon
dencia asocia a cada campo intermedio E, el subgrupo G(K/E). Por supuesto, 
podemos ir en la otra dirección y comenzar con un subgrupo H de G(K/F) y  asociar 
a H  su campo fijo KH. Ilustraremos esto con un ejemplo fácil y después enunciare
mos el teorema y analizaremos su demostración.

Ejemplo 46.1 Sea K  = Q(v/2, v/3). Ahora, K  es una extensión normal de Q, 
y en el ejemplo 40.4 se mostró que hay cuatro automorfismos de K  que dejan 
fijo Q. Los recordaremos dando sus valores en la base {1, y j2, N/3 , v/ó} para K  
sobre Q.

n La transformación identidad.
<r,: Transforma y f l  sobre —y/l ,  y fb  sobre — yfb y deja fijos los demás.
a2- Transforma v/3 sobre —^ 3 , y/ó sobre —y/ó  y deja fijos los demás.
<r3: Transforma y f l  sobre —y/l ,  y f l  sobre — s / l  y deja fijos los demás.

Vimos que {/, o 1, a2, <r3} es isomorfo al 4-grupo de Klein. La lista completa de
los subgrupos, con cada subgrupo apareado con el campo intermedio correspon
diente que deja fijo, es como sigue:

{/, <7 j, a2, <r3} Q,
{/, a,} «-» Q(V3),

{/, a2} Q(v/2),
{/, ct3} «-► Q(^/6),

{/} «-» Qjyfl , ¿ i ) .  -
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Todos los subgrupos del grupo abeliano {/, o x, <r2, <r3} son subgrupos norm; 
claramente, todos los campos intermedios son extensiones normales de Q . ¿ 
elegante?

Nótese que si un subgrupo está contenido en otro, entonces el mayor de 
subgrupos corresponde al menor de los dos campos fijos correspondientes. La 
es clara. Cuanto mayor sea el subgrupo, esto es, cuantos más automorfi 
haya, tanto menor será el campo fijo, esto es, tantos menos elementos q 
fijos. En la figura 46.1 se dan los diagramas reticulares correspondientes 
subgrupos y a los campos intermedios. Nótese, nuevamente, que los grupo, 
arriba corresponden a los campos más abajo. Esto es, un retículo se ve co 
otro, pero invertido, o con la parte de arriba hacia abajo. Como aquí, en rea 
cada retículo se ve como es, pero invertido; éste no es un buen ejemplo 
ilustrar este principio de inversión reticular. Si se observa la figura 47.2, se 
diagramas cuyos retículos no se parecen a sus propias figuras invertidas.

£¡les y, 
No es

los dos 
razón 
smos 

ijedan 
a los 
más 

i|no el 
idad, 
para 

verán

{‘> au

-Q (V 5) Q(VS) =

Q— Ku.o 
(b)

flfl. 46.1 (a) Diagrama reticular de grupos, (b) Diagrama reticular de campos

Definición Si K  es una extensión finita de un campo F, G(K/F) es el grupo 
de Galois de K sobre F.

Enunciaremos ahora el teorema principal, después daremos otro ejemolo y, 
por último, en un párrafo con asterisco, completaremos la demostración del 
teorema principal.

Teorema 46.2 ( Teorema principal de la teoría de Galois) Sea K una extei 
normal finita de un campo F, con grupo de Galois G(K/F). Para un caí 
donde F < E < K, sea EX el subgrupo dé G(K/F) que deja fijo E. Enton

im,
nston 
ipo E
ces, X
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es una transformación uno a uno del conjunto de todos estos campos inter
medios E sobre el conjunto de todos los subgrupos de G(K/F). Se cumplen las 
siguientes propiedades para l:

\ E l =  G(K/E).
2 E  = KG(K/E) = Keí.
3 Para H < G(K¡F), K„l = H.
4 [AT: £ ]  =  \El[, [ f :  F] = {G(KjF): El}, el número de clases laterales de 

E l en G{K/F).
5 E es una extensión normal de F si y  sólo si E l es un subgrupo normal de 

G(K/F). Cuando E l es un subgrupo normal de G(K/F), entonces

G(E/F) G(K/F)/G(K/E).

6 El retículo de los subgrupos de G(K¡F) es el retículo invertido de los campos 
intermedios de K sobre F.

Observaciones acerca de la demostración En realidad, ya probamos buena parte 
de este teorema. Veamos sólo lo que hemos dejado sin probar.

La propiedad l no es más que la definición de l  en el enunciado del teorema. 
Para la propiedad 2, el teorema 40.4 muestra que

E < KG{K/E).

Sea a e K  donde a$E.  Como K  es una extensión normal de E, usando un 
isomorfismo básico y el teorema de extensión de isomorfismos, podemos encon
trar un automorfismo de K  que deje fijo E  y transforme a en un cero diferente de 
irr(a, F). Esto implica que

KG(k/e) E,

de modo que E = KG(K/E). Esto da cuenta de la propiedad 2 y nos dice, además, 
que k es uno a uno, pues si E yk =  E2k, entonces, por la propiedad 2, tenemos que

Ei =  Ke,x =  KElx — E2.

Nuestra tarea principal será la propiedad 3. Esto equivale, precisamente, 
a mostrar que k es una transformación sobre. Claro que para H <, G(K/F), 
tenemos H  < KHk, pues, con certeza, H  está incluido en el conjunto de todos 
los automorfismos que dejan fijo K¡¡. Aquí se usará fuertemente la propiedad 
[ * :£ ]  =  {* :£} .

La propiedad 4 es clara de [K\E~\ — {A": E), [ £ :  F] =  {E: F] y el último 
enunciado del teorema 46.1.

Para la propiedad 5 tendremos que mostrar que corresponden los dos 
sentidos de la pala~bra normal.
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En el ejemplo 46.1 demostramos la propiedad 6.
,4.vi, sólo falta probar tas propiedades 3 r 5. -

El teorema principal de la teoría de Galois es una herramienta poderosa en 
el estudio de ceros de polinomios. Si /'(.v)e F[.v] es tal que todo factor irreducible 
de /(.y) es separable sobre F. entonces, el campo de descomposición K de /(.y) 
sobre / 'e s  una extensión normal de F. El grupo de Galois G(KjF) es el grupo del 
polinomio /(.y) sobre F. La estructura de este grupo nos puede dar considerable 
información respecto a los ceros de /(.y). Esto se ilustrará de manera admirable en 
el capítulo 49, cuando alcancemos nuestro objetivo fina!.

46.4 GRUPOS DE GALOIS SOBRE CAMPOS FINITOS

Sea K una extensión finita de un campo finito F. Hemos visto que K es una 
extensión separable de F(un campo finito es perfecto). Supóngase que el orden de 
Fes pr y [Af: F] = n de modo que el orden de K es prn. Entonces, hemos visto que 
K es el campo de descomposición de .y'’"  — .y sobre F. Por tanto, K  es una 
extensión normal de F.

Ahora, o ^  es un automorfismo de K que deja fijo F, donde para a e  K, ato^ = 
= v?. Nótese que a(avf  = af'. Como un polinomio de grado prl puede tener a lo 
más p" ceros en un campo, vemos que la menor potencia de o ^  que podría dejar 
fijos todos los prn elementos de K es la n-ésima potencia. Esto es, el orden del 
elemento cr̂ r en G(K/F) es por lo menos n. Por tanto, como |G(AT/F)| = [Af: F ] = 
= n, tenemos que G(K/F) es cíclico y generado por Resumimos estos argu
mentos en un teorema.

Teorema 46.3 Sea K una extensión finita de grado n de un campo finito F de 
pr elementos. Entonces, G{ K/F) es ciclico de orden n y  está generado por a ^  
donde para a e  K, aoy = a f .

Usamos este teorema para dar otra ilustración del teorema principal de la 
teoría de Galois.

Ejemplo 46.2 Sea F  = Zp y sea K = CG(p12), de modo que [Af: F] = 12. En
tonces, G(K¡F) es isomorfo al grupo cíclico <Z12, + ). En la figura 46.2 se da el 
diagrama reticular para los subgrupos y para los campos intermedios. De nuevo, 
cada retículo no sólo es la inversión del otro sino que, desafortunadamente, 
también se ve como la inversión de si mismo. En la sección siguiente (con 
asterisco), se dan ejemplos en donde los retículos no se parecen a sus propias 
inversiones. Describimos los subgrupos cíclicos de G(KjF) =  <<rp> dando los 
generadores, por ejemplo.

<rr*> =  {/, o * , ó 8p } . rn
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(a  „> =  G ( A /F )  K = G F ( p ' - ) =  Ai;,;

/  \  •

\ « y ‘ > A ( í , . ' , - O F ( / 7 4) G F ( />'■) =  A , » / '

/  \  /  \  /  \
<*,,"> A V,2>=GF(/7-) GL(/7f) = A

\  /  \
M F -  ZP =G F(p) = A',,,-,,

(a ) (b)

Flg. 46.2 (a) Diagrama reticular de grupos, (b) Diagrama reticular de campos.

*46.5 FINAL DE LA DEMOSTRACION 
DEL TEOREMA PRINCIPAL

Vimos que todo lo que falta probar en el teorema principal de la teoría de Galois 
son las propiedades 3 y 5.

Demostración Volviendo a la propiedad 3, debemos mostrar que para 
H < G(K/F), KHl  =  H. Sabemos que H < KH/. < G(K/F). Así, lo que realmente 
debemos mostrar es que es imposible que H sea un subgrupo propio de Khá. 
Supondremos que

H < KHk,

y deduciremos una contradicción. Si K¡¡ es infinito, entonces, por ser una exten
sión separable finita de un campo infinito, K  = KH(a) para alguna oleK, por el 
teorema 43.6. Por otro lado, si K¡¡ es finito, entonces tendremos aún que 
K =  K„(a) para alguna a e K, por el corolario 2 del teorema 45.3. Sea

n =  Í K: KU] =  { K: Kh } =  \G(K¡KU)\.

Entonces, H < G(K/K„) implica que |/ / | < \G{K/K„)\ =  n. Así, deberíamos tener 
|/ / | < [K: tfH] =  n. Sean <r„ . . . ,  los elementos de H, considérese el polino
mio

/(•*) = H (x -  a<r¡).¡= i

Entonces,/(.v) es de grado \ H\ < n. Ahora, los coeficientes de cada potencia de x 
en /(.xj son expresiones simétricas en las aa¡. Por ejemplo, el coeficiente de x|/í|_ 1 
es —a.ir, — aa2 — ••• — aaw . Así, estos coeficientes son invariantes bajo cada 
isomorfismo a¡ e H ya que si a e H, entonces
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es de nuevo la sucesión «r,,. . oÍHI excepto por el orden, pues H  es un grupo. De 
aquí, /(.v) tiene coeficientes en K„ y, como algún o¡ es i, vemos que alguna ao¡ es 
a, de modo que f ( a )  = 0. Por tanto, tendríamos

deg(a, K h ) < \ H \  < n  = = [* „ (* ):* „ ] .

Esto es imposible. Por tanto, hemos probado la propiedad 3.
Pasemos a la propiedad 5. Por el teorema 43.3, toda extensión E  de F, 

F < E < K  es separable sobre F. Así, E  es normal sobre F  si y sólo si £  es un 
campo de descomposición sobre F. Por el teorema de extensión de isomorfismos, 
todo isomorfismo de £  en F  que deje fijo F puede extenderse a un automorfismo 
de K, pues K  es normal sobre £. Así, los automorfismos de G(K/F) inducen todos 
los isomorfismos posibles de £  en F  que dejan fijo F. Por el teorema 42.1, esto 
muestra que £  es un campo de descomposición sobre £  y, por tanto, normal 
sobre £  si y sólo si para todas las a £ G(K/F) y a e £,

(aa) e £.

Por la propiedad 2, £  es el campo fijo de G(K/E), de modo que (<xo) e £  si y sólo 
si para todas las t  e G(K/E),

(<xo)x = ao.

Esto a su vez si y sólo si

a(oTo~l ) = a

para todas las a e £ ,  o eG(K/F) y 1 6 G(K/E). Pero esto significa que para todas 
las ceG (K /F) y t  e G(K/E), oxa~l deja fijo todo elemento de £, esto es,

(o x o 'x)eG(KIE).

Esta es precisamente la condición para que G(K/E) sea un subgrupo normal de 
G(K/F).

Falta mostrar que cuando £  es una extensión normal de F, 
G(E/F) cz G(K/F)/G(K/E). Para o e  G(K¡F), sea oE el automorfismo de £  inducido 
por o  (suponiendo que £  es una extensión normal de £). Así, oE e G(E¡F). La 
transformación <f>: G(K/F) -* G(E/F) dada por

o<l> =  oE

para o e G(K/F) es, obviamente, un homomorfismo. Por el teorema de la exten
sión de isomorfismos, todo automorfismo de £  que deje fijo F  puede extenderse a 
algún automorfismo de K, esto es, es t £ para alguna t  e G(K/F). Así, <f> es sobre 
G(E/F). Es claro que el kernel de <f> es G(K/E). Por tanto, por el teorema 
fundamental del isomorfismo, G(E/F) G(K/F)/G{K/E). Más aún, este isomor
fismo es el natural. ■ '
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Ejercicios------------------------;--------------------------------------------------------------

46.1 El campo K =  0(^/2, y¿3, es una extensión normal finita de Q. Llénense los . 
espacios en blanco. La notación es la del teorema 46.2.

a) [ * : Q ] =  . b) |Cí( AT/Q)¡ = .

O II d) £ X> II l

e) KQív/ó))^ =  . 0 0 01 y II

g) KQU/2 + v/6))/.| = . h) I*á| = -

46.2 Descríbase el grupo del polinomio (.v4 - - 1) e Q[.v] sobre Q.

463 Dése el orden y descríbase un generador del grupo G(CG(729)/CG(9)).

46.4 Dése un ejemplo de dos extensiones normales finitas K¡ y K2 del mismo campo £, 
tales que K¡ y K 2 no sean campos isomorfos pero G (K ¡/F )  — G(K2/F).

465 Sea K  el campo de descomposición de x3 — 2 sobre Q (remítase al ejemplo 42.2).

a) Descríbanse los seis elementos de G(K/Q), dando sus valores en ^/2 e i \ / 3. (Por el 
ejemplo 42.2, K  =  0 ( ^ 2 ,  \/3 ) .)

b) ¿A qué grupo de los ya vistos es isomorfo C?(AT/Q)?
c) Usando la notación dada en la respuesta de a) al final del libro, dense los diagramas

reticulares para los subcampos de A" y para los subgrupos de G(K¡Q), indicando los
campos intermedios y subgrupos correspondientes, como lo hicimos en la figura 46.1.

f46.6 Una extensión normal finita K  del campo F  es abeliana sobre F  si G(K/F) es un
grupo abeliano. Muéstrese que si K es abeliano sobre F y  E e s  una extensión normal de F, 
donde F  < E  < K, entonces K  es abeliano sobre E  y E  es abeliano sobre F.

46.7 ¿Falso o verdadero?

  a) Dos subgrupos diferentes de un grupo de Galois pueden tener el mismo campo
fijo.

  b) En la notación del teorema 46.2, si F  < E  < L  < K, entonces EX < LX.
  c) Si K  es una extensión normal finita de F, entonces K  es una extensión normal de

E, donde F  <, E  <, K.
  d) Si dos extensiones normales finitas E  y L  de un campo F  tienen grupos de

Galois isomorfos, entonces [£ :  £ ] =  [ L : F],
  e) Si £  es una extensión normal finita de F  y H  es un subgrupo normal de G(E/F),

entonces E H es una extensión normal de F.
 . i) Si £  es cualquier extensión simple normal finita de un campo F, entonces el

grupo de Galois G(E/F) es un grupo simple.
  g) Ningún grupo de Galois es simple.
  h) El grupo de Galois de una extensión finita de un campo finito, es abeliano.
_  i) Una extensión £  de grado 2 sobre un campo Fes siempre una extensión normal 

de F.
  j) Una extensión £  de grado 2 sobre un campo F  es siempre una extensión normal

de F  si la característica de F  no es 2.
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46.8 Sea K  una extensión normal finita de un campo F. Pruébese que para toda % e K  la 
norma de a sobre F  dada por ■

NniAfi = n  3í,t'a € G(K/F)

y la traza de a sobre F, dada por

Trttf(<x) =  X  atr’o e C(K/F)

son elementos de F.

46.9 Considérese K  =  0(^/2, v/3). Con referencia al ejercicio 4 6 .8 ,  calcúlese lo siguiente 
(véase el ejemplo 46.1).

a) N ^ J l )  b) NK,q( J 2 + v/3)

c) N ^ y /6 )  d) Nki(¿2)

e) 2) 0 T r ^ J l  + J 3)

g) TrKI(¿ J 6 )  h) TrKI(¿2)

46.10 Sea K una extensión normal de F y sea K =  /\a). Sea

írrfa, F) =  x" +  +  ••■ + + o0.

Con referencia al ejercicio 46.8, muéstrese que

a) n kiA a) =  (-l)"flo, b) TrKlf(a) = - a m- v

46.11 Descríbase el grupo del polinomio (x4 — Sx2 +  6) e Q [x] sobre Q.

46.12 Descríbase el grupo del polinomio (x3 — 1) € Q[x] sobre Q.

46.13 Sea f(x) e F[x~\ un polinomio de grado n tal que cada factor irreducible es separa
ble sobre F. Muéstrese que el orden del grupo de f(x) sobre F divide a ni.
46.14 Sea f(x) e  E[x] un polinomio tal que todo factor irreducible de / ( x) es un polino
mio separable sobre F. Muéstrese que el grupo de / ( x) sobre F puede considerarse de 
manera natural como un grupo de permutaciones de los ceros de f(x) en F.

46.15 Sea F un campo y sea £ una raíz R-ésima primitiva del unitario en F donde la 
característica de £  es 0 o no divide a n.
a) Muéstrese que £(£) es una extensión normal de F.
b) Muéstrese que G(F(Q/F) es abeliano. [Sugerencia: toda a e  G{F(Q/F) transforma a £ 

sobre algún C y está completamente determinada por este valor r.]

4.16 Una extensión normal finita K de un campo F es cíclica sobre F si G(K/F) es un 
grupo cíclico.

a) Muéstrese que si K es ciclico sobre F, y E es una extensión normal de F, donde 
F <, E <, K, entonces E es cíclico sobre F y K es cíclico sobre E.

b) Muéstrese que si K es cíclico sobre F, entonces existe precisamente un campo 
E, F < E <, K de grado d sobre F para cada divisor d de [K : £].
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46.17 Sea K  u n a  ex ten sió n  n o rm al Finita de  F.

a) P a ra  x e  K,  m uéstrese  que

/(.v) = n  <•'- -
i e G t  K / F )

está  en  /T\v].
b) C o n  referencia  a  a), m u éstrese  q u e / U )  es u n a  p o ten c ia  de  irr(a, F) y f ( x )  =  ir r tj . F) si 

y só lo  si £  =  F(x).

46.18 Sea K u n a  ex ten sió n  n o rm al fin ita  de  un cam p o  F  y sean  E y L extensiones de F 
c o n te n id as  en K, c o m o  se m u es tra  en  la figura  46.3. D escríbase  G{K/(E v  ¿ )}  en  térm inos 
d e  G(K/E) y G(K/L).

Figura 46.3

*46.19 C o n  referencia  a  la  s itu ac ió n  en el ejercicio 46.18, descríbase  G { K / ( E r \  L )} en 
té rm in o s de  G( K/ E)  y G(K¡L) .
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ilustraciones de la 
teoría de Galois

*47.1 FUNCIONES SIMETRICAS

Sea F u n  campo y sean _y,,. . ym n indeterminadas. Hay algunos automorfismos 
obvios de F(yi , . . y„) que dejan fijo F, a saber, aquellos definidos por permuta
ciones de {>>!, . . y„}. Para ser menos claro, pero más explícito, sea a una 
permutación de { 1 ,.. . ,  n), esto es, a e SK. Entonces, a da lugar a una transforma
ción natural a : F(yx, . . . ,  .y j -► F(yl, . . . ,  >0 dada por

f(yi, ■ • •. y») . f(y¡* ■ • yM) |
* * •* .Vil) £Íy ltf* • • •> yna)

para f ( y u . . yK), g(y¡, . . . ,  y„) e F [yx, . . . ,  y j  con g(yu . . . ,  yn) #  0. Es inme
diato que ct es un automorfismo de F\yu . . . ,  que deja fijo F. Los elementos 
de F(y¡ , . . . ,  yB) que quedaron fijos bajo todas las ¿r, para todas las a e  |SB, son 
aquellas funciones racionales que son simétricas en las indeterminadas y lt L. . ,  y H.

Definición Un elemento de F(y¡ , . . . ,  yn) es una función simétrica en 
y u . . . ,  ym sobre F  si queda fijo bajo todas las permutaciones de y ly . . , ,  y„ en 
el sentido recién explicado.

- Sea S „  el grupo de todos los automorfismos d para a e S„. Obviamente, S „  es 
un isomorfismo natural a S„. Sea K el subcampo de F[y{, . . . ,  y„) que es el campo 
fijo de S „ . Considérese el polinomio

f(x )  =  f í  (* -  y  ¡y,1=1
I
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este polinomio f(x )e (F (y l, . . ^„))[x] es un polinomio general de grado n. Sea ax 
la extensión de a, de manera natural, a • ■ •« j 'J jM ,  donde xax = x. Es
claro que ahora f(x )  queda fijo bajo cada transformación dx para a e S„, esto es,

0  ~  y¡) = ñ  -  >’<•«)•¡ = i ¡ = i

Así, los coeficientes de f(x )  están en K; son funciones simétricas en las y ¡ , . . . ,  yn. 
Como ilustración, nótese que el término constante de f(x )  es

el coeficiente de x? ~ 1 es —(y, +  y 2 +  • • • +  y„) y así sucesivamente. Estas son, de 
manera obvia, funciones simétricas en y x, . . . ,  y„.

Definición L a  i-ésima fu nción  sim étrica elem ental en y ^ . . . ,  y„ es
s¡ = (— 1 )‘a¡, donde a¡ es el coeficiente de x"~‘ en el polinomio general
n U i i x - y J .

Así, la primera función simétrica elemental en y l f yn es

s, =  y¡ + y  2 + ■ ■ ■ + y„,

la segunda es s2 =  y ^ i  +  y iy 3 +  ■ • ■ +  y„~ iy„ y así sucesivamente, y la n-ésima 
es s„ = y¡y2 --yñ.

Considérese el campo E  =  F(sl , . . . ,  s„). Es claro que E < K, donde K  es el 
campo de todas las funciones simétricas en y u . . . ,  y„ sobre F. Pero E(_Vj,. . . ,  y„) 
es una extensión normal finita de E, a saber, el campo de descomposición de

m  =  f l  (x -  y,)
í= 1

sobre E. Como el grado de f(x )  es /i, tenemos en seguida que

[Ety-j,. . . ,  y ,) :£ ]  <, n\

(véase el ejercicio 42.2). Sin embargo, como K  es el campo fijo de S„ y

15.1 =  IS.I =  »!,

tenemos además

/i! < yK) ■ a:} < [ P t j ! , . . . ,  yK) : K],
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Por tanto,

»'■ < [E( v, .K] < [E h ,, . .> ■ „ ) :£ ]  < n\,

de modo que

K =  E.

Entonces, todo el grupo de Galois de /"(v,, . . > ’„) sobre E  es 5¡„. El hecho de que 
K = E, muestra que toda función simétrica puede expresarse como función racio
nal de las funciones simétricas elementales j , ,  . .., s„. Resumimos estos resultados 
en un teorema.

Teorema 47.1 Sean s x, . . . ,  sn las funciones simétricas elementales en las 
indeterminadas y x, . . j„. Entonces, toda función simétrica de y l, . . . ,  y„ so
bre E es una función racional de las funciones simétricas elementales. Además, 
F(yx, . . > ' „ )  es una extensión normal finita de grado ni de F(sx, . . . ,  sn), y  el 
grupo de Galois de esta extensión es naturalmente isomorfo a S„.

En vista del teorema de Cayley, podemos deducir del teorema 47.1, que 
cualquier grupo finito puede presentarse como un grupo de Galois (salvo isomor
fismo). (Véase el ejercicio 47.13.)

*47.2 EJEMPLOS

Demos ahora el ejemplo prometido de una extensión normal finita que tenga 
grupo de Galois cuyo retículo de subgrupos no se vea como su propia invertida.

Ejemplo 47.1 Considérese el campo de descomposición en C de x* — 2 sobre Q. 
Ahora, por el criterio de Eisenstein con p  =  2, x* — 2 es irreducible sobre Q. Sea 
a = el número real positivo que es cero de x* — 2. Entonces, los cuatro ceros 
de x* — 2 en C son, obviamente, a, —a, ix y — ia, donde i es el cero usual de 
x2 +  1 en C. El campo de descomposición K  de x* — 2 sobre Q contiene, así, 
(<a)/a =  /. Como a es un número real, Q(a) <  R, de modo que Q(ot) K. Sin 
embargo, como Q(a, i) contiene a todos los ceros de x4 — 2, vemos que 
Q(a, i) =  K. Al hacer que E  =  Q(a) tenemos el diagrama de la figura 47.1.

Ahora, {1, a, a2, a3} es una base para E  sobre Q y {1, /} es una base para K  
sobre E. Así,

{1, a, a2, a3, i, ix, ix2, /a3}

es una base para K  sobre Q. Como [ÁT: Q] =  8, debemos tener |C(AT/Q)| =  8, de 
modo que necesitamos encontrar ocho automorfismos de K  que dejen fijo Q.
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E=QM

Q

Figura 47.1

Sabemos que cualquiera de dichos automorfismos a está completamente determi
nado por sus valores en los elementos de la base {1, ot, ot2, a3, /, iot, iot2, iot3} y, a 
su vez, estos valores están determinados por ota e ia. Pero ota debe ser siempre 
conjugado de a sobre Q, esto es, uno de los cuatro ceros de i rija, Q) = x* — 2. 
Asi mismo, ia debe ser un cero de irr(/, Q) =  x 1 + 1. Así, las cuatro posibilidades 
para a, a combinadas con las dos posibilidades de ia deben dar los ocho auto
morfismos. Describimos esto en la tabla 47.1

Tabla 47.1

Po Pi P i P$ Pi ¿ i  ¡ P i *2

a a ict —  a —  ict a ict i —  a — ict

/ i i i —  i —  / I — i —  i

Por ejemplo, otp3 = — iote ip3 =  /, mientras que p0 es el automorfismo identidad. 
Ahora,

a(PiPi) = (<*Pi)Pi =  (í«)Pi = (¿PiMaPi) = 

y, de manera análoga,

KpiHi) =  - i ,

de modo que p ,p , =  ó2- Un cálculo análogo muestra que

a(PiPi) =  y ¡(PiPi) =  - i -

Así, P ip! = <5j, de modo que p lp l /  PiPi y G(K/Q) no es abeliano. Por tanto, 
G(K/Q) debe ser isomorfo a uno de los dos grupos no abelianos de orden 8 
descritos en el ejemplo 22.5. Calculando a partir de la tabla 47.1, vemos que p, es 
de orden 4, p t es de orden 2, {p¡, p t } genera GjAT/Q) y Pip¡ =  p?pt = d3. Así, 
G(K!Q) es isomorfo al grupo (7, del ejemplo 22.5, el grupo octal. Escogemos la
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notación para los elementos de G(K/Q) de modo que su tabla de grupo coincidie
ra con la tabla para el grupo octal en la tabla 4.2. El retículo de los subgrupos H¡ 
de G(K/Q) está dado en la figura 4.7. Lo repetimos aquí, en la figura 47.2 y damos 
además el retículo correspondiente de los campos intermedios entre Q y K. Hsto, 
finalmente, es una bella ilustración de que un retículo es la inversión del otro.

G(K/Q)

Q = Kg(k/Q)
(b)

Rg. 47.2 (a) Diagrama reticular de grupos, (b) Diagrama reticular de camdos.

A veces requiere un poco de ingenio determinar los campos fijos KUi. Ilustre
mos. Encontrar es fácil, pues sólo tenemos que encontrar una extensión de Q 
de grado 2 que quede fija bajo {p0, p ,, p2, p3}. Como todos los p} dejan fijo i, 
claramente Q(i) es el campo que buscamos. Para encontrar KHa, tenemos que 
encontrar una extensión de Q de grado 4 que quede fija bajo p0 y p¡. Como pj 
deja fija a y a es un cero de irr(a, Q) =  x* — 2, vemos que Q(a) es de grado 4 
sobre Q y queda fijo bajo {p0, p ¡}. Por la teoría de Galois, es el único de dichos 
campos. Aqui usamos fuertemente la correspondencia uno a uno dada por la 
teoría de Galois. Si encontramos un campo que satisfaga las condiciones, ése es el 
que buscamos. Encontrar KHl requiere más habilidad. Como H n =  {p0, } es
un grupo, para cualquier f ie K  vemos que j3p0 + queda fijo bajo p0 y ¿j.
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Tomando p = a vemos que ap0 +  a¿, =  a +  ia queda fijo bajo Hn. Podemos 
verificar y ver que p0 y son los únicos automorfismos que dejan fijo a +  ia. 
Así, por la correspondencia uno a uno, debemos tener

Oía +  ia) =  QÍ*/2 +  « V 2) =  tf„7.

Supóngase que deseamos encontrar irr(a +  /a, Q). Si y =  a +  ia, entonces 
para todo conjugado de y sobre Q existe un automorfismo de K  que transforma y 
en ese conjugado. Sólo necesitamos calcular los distintos valores ya para 
aeG(KjQ) para encontrar los otros ceros de irr(y, Q). Por el teorema 46.1 se 
pueden encontrar elementos a de G(K/Q) que den estos valores diferentes, si se 
toma un conjunto de representantes de las clases laterales derechas de G(K/Q(y)) = 
=  {Po> <M en G(KIQ). Un conjunto de representantes de estas clases laterales 
derechas es

{PO’ P i> Pi< ^ 3 }-

Los conjugados de y — a + ia son, entonces, a +  ia, ia — a, —a — ia y — ia + a. 
De aquí,

irr(y, Q) =  [(x -  (a +  ia))(x -  (ia -  a))] •
• [(x -  ( - a  -  ia))(x -  ( - i a  +  a))]

= (x2 — 2 fax — 2a2)(x2 + 2 iax — 2a2)
= x4 + 4a4 =  x4 +  8. ■

Hemos visto ejemplos en los cuales el campo de descomposición de una cuártica 
(polinomio de grado 4) sobre un campo F  es una extensión de F  de grado 8 
(ejemplo 47.1) y de grado 24 (teorema 47.1 con n = 4). El grado de una extensión 
de un campo F  que es un campo de descomposición de una cuártica sobre F, 
claramente debe dividir siempre a4 ! =  24. Claro que el campo de descomposi
ción de (x — 2)4 sobre Q es Q, una extensión de grado 1 y el campo de descom
posición de (x2 — 2)2 sobre Q es 0(^/2), una extensión de grado 2. Nuestro 
último ejemplo dará una extensión de grado 4 para el campo de descomposición 
de una cuártica.

Ejemplo 472  Considérese el campo de descomposición de x4 + 1 sobre Q. Por* 
el teorema 31.3, podemos mostrar que x4 +  1 es irreducible sobre Q, argumen
tando que no se factoriza en Z[x]. Esto es fácil de mostrar (véase el ejercicio 
47.1). Puede verificarse fácilmente, mediante cálculos, que los ceros de x4 +  1 son 
(1 ±  0 /\/2  y ( - 1  ±  0/\/2- Al calcular vemos que si

1 +  i a =  —  
v/2
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entonces

3  - 1 + 1  s  - 1 - i  7  1a = ------ —- a = - — =— y a =
7 ¿  7 2  J 7 2

(Estos hechos, «sacados de la manga», se cubren en las primeras semanas de un 
curso de funciones de variable compleja, o pueden deducirse del siguiente capítu
lo.) Así, el campo de descomposición K  de x* + 1 sobre Q es Q(a) y [A?: Q] — 4. 
Calculemos G(K/Q) y demos los diagramas reticulares de los grupos y de los 
campos. Como existen automorfismos de K  que transforman a sobre cada conju
gado de a, y como un automorfismo a de Q(a) está por completo determinado 
por aa, vemos que los cuatro elementos de G(K/Q) están definidos por la tabla 
47.2. Como

a(<r/rk) =  <x¡ok = (ctaky = {aky  = <xik 

Tabla 47.2

Os

a -* a a3 a5 a7

y a8 =  1, vemos que G{K/Q) es isomorfo al grupo {1, 3, 5, 7} bajo la multiplica
ción módulo 8. Este es el grupo G8 del teorema 24.7. Como aj =  <r,, la identidad, 
para todas las j, G(K¡Q) debe ser isomorfo al 4-grupo de Klein. Los diagramas 
reticulares están dados en la figura 47.3.

G(*/Q)

(b)

Hg. 47.3 (a) Diagrama reticular de grupos? (P) Diagrama reticular de campos.
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Para encontrar sólo es necesario encontrar un elemento de K que no
esté en Q y quede fijo bajo {ox, <r3}, pues ajl: Q] =  2. Claramente, 
affj + ao3 queda fijo bajo o, y bajo <r3, pues {o,, <t3} es un grupo. Tenemos

ao, + a<r3 = a  + a3 = /x 2 .

De manera análoga,

ao, + a<r7 = a + a7 = v/2

queda fijo bajo {<r1( o-,}. Esta técnica no es útil para encontrar £ (ai ffj), pues

a<r, -I- a<r5 = a + a5 = 0,

y 0 e Q. Pero, por un razonamiento análogo, (xo^aoj) queda fijo bajo ox y bajo 
y

(ao-jJíao-j) = aa5 = - i .

Así, Q( — /') =  Q(0 es el campo que buscamos. ■

Ejercidos--------------------------------------------------------------------------------------

*47.1 Muéstrese que x* +  1 es irreducible en Q[.r], según se afirmó en el ejemplo 47.2.
*47.2 Verifiqúese que los campos intermedios dados en el diagrama reticular de campos, 
en la figura 47.3, son los correctos. (Algunos se verificaron en el texto. Verifiqúese el resto.)

*473 Para cada campo en el diagrama reticular de campos en la figura 47.2, encuéntrese 
un elemento primitivo que genere el campo sobre Q (véase el teorema 43.6) y dése su 
polinomio irreducible sobre Q.

*47.4 Sea £ una raíz quinta primitiva del unitario en C.

a) Muéstrese que Q(£) es el campo de descomposición de x5 — 1 sobre Q.
b) Muéstrese que todo automorfismo de K =  Q(£) transforma £ sobre alguna potencia £' 

de £.
c) Usando b), descríbanse los elementos de G(K Q).
d) Dense los diagramas reticulares de grupo y de campo para Q(£) sobre Q, calculando el 

campo intermedio como lo hicimos en los ejemplos 47.1 y 47.2.

*473 Descríbase el grupo del polinomio (x5 — 2l€(Q(£))[x] sobre Q(£) donde £ es una 
raíz quinta primitiva del unitario.

*47.6 Repítase el ejercicio 47.4 para £ una raiz séptima primitiva del unitario en C. 

*47.7 Descríbase, de la manera más fácil posible, el grupo del polinomio

( x 8 -  l ) e Q [ x ]

sobre Q. ~
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*47.8 Encuéntrese el campo de descomposición K en C del polinomio (jc4 — 4x2 — 
-  l)eQ [jc]. Calcúlese el grupo del polinomio sobre Q y exhíbase la correspondencia 
entre los subgrupos de G(KjQ) y los campos intermedios. En otras palabras, hágase todo 
el trabajo.

*47.9 Exprésese cada una de las siguientes funciones simétricas en y,, y2, y3 sobre Q 
como una función racional de las funciones elementales simétricas 5,, s2, s}.

a) y \ + y \ + _>i
b) iy¡ -  _>’2)20 'i -  y¡)2(y2 -  ^ l 2
c) * + * + * + * + * + *  

y  2 y  i y  3 y ¡  y  3 y  2

*40.10 Sean a,, a2, a3 ceros en C del polinomio

(jc3 - 4 jc 2 + 6x -  2) e Q[x].

Encuéntrese el polinomio que tenga como ceros precisamente a:

a) a¡ + a2 + a3
b) af, a |, a3
c) (a, -  a2)2, (a, -  a3)2, (a2 -  a3)2

*47.1! Sea f(x)e  /^[x] un polinomio mónico de grado n con todos sus factores irreduci
bles separables sobre F. Sea K <. F el campo de descomposición de f(x) sobre F, y 
supóngase que/ ( jc) se factoríza en Af[x] en

fl (x -  <*,)•i* 1

Sea

At/) = n  -  «>);i < Í

el producto (A(/))2 es el discriminante de f(x).
a) Muéstrese que A(/j =  0 si y sólo si / ( jc) tiene como factor el cuadrado de algún 

polinomio irreducible en fl* ]-
b) Muéstrese que (A(/))2 e F.
c) G(K/F) puede considerarse un subgrupo de S„ donde Sm es el grupo de todas las 

permutaciones de {a, | i =  1 , . . . ,  n}. Muéstrese que G(K¡F), considerado de esta ma
nera, es un subgrupo de Ám el grupo formado por todas las permutaciones pares de 
{a, | i =  1 , . . . ,  n} si y sólo si A (/)e  F.

*47.12 Un elemento de C es un entero algebraico si es un cero de algún polinomio mónico 
en Z[jc]. Muéstrese que el conjunto de todos los enteros algebraicos forma un subanillo 
deC .

*47.13 Muéstrese que todo grupo finito es isomorfo a algún grupo de Galois Gl 
para alguna extensión normal finita K de algún campo F.
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Extensiones 
ciclotómicas

*48.1 EL GRUPO DE GALOIS 
DE UNA EXTENSION CICLOTOMICA

Esta sección trata de las extensiones de un campo F, obtenido mediante la 
agregación a F  de algunas raices del unitario. En el capitulo 45 se cubrió el caso 
de un campo finito F, de modo que trataremos principalmente el caso donde F es 
infinito.

Definición El campo de descomposición de jc” — l sobre F  es la n-ésima
extensión ciclotómica de F.

Supóngase que Fes cualquier campo y considérese (*" — 1)e /"I*]. Como en 
la demostración del lema 45.1, vemos, por división, que si a es un cero de x? — 1 
y =  (*" — 1 )/(jc — a), entonces g(a) =  (n • l)(l/a) /  0, siempre que la caracte
rística de F  no divida n. Por tanto, bajo esta condición, el campo de descomposi
ción de x" -  1 es separable y, en consecuencia, es una extensión normal de F.

Supóngase, de ahora en adelante, que así sucede, y sea K  el campo de 
descomposición de x" — 1 sobre F. Entonces x" — 1 tiene n ceros distintos en K  y, 
por el teorema 45.3, forman un grupo ciclico de orden n bajo la multiplicación de 
campo. Vimos en el corolario del teorema 6.4 que un grupo cíclico de orden n 
tiene q>(n) generadores, donde <p es la función ñ de Euler, presentada antes del 
teorema 24.8. En esta situación, estos (p(n) generadores son exactamente las raices 
n-ésimas primitivas del unitario.

Definición El polinomio
y (" )

<*>..(*) =  T i ( * '-  a¡)’1= I
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donde las a, son las ralees n-ésimas primitivas del unitario en F, es el n-ésimo 
polinomio ciclotómico sobre F. .

Como un automorfismo del grupo de Galois G(K¡F) debe permutar las 
raíces n-ésimas primitivas del unitario, vemos que $„(*) queda fijo bajo todo 
elemento de G{K/F) considerado como extendido de manera natural hasta AX-x], 
Así, e /X-v]. En particular, para F = Q, <D„(x) e Q[x] y es un divisor de 
jc" — 1. Así, sobre Q, debemos tener en realidad, por el teorema 31.3, que 

e Z[x]. Hemos visto en el corolario del teorema 31.4, que <J>p(x) es irreduci
ble sobre Q. Mientras que <l>B(je) no necesariamente es irreducible en el caso de los 
campos Z^; se puede mostrar que sobre Q, 0„(x) es irreducible.

Limitemos ahora nuestro análisis a la característica 0, en particular, a sub- 
campos de los números complejos. Sea i el cero complejo usual de x 2 + 1. 
Usando identidades trigonométricas, el estudiante puede verificar formalmente 
que

(eos 0, + i sen 0,)(cos 02 + i sen 02) = eos (0, + 02) + i sen (0, + 02). 

Entonces es inmediato, por inducción, que

de modo que eos (2n/n) -1- i sen (2n/n) es una raiz n-ésima del unitario. La figura 
48.1 puede ayudar a visualizar todo esto. Es bastante obvio, a partir de la figu-

(cos 0 + i sen 0)" =  eos n6 -I- i sen n6. 

En particular, si 0 = 2n/n, tenemos que

eos 6 + i sen 6

eos 6

Figura 48.1
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ra, que el menor entero m tal que ((eos 2n/n) + i sen (27t/n))m = l es n. Así, 
eos (2n/n) + i sen (2n/n) es una raíz n-ésima primitiva del unitario, un cero de -

0>n(.v)eQ[.v].

Ejemplo 48.1 Una raíz octava primitiva del unitario en C es

2n . 2n £ = eos —- + / sen —
o o

n n
= eos — I- / sen —

4 4

_  1 . 1 _  1 +  7

“ v U ' y r v r

Por la teoría de los grupos ciclicos, en particular por el corolario del teorema 6.4, 
todas las raíces octavas primitivas en Q son £, £3, £s y £7, de modo que

* ¿ X) =  (.v -  e x *  -  e3x *  -  £ 5x *  -  ñ -
Los estudiantes pueden obtener directamente de esta expresión que Og(je) = 
=  .v4 + 1 (véase el ejercicio 48.1). Compárese esto con el ejemplo 47.2. ■

Restrinjamos nuestro trabajo a F  =  Q y supongamos, sin demostración, que 
®„(.y) es irreducible sobre Q. Sea

„ 2n 2n
£ = eo s  b / sen — >

n n

de modo que £ es una raíz «-¿sima primitiva del unitario. Nótese que £ es un
generador del grupo cíclico multiplicativo de orden n formado por todas las
raíces n-ésimas del unitario. Todas las raices n-ésimas primitivas del unitario, esto 
es, todos los generadores de este grupo son de la forma £" para 1 < m <, n y m 
primo relativo con n. El campo Q(£) es el campo de descomposición de .y "  —  1 

sobre Q. Sea K  =  Q(£). Si £" es otra raiz n-ésima primitiva del unitario, entonces, 
como £ y £" son conjugados sobre Q, existe un automorfismo tm en G(K/Q) que 
transforma £ en £". Sea xr el automorfismo análogo en G(K¡Q) correspondiente a 
la raiz n-ésima primitiva del unitario £r. Entonces

£ ( v r j  =  (£r)rm =  (£ tmr  =  (£mr  =  £rm-

Esto muestra que el grupo de Galois G(K/Q) es isomorfo al grupo G„ del teorema 
24.7, formado por los elementos de Z„ primos relativos con n bajo la multiplica
ción módulo n. Este grupo tiene <p(n) elementos y es, por supuesto, abeliano.
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Este material es fácil. En el texto y en los ejercicios han aparecido varias 
veces casos particulares. Por ejemplo, a del ejemplo 47.2 es una raíz octava 
primitiva del unitario, y en ese ejemplo hicimos razonamientos idénticos a los 
dados aqui. Resumiremos estos resultados en un teorema.

Teorema 48.1 El grupo de Galois de la n-ésima extensión ciclotómica de Q 
tiene (p(n) elementos y es isomorfo al grupo formado por los enteros positivos 
menores que n y  primos relativos con n bajo la multiplicación módulo n.

Ejemplo 48.2 El ejemplo 47.2 ilustra este teorema, pues es fácil ver que el campo 
de descomposición de x 4 + l es igual al campo de descomposición de x 8 — 1 
sobre Q. Esto se sigue del hecho de que d>8(x ) = x 4 + 1 (véanse el ejemplo 48.1 y 
el ejercicio 48.1). ■

Corolario El grupo de Galois de la p-ésima extensión ciclotómica de Q para 
un primo p es cíclico de orden p — 1.

i

Demostración Por el teorema 48.1, el grupo de Galois de la p-ésima extensión 
ciclotómica de Q tiene <p(p) = p — 1 elementos y es isomorfo al grupo de enteros 
positivos menores que p y primos relativos con p  bajo la multiplicación módulo 
p. Este es, exactamente, el grupo multiplicativo <ZP*, ■> de elementos distintos de 
cero del campo Z p bajo la multiplicación de campo. Por el corolario 1 del 
teorema 45.3, este grupo es ciclico. ■

*48.2 POLIGONOS CONSTRUIBLES

Concluimos con una aplicación para determinar cuáles n-gonos regulares son 
construibles con regla y compás. Vimos en el capitulo 39 que el n-gono regular es 
construible si y sólo si eos (2n/n) es un número real construible. Sea ahora

_ 2n 2n
C =  e o s  1- i sen —  •

n n

Entonces,

1 2n 2%
-  =  e o s  / sen — >
C n n

para

(  2n . 2 n \ (  2tt 2 n \  ,  2rt . 2n
e o s  1- / sen —  e o s  /sen  —  I =  eos —  + sen4 —  = 1 .

\  n n J \  n n f  n n
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Pero entonces,

r i  1 o 2n C + -  =  2 eos — •
<, n

Así, el corolario del teorema 39.2 muestra que el n-gono regular es construible 
sólo si C + 1/í genera una extensión de Q de grado una potencia de 2.

Si K  es el campo de descomposición de x" — 1 sobre Q, entonces [AT: Q] = 
= cp(n), por el teorema 48.1. Si a e G(K/Q) y (<r = ( r, entonces

í + í ) * - í '  + í  _

(  2nr 2 n r \ (  2nr 2 nr
— e o s  1- i sen —  + e o s  i sen —

\  n n j  \  n n

~ 27ir=  2 eos — • 
n

Pero para 1 < r < n tenemos 2 eos (2jrr/n) =  2 eos (2n/n) sólo en el caso de que 
r — n — 1. Así, los únicos elementos de G(K/Q) que llevan a ( + l/(  sobre sí 
mismo son el automorfismo identidad y el automorfismo r, con (r = 1 = l/(.
Esto muestra que el subgrupo de G(K/Q) que deja fijo Q(( + 1/0, es de orden 2, 
de modo que, por la teoría de Galois,

De aquí que el n-gono regular es construible sólo si <p(n)/2, y  por tanto también <p(n), 
es una potencia de 2.

Se puede mostrar, mediante argumentos elementales en teoría de números, 
que si

n = TpV  • •A5',

donde las p¡ son primos impares distintos que dividen a n, entonces

cp{n) =  2V~ ‘p /1 _ 1 •' • P,*~l(Pi ~  1) • ’ • (P, -  !)• [48.1]

Si cp(n) es una potencia de 2, entonces todo primo impar que divida n debe 
aparecer sólo a la primera potencia y debe ser uno más que una potencia de 2. 
Así, debemos tener que cada

Pt =  2" +  1

para alguna m. Como — 1 es un cero de x9 + 1 para q un primo impar, x  + 1 
divide x* + 1 para <? un primo impar. Así, si m = qu, donde q es un primo impar,
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entonces 2m + 1 =  Qu)q + 1 es divisible entre 2“ +  1. Por tanto, para que 
p¡ = 2m +  1 sea primo, debe tenerse que m sea divisible sólo-entre 2, de modo que 
p¡ tiene que ser de la forma

Pi = 2<2k> +  1,

un primo de Fermat. Fermat conjeturó que estos números 2<2‘‘l +  1 eran primos 
para todos los enteros k  no negativos. Euler mostró que mientras k = 0, 1, 2, 3 
y 4 dan los primos 3, 5, 17, 257 y 65 537, para k = 5 encontramos que 2(25) + 1 
es divisible entre 641. Se ha mostrado que para 5 £  k  ^  16, todos los números 
212"’ +  1 son compuestos. El caso k = 17 no se ha resuelto, al menos hasta que 
este libro fue a la imprenta. No se sabe si el número de primos de Fermat es finito 
o infinito.

Hemos demostrado, entonces, que los únicos n-gonos regulares que pueden 
construirse son aquéllos en que los primos impares que dividen n son primos de 
Fermat cuyo cuadrado no divide n. En particular, los únicos p-gonos regulares 
que pueden ser construibles para p  primo mayor que 2, son aquéllos donde p  es 
un primo de Fermat.

Ejemplo 483 El 7-gono regular no es construible, pues 7 no es un primo de 
Fermat. Análogamente, el 18-gono regular no es construible, pues aunque 3 es un 
primo de Fermat, su cuadrado divide al 18. ■

Es un hecho, que se demostrará ahora, que todos estos n-gonos regulares que son 
candidatos a ser construibles, en efecto, son construibles. Sea nuevamente £ la 
raíz n-ésima primitiva del unitario eos (2n/n) + i sen (2n/n). Vimos antes que

-> 2lt  r 12 eos —  = £ + - ,  
n £

y que

Supóngase ahora que (p(n) es una potencia 21 de 2. Sea E  =  Q(£ +  l/£). Vimos 
antes que Q(£ + 1/0 es el subcampo de K  =  Q(£) que queda fijo bajo / / ,  =  {i, t} 
donde i es el elemento identidad de G(K¡Q) y =  1/0 Por la teoría de Sylow, 
existen subgrupos adicionales H¡ de orden 2) de G(Q(Í)/Q) para j  =  0, 2, 3 , . . . ,  s 
tales que

{/} = H0 <  H l <  • • • < H, = G(Q(C)/Q).

Por la teoría de Galois,

Q = KH'<  Kh ¡ < ••• <  KHl =  q ( í  + 0 .
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y ÍKHj- ,: KffJ =  2. Nótese que (£ + l/£)e R, de modo que Q({ + l/£) < R. Si 
KHj-, = R a fa l  entonces cl¡ es un cero de algún (a¡x2 +  b¡x +  c¡)g KH)[x\. Por 
la «fórmula cuadrática» conocida, tenemos

~  KUj(yjbj — 4 OjCj).

Como se vio en el capítulo 39 que la construcción de raíces cuadradas de 
números construibles positivos puede realizarse mediante regla y compás, se sabe 
que todo elemento en Q(£ + l/£), en particular, eos (2n/n), es construible. De aquí 
que los n-gonos regulares donde (pin) es una potencia de 2, son construibles. 

Resumamos el trabajo de este párrafo en un teorema.

Teorema 48.2 El n-gono regular es construible con regla y  compás si y  sólo si 
todos los primos impares que dividen n son primos de Fermat cuyo cuadrado no 
divide n.

Ejemplo 48.4 El 60-gono regular es construible, ya que 60 = (22)(3)(5) y 3 y 5 
son ambos primos de Fermat.

Ejercidos---------------------------------------------------------------------------------------

*48.1 Con referencia al ejemplo 48.1, complétense los cálculos indicados para mostrar 
que 4>8(jc) = x* +  1. [Sugerencia: calcúlese el producto en términos de £ y después úsese el 
hecho de que £8 = 1 y £4 =  — 1 para simplificar los coeficientes.]

*48.2 Clasifiquese el grupo del polinomio (xzo — l)eQ [jc] sobre Q de acuerdo con el 
teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados. [Sugerencia: úsese el 
teorema 48.1.]

*483 Usese la fórmula para <p(n) en términos de la factorización de n como se dio en la 
ecuación [48.1] de la sección 48.2, para calcular lo siguiente:

a) <*>(60) b) <*>(1000) c) <*>(8100)

*4fL4 Dense los primeros 30 valores de n ¿  3 para los cuales el n-gono regular es 
construible con regla y compás.

t#483 Muéstrese que si F es un campo de característica que no divide n, entonces,

Jf -  1 =  n
d | n

en F[jc], donde el producto es sobre todos los divisores d de n.

*48.6 Encuéntrese el polinomio ciclotómico <b„(j:) sobre Q para n = 1, 2, 3, 4, 5 y 6. 
[Sugerencia: úsese el ejercicio 48.5.]

*48.7 ¿Falso o verdadero?

  a) es irreducible sobre todo campo de característica 0.
  b) Todo cero en C de 4>,(x) es una raíz n-ésima primitiva def unitario.



  c) El grupo de <¡>«(jc) e Q[.r] sobre Q tiene orden n.
  d) El grupo de 4>„(jc) e Q[jc] sobre Q es abeliano.
  e) El grupo de Galois del campo de descomposición de 4>,(ir) sobre Q tiene orden

<p(n).
  0 El 25-gono regular es construible con regla y compás.
  g) El 17-gono regular es construible con regla y compás.
  h) Para un primo p, el p-gono regular es construible si y sólo si p es un primo de

Fermat.
  i) Todos los enteros de la forma 2(2k) + 1 para enteros no negativos k son primos

de Fermat.
  j) Todos los primos de Fermat son números de la forma 2<2‘') + 1 para enteros no

negativos k.
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esiva-*48.8 Encuéntrese el menor ángulo de grado entero, esto es, 1°, 2°, 3° y así suce 
mente, construible con regla y compás. [Sugerencia: construir un ángulo de 1° equivale a 
construir el 360-gono regular, y asi sucesivamente.]

*48.9 Sea K el campo de descomposición de x 12 — 1 sobre Q.
a) Encuéntrese [K : Q],

*/Q)b) Muéstrese que para a e G(K/Q), a2 es el automorfismo identidad. Clasifíquese G( 
de acuerdo con el teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente genera
dos.

*48.10 Encuéntrese 4>3(jc) sobre Z2. Encuéntrese d>8(x) sobre Z3.
*48.11 ¿Cuántos elementos hay en el campo de descomposición de x6 — 1 sobre Z3?
*48.12 Encuéntrese d>, 2(jc) en Q[jc]. [Sugerencia: úsense los ejercicios 48.5 y 48.6.1]

*48.13 Muéstrese que en Q[jc], <b2„(jc) = 4>„(— x) para enteros impares n > 1. [Sugeren
cia: úsese el ejercicio 48.5 y la factorización x 2" — 1 =  — (jc" —  1)((— jc)" — 1). Procédase 
por inducción.]
*48.14 Sean n,me  Z + primos relativos. Muéstrese que el campo de descomposición en C 
de x”m — 1 sobre Q es el mismo que el campo de descomposición en C de (jc" —  l ) ( x "  — 1) 
sobre Q.
*48.15 Sean n, me  Z + primos relativos. Muéstrese que el grupo de (x'"" — 1)€ Q[x] 
sobre Q es isomorfo al producto directo de los grupos de (jc" — 1) e Q[x] y de 
(x" — 1) e Q [jc ] sobre Q. [Sugerencia: úsese la teoría de Galois y  muéstrese que los grupos 
de jc"  — 1 y  jc" — 1 pueden ambos considerarse subgrupos del grupo jc"" — 1. Después, 
úsese el teorema 8.6.]



[4451

insolubilidad 
de la quíntíca

4 9 .1  EL PROBLEMA

Ya se conoce el hecho de que un polinomio cuadrático f(x )  =  ax2 + bx + c, 
a #  0, con coeficientes reales, tiene como ceros en C a (— b ±  ^Jb1 — Aac)/la. En 
realidad, esto es cierto para f(x )  e donde Fes cualquier campo de caracterís
tica # 2  y los ceros están en F. En el ejercicio 49.1 se pide mostrarlo. Así, por 
ejemplo, {x2 +  2x +  3) 6 Q[x] tiene sus ceros en Q (^ /—2). Uno se pregunta si los 
ceros de un polinomio cúbico sobre Q también pueden expresarse siempre en 
términos de radicales. La respuesta es si y, en efecto, incluso los ceros de un 
polinomio de grado 4 sobre Q pueden expresarse en términos de radicales. 
Después de que los matemáticos trataron por años de encontrar la «fórmula 
radical» para los ceros de un polinomio de grado 5, fue un triunfo cuando Abel 
probó que una quíntica no necesariamente es soluble por radicales. Nuestra 
primera tarea será describir de manera precisa lo que esto significa. Al lector le 
encantará ver que una gran cantidad del álgebra que hemos desarrollado se usa 
en el análisis que presentamos a continuación.

49.2  EXTENSIONES POR RADICALES

Definición Una extensión K  de un campo F  es una extensión de F por 
radicales si existen elementos au . . . ,  are K  y enteros positivos n „ . . . ,  nr 
tales que K  =  F\oi2, . . . ,  ar), a¡" e F y  a f 'e f f a , , . . . ,  a¡_,) para 1 <  t' <  r. Un 
polinomio f(x )  e F[x] es soluble por radicales sobre F  si el campo de descom
posición E  de f(x )  sobre F  está contenido en una extensión de F por 
radicales.
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Entonces, un poIinomio/(x)e E[;c] es soluble por radicales sobre F si pode
mos obtener todo cero de f{ x ) usando una sucesión finita de operaciones de 
suma, resta, multiplicación, división y extracción de raíces «¡-ésimas, comenzando 
con elementos de F. Ahora bien, decir que la quintica no es soluble en el caso 
clásico, esto es, característica 0, no es decir que ninguna quintica es soluble, como 
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 49.1 El polinomio .x5 — 1 es soluble por radicales sobre Q. El campo 
de descomposición K de .v5 — 1 está generado sobre Q por una raíz quinta 
primitiva £ del unitario. Entonces, £5 = 1 y K = Q(£). De manera análoga,
.v5 — 2 es soluble por radicales sobre Q, pues su campo de descomposición sobre - 
Q está generado por y £, donde ^/2 es el cero real de x 5 — 2. ■

Decir que la quintica es insoluble en el caso clásico, significa que existe algún 
polinomio de grado 5, con coeficientes reales, que no es soluble por radicales. 
Mostraremos esto. En este capitulo supondremos que todos los campos menciona
dos tienen característica 0.

El esbozo del argumento es muy fácil de dar y vale la pena tratar de recor
darlo.

1 Mostraremos que un polinomio f(x )  e /-'[jc] es soluble por radicales sobre F (si 
y) sólo si su campo de descomposición E sobre F tiene un grupo de Galois 
soluble. Recuérdese que un grupo soluble es aquél que tiene una serie de 
composición con coeficientes abelianos. Aunque este teorema vaya en los dos 
sentidos, no probaremos la parte «si». —....

2 Mostraremos que existe un subcampo F de los números reales y~unj>o!inomio 
f(x) e F[.x] de grado 5 con un campo de descomposición E  sobre F tal qxre - 
G{E/F) ~  S5, el grupo simétrico en 5 letras. Recuérdese que una serie de 
composición para S5 es {/} < A s < S 5. Como A¡ no es abeliano, habremos 
terminado.

El lema siguiente hace la mayor parte del trabajo para el paso 1.

Lema 49.1 Sea F  un campo de característica 0 y  sea a e F . Si K  es el campo 
de descomposición de x" — a sobre F, entonces G(K/F) es un grupo soluble.

Demostración Supóngase primero que F  contiene todas las raíces n-ésimas del 
unitario. Por el teorema 45.3 y los comentarios precedentes, las raíces n-ésimas 
del unitario forman un subgrupo ciclico de </'*, •>. Sea £ un generador del 
subgrupo. (En realidad, los generadores son precisamente las raíces n-ésimas 
primitivas del unitario.) Entonces, las raices n-ésimas del unitario son

1,

Si p e  F es un cero de (.v" — a) e /[.x], entonces todos los ceros de x" — a son

P, C/S, £2j8,. . . ,  C _1/J.
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Como K  = F\P), un automorfismo de a en G(KjF) está determinado por el valor 
Pa del automorfismo a en fi. Si fia =  CP y Pr = CP, donde x e G(K/F), entonces

p(ox) = (Pa)r = (CP) x = C(px) = CC% 

pues C 6 F. De manera análoga,

Así, ax = xa y G(K¡F) es abeliano y, por tanto, soluble.
Supóngase ahora que F no contiene una raíz n-ésima primitiva del unitario. 

Sea í  un genefadorjJel grupo cíclico de raices n-ésimas del unitario bajo la 
multiplicación en F. Sea p nuevamente un cero de x" — a. Como P y CP están 
ambos en el campo de descomposición K  de x" — a, C = (CP)/P está en K. Sea 
F  =  F\C), de modo que tenemos F < F  < K. Ahora, F  es una extensión normal 
de F puesto que F  es el campo de descomposición de x* — 1. Como F  =  F(Q, 
un automorfismo r¡ en G(F¡F) está determinado por C*1 y debemos tener 
C*J =  C‘ para alguna i, ya que todos los ceros de x" — 1 son potencias de C- Si 
Cu =  V  para n e G(FJF), entonces -

Así, C(£/£)jes abeliano. Por el teorema principal de la teoría de Galois,

es una serie normal y, por tanto, una serie subnormal de grupos. La primera 
parte de la demostración muestra que G(KjF) es abeliano, y la teoría de Galois 
afirma que G(K/Fy(G(KJF) es isomorfo a G(F/F), el cual es abeliano. Es fácil ver 
que si un grupo tiene una serie subnormal de subgrupos con grupos cociente 
abelianos, entonces, cualquier refinamiento de esta serie también tiene grupos 
cociente abelianos. (Véase el ejercicio 49.6.) Así, una serie de composición de 
G(K/F) debe tener grupos cociente abelianos, de modo que G(KjF) es soluble. ■

El siguiente teorema muestra que si K  es una extensión normal de F  por radica
les, entonces G(K/F) es soluble. El ejercicio 49.8 muestra, entonces, que si 
f(x )  e F[x] es soluble por radicales y tiene campo de descomposición E, G(E/F) es 
soluble. Esto completará la parte 1 de nuestro programa.

Pira) = CJCP.

C (in ) =  (C n b  =  C‘n  =  m  =  (Cj )‘ = CK

y, en forma análoga,

C(M) =  CiJ-

{¡rrS~G[Efn < G(KJT)

Teorema 49.1 Si K  es una extensión normal por radicales de un campo F de 
característica 0, entonces G(K/F) es soluble. '
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Demostración Sabemos que existen a„  . . ar e K  y enteros positivos nr
tales que K  =  F(al5. . ar), a j 1 e F  y aj" e / ^a , , . . a¡_,) para 1 < i < r. Sea 
K0 = F  y sea K¡ el campo de descomposición de x"‘ — a"‘ sobre j. Entonces, 
K < K „  y el lema 49.1 muestra que G(K¡IK¡ _ j ) es soluble. Como 
G(Ay/^_ j) G(KJK¡_1 )/G(Kr¡K¡), la serie normal

ii
{/} < G(K,IKr_x) < G(KJKr- 2) < < G(K,/K0) = G(^r//0  ¡

tiene grupos cociente solubles. El ejercicio 49.7 muestra que esta serie tiene, 
entonces, un refinamiento que es una serie de composición con cocientes abelia
nos, de modo que G(KJF) es soluble. Como G(K¡F) ^  G(KJF)/G(KrIK), el ejerci
cio 15.16 muestra que G(K¡F) es soluble. ■

49.3 INSOLUBILIDAD DE LA QUINTICA

Nos falta mostrar que existe un subcampo F  de los números reales y un polino
mio f(x )  e iX r] de grado 5 tal que el campo de descomposición E  de f(x )  spbre F
tiene grupo de Galois isomorfo a Ss. ...

Sea trascendente sobre Q, y2e R  trascendente sobre OO^) y asi
sucesivamente, hasta obtener y s e R  trascendente sobre Q ÍJi, ■ •., Plesulta 
fácil mostrar, mediante un razonamiento de conteo, que existen dichos números 
reales trascendentes. Los trascendentes hallados de esta manera son elementos 

-trascendentes independientes sobre Q. Sea E  =  OO^, • •., y s\  y sea

s
A x )  =  n  (* -  y¿-

signo,Asi, A x) e £IX}.-Ahora, loo oooficientésÜe f(x )  están, excepto quizá por el 
entre las llamadas funciones simétricas elementales en las y¡, a saber,

*i = yi + y 2 + • • • + y s, 
*2 = yiyi +  y ¡y 3 +  yü>* +  y¡ys + y^ s  +

+ yiy* + yiy$ + ysy* + + y*ys,

ss =  y ^ s y ^ i -

El coeficiente para x1 en f(x )  es ± s s_/. Sea F  =  Q(si, s2, ■ . s5); entonces,
f (x )  e  fTXI (véase la figura 49.1). Claramente, E  es el campo de descomposición 
sobre F  de / ( x). Como las y¡ se comportan como indeterminadas sobre Q, para 
cada a e S5, el grupo simétrico de cinco letras, o  induce un automorfismo <r de E  
definido por ad — a para a e Q y y¡ó =  y ia. Como t (x — y¡) es el mismo 
polinomio que J"Jf. t (x — y¡„), tenemos
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F =  Q ( j h . . . .  j 5)

Q

Figura 49.1

para cada i, de modo que a deja fijo F y, por tanto, 5 e G(E¡F). Ahora, S s tiene 
orden 5! de modo que. .

\G(E/F)\ > 5!.

Como el campo de descomposición de un polinomio de grado 5 sobre F  tiene 
grado a lo más 5! sobre F, vemos que

\G(EIF)\ <, 5!.

Así. |C(£/F)f =  5! y los automorfismos a forman todo el grupo de Galois G(E/F). 
Por tanto, G(E/F) ~  S s, de modo que G(E¡F) no es soluble. Por los comentarios 
anteriores al teorema 49.1, f(x )  no es soluble por radicales sobre F. Resumimos 
esto en un teorema.

Teorema 49.2 Sean y x, . . y s números reales trascendentes independientes 
sobre Q. El polinomio

/ ( * )  =  f t  ( *  -  y  i )
i -  1

no es soluble por radicales sobre F  =  0 (5 ! , . . . ,  ss), donde s¡ es la i-ésima 
función simétrica elemental en _yl f . . . ,  y s.

Es evidente que una generalización de estos argumentos muestra que (objeti
vo final) un polinomio de grado n no necesariamente es soluble por radicales para 
n > 5.

En conclusión, comentamos que existen polinomios de grado 5 en Q[x] que 
no son solubles por radicales sobre Q. La demostración se deja para los ejercicios 
(véase el ejercicio 49.9).
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ejercidos----------------------------------------------------------------------------
49.1 Sea F  un campo y sea f(x) =  ax2 +  bx +  c en F[x] donde a #  0. Muéstrese que si 
la característica de F no es 2, el campo de descomposición de f(x) sobre F es 
F(yf b 1 — 4ac). [Sugerencia: complétese el cuadrado, como se hacía en la escuela secunda
ria, para deducir la «fórmula cuadrática».]

49.2 ¿Se puede obtener el campo de descomposición K de .v2 + x +  1 sobre Z 2 agregan
do una raíz cuadrada a Z2 de un elemento en Z2? ¿Es K una extensión de Z 2 por 
radicales?

493 Muéstrese que si F es un campo de característica diferente de 2 y

/(.v) =  ax* +  bx2 +  c, 
donde a #  0, entonces f(x) es soluble por radicales sobre F

49.4 ¿Es soluble por radicales sobre F todo polinomio en F[x] de la forma axB + bx6 + 
-I- ex4 + dx2 + e, donde a #  0, si F  es de característica 0? ¿Por qué?

493 ¿Falso o verdadero?
  a) Sea F  un campo de característica 0. Un polinomio en F[x] es soluble por

radicales si y sólo si su campo de descomposición en F está contenido en una 
extensión por radicales de F.

  b) Sea F  un campo de característica 0. Un polinomio en F[x] es soluble por
radicales si y sólo si su campo de descomposición en F tiene grupo de Galois 
soluble sobre F

  c) El campo de descomposición de x xl — 5 sobre Q tiene grupo de Galois soluble.
  d) Los números ir y v/7r son números trascendentes independientes sobre Q.
  e) El grupo de Galois de una extensión finita de un campo finito es soluble.
  0 Ningún polinomio quíntico es soluble por radicales sobre cualquier campo.
  g) Todo polinomio de grado 4 sobre un campo de característica 0 es soluble por

radicales.
  h) Los ceros de un polinomio cúbico sobre un campo F  de característica 0 siempre

pueden alcanzarse mediante una sucesión finita de operaciones de suma, resta, 
multiplicación, división y extracción de raíces cuadradas, comenzando con ele
mentos en F.

  i) Los ceros de un polinomio cúbico sobre un campo F  de característica 0 nunca
pueden alcanzarse mediante una sucesión finita de operaciones de suma, resta, 
multiplicación, división y extracción de raíces cuadradas, comenzando con ele
mentos en F.

  j) La teoría de seríes normales de grupos desempeña un papel importante en las
aplicaciones de la teoría de Galois.

*493 Muéstrese que, para un grupo finito, todo refinamiento de una serie subnormal con 
cocientes abelianos también tiene cocientes abelianos, completando así la demostración 
del lema 49.1. [Sugerencia: úsese el teorema 15.3.]

*49.7 Muéstrese que, para un grupo finito, una serie subnormal con grupos cociente 
solubles se puede refinar hasta una serie de composición con cocientes abelianos, comple
tando así la demostración del teorema 49.1. [Sugerencia: úsese el teorema 15.3.]
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*49.8 Sea K una extensión normal por radicales de un campo F de característica 0 y sea 
E una extensión normal de F, F < E < K. Muéstrese que GÍ.E/F) es soluble. [Sugerencia: 
úsese la teoría de Galois, el teorema 49.1 y el ejercicio 15.16.]

*49.9 Este ejercicio exhibe un polinomio de grado 5 en Q[.v] que no es soluble por 
radicales sobre Q.
a) Muéstrese que si un subgrupo H de S5 contiene un ciclo de longitud 5 y una 

transposición r, entonces H = S¡. [Sugerencia: muéstrese que H contiene toda trans
posición de S¡ y apliqúese el corolario del teorema 5.1. Véase el ejercicio 9.15.]

b) Muéstrese que si / ( jc )  es un polinomio irreducible en Q [ j c ]  de grado 5 con exacta
mente dos ceros complejos y tres reales en C, entonces el grupo de f(x ) sobre Q es S5. 
[Sugerencia: úsese la teoría de Sylow para mostrar que el grupo tiene un elemento de 
orden 5. Usese el hecho de que / ( jc )  tiene exactamente dos ceros complejos para 
mostrar que el grupo tiene un elemento de orden 2. Después, apliqúese a).]

c) El polinomio / ( jc )  = 2jc5 —  5jc4 + 5 es irreducible en Q [ j c ] ,  por el criterio de Eisens- 
tein, con p — 5. Usense técnicas de cálculo para encontrar los máximos y minimos 
relativos y para «graficar la función polinomial/»  lo suficiente para ver que/(.c) debe 
tener exactamente tres ceros reales en C. Conclúyase, a partir de b) y del teorema 49.1, 
que / ( jc )  no es soluble por radicales sobre Q .
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APENDICE

inducción 
matemática

En ocasiones queremos probar que una alirmación acerca de enteros positivos se 
cumple para todos los enteros positivos, o quizá para alguna sucesión finita o 
infinita de enteros consecutivos. Dichas demostraciones se hacen usando induc
ción matemática. La validez del método se basa en un axioma de los enteros 
positivos.

Axioma de inducción Sea S  un subconjunto de Z + que satisface

1 e S y
si k  e S, entonces (k + 1) e S.

Entonces, S  = Z + .

De este axioma obtenemos, de inmediato, el método de inducción mate
mática.

!!
Inducción matemática Sea P{n) una afirmación acerca del entero n. Supónga
se que

P(l) es cierto y
si P(k) es cierto, entonces P{k + 1) es cierto.

Entonces, P{n) es cierto para todos los n e Z +.

Casi siempre se quiere mostrar que P{n) vale para todos los n e Z +. Si se 
desea mostrar que vale sólo para r, r +  1, r + 2, . . . ,  s — 1, s, entonces se 
muestra que P{r) es cierto y que P{k) implica Pik +  1) para r <  k < s — 1. 
Nótese que r puede ser cualquier entero en Z, positivo, negativo o cero.
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Ejemplo Al Probemos la fórmula

, n(n +  l)l +  2 +  • • • + «  = [Al]

para la suma de la progresión aritmética, usando inducción matemática.
Sea P(rt) la afirmación de que la fórmula [A l] es cierta. Para n = l

obtenemos

n(n +  l) 1(2)
2 2 ’

de modo que P(l) es cierto.
Supóngase que P(k) es cierto, esto es,

Entonces,

1 +  2 +  ••• +  (* +  1) = (1 +  2 +  • • • + * )  +  (k +  1)

=  k(k +  1) =  k 2 + k  + 2k + 2
2 2

k 2 + 3k + 2 (k + 1)(* +  2)

de modo que se cumple P(k +  1). Asi, la fórmula [A l] es cierta para todos los 
n e  Z +. ■

Ejemplo A2 Mostremos que un conjunto de n elementos tiene, en total, 2" 
subconjuntos para n e (0, 1, 2, 3, . . . } =  Z + (J {0}.

Esta vez comenzamos la inducción con n =  0. Sea S  el conjunto finito tal 
que |S| =  n, deseamos mostrar que

P(n): S  tiene 2" subconjuntos. [A2]

Si |S| =  0, entonces 5  =  0  y tiene un solo subconjunto, a saber, 0 .  Como 2o = 1 
vemos que P(0) es cierto.

Supóngase que P(k) es cierto y sea 5  con k  +  1 elementos. Sea c un elemento 
de 5. Entonces, 5  — {c} tiene k  elementos y, por tanto, 2* subconjuntos. Ahora 
bien, todo subconjunto de 5  contiene c o no contiene c. Aquéllos que no 
contienen c son subconjuntos de 5  — {c} y hay 2* de ellos, por la hipótesis de 
inducción. Cada subconjunto que contiene c consta de alguno de los 2* subcon
juntos que no contienen c, agregando c. Hay, también, 2* de dichos subconjuntos.
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El número total de subconjuntos de 5 es, entonces,

2k +  2* =  2*(2 ) =  2* + 1, 

de modo que P(k + 1) es cierto. Asi, P(n) es cierto para n = 0 y para n e  Z + . ■

Ejemplo A3 Sea x  e R, x > — 1, .y /  0. Mostremos que (1 + .y") > 1 + nx 
para toda n > 2, n e Z + .

Sea P(n) la afirmación

(1 + .v)" > 1 4 - nx. [A3]

(Nótese que P(l) es falso.) Entonces, P(2) es la afirmación (1 + x)2 > 1 + 2x.
Ahora, (1 + x)2 = 1 + 2x + x2 y .y2 > 0, pues x  #  0. Así, (1 + x)2 > 1 + 2x
de modo que P(2) es cierto.

Supóngase que P(k) es cierta, de modo que

(1 + .y)* > 1 + kx. [A4]

Ahora, 1 + .y > 0, pues x  > —1. Multiplicando ambos lados de la ecua
ción [A4] por 1 + .y obtenemos

(1 + .y)‘ +1 > (1 + Ar.v)( 1 + jc)  = 1 + (Ar + l)x + kx 2.

Como kx 2 > 0, vemos que P(k + 1) es cierto. Así, P(n) es cierto para n > 2, 
n e Z + . ■

Para concluir, mencionamos que ya se tendrá ocasión de usar la inducción 
completa, donde la afirmación

si P{k) es cierto, entonces P(k -I- 1) es cierto

se reemplaza por la afirmación

si P(m) es cierto para 1 < m < k, entonces P(k + 1) es cierto.

De nuevo se trata de mostrar que P(k + 1) es cierto, sabiendo que P(k) es cierto. 
Pero si ya se alcanzó el paso de inducción donde se ha probado P(k), entonce se 
sabe que P(m) es cierto si 1 <  m ^  k, de modo que la hipótesis reforzada de la 
segunda afirmación es permisible.

Ejercidos --------------------- --------------------------------------------------------------

Al Muéstrese que l 2 + 22 + 32 + • • • + n2 = + * + -11 para „ e z  + .
6

n2/n _|_ |  »2
A2 Muéstrese que l 3 + 2J + 33 + • • • + n3 =     para n e Z +.
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A3 Muéstrese que 1 + 3 + 5 + • • ■ + (2n — 1) =  n2 para n e Z + .

A4 Muéstrese que — + —í—- + —í— + ■ ■ ■ h---------- !----------------- = — - —  para n e Z '.
1*2 2-3 3-4  n(n + 1) n + 1

A5 Pruébese por inducción que si a. r e R y r #  — 1, entonces a + ar + ar2 +■■■ +
+ ar" = a(l — r"+i)/( 1 — r) para n e Z + .

A6 Encuéntrese la falla en este razonamiento.
Mostremos por inducción que dos números enteros positivos cualesquiera, son igua

les. Usemos inducción en el máximo de los dos números. Sea P(n) la afirmación de que dos 
enteros positivos con valor máximo n son iguales.

Como los dos únicos enteros positivos cuyo valor máximo es 1 son 1 y 1, vemos que 
P(l) es cierto.

Supóngase que P(k) es cierto y sean r y s números positivos con valor máximo 
k ■f  I. Entonces, el valor máximo de r — 1 y s — 1 es A:, de modo que r — 1 = s — 1 por 
la hipótesis de inducción. Por tanto, r = s. Así, P(k +  1) es cierto, de modo que P(n) es 
cierto para todas las n e Z + .

A7 Critíquese este razonamiento.
Mostremos que todo entero positivo tiene alguna propiedad interesante. Sea P(n) la 

afirmación de que n tiene una propiedad interesante. Usemos inducción completa.
Claro que P(l) es cierto, pues 1 es la identidad multiplicativa, lo cual ciertamente es 

una propiedad interesante del 1.
Supóngase que P(m) es cierto para 1 < m <, k. Si P(k +  1) no fuera cierto, entonces 

k +  1 sería el menor entero sin una propiedad interesante, lo cual sería, por sí mismo, una 
propiedad interesante de k + 1. De modo que P(k +  1) debe ser cierto. Así, P(n) es cierto 
para todas las ne Z +.

A8 En realidad, nunca hemos podido encontrar una falla en a). El lector deberá probar 
su suerte y después responder b).
a) Un asesino recibe la sentencia de ser ejecutado; pide al juez que no se le diga el día de 

la ejecución. El juez dice: «Lo sentencio a ser ejecutado a las 10 a.m. de algún día del 
próximo enero, pero le prometo que no se dará cuenta de que será ejecutado ese día, 
sino hasta que vayan por usted a las 8 a.m.» El criminal va a su celda y procede a 
demostrar que no puede ser ejecutado en enero, de la siguiente manera:
Sea P(n) la afirmación de que no puedo ser ejecutado en enero (31 — n). Quiero 
probar P{n) para 0 <; n <; 30. Ahora bien, no puedo ser ejecutado el 31 de enero, pues 
es el último dia del mes y como seré ejecutado ese mes, sabría que ése es el día, antes 
de las 8 a.m., lo cual contradice la sentencia del juez. Así, P(0) es cierto. Supóngase que 
P{m) es cierto para 0 < m <, k donde k <. 29. Esto es, supóngase que no puedo ser 
ejecutado de enero (31 — k) a enero 31. Entonces, enero (31 — k — 1) debe ser el 
último día posible para la ejecución y lo sabría antes de las 8 a.m., lo cual contradice 
la sentencia del juez. Así, no puedo ser ejecutado en enero (31 — (k +  1)), de modo 
que P{k +  1) es cierto. Por tanto, no puedo ser ejecutado en enero.
(Por supuesto, el criminal fue ejecutado el 17 de enero.)

b) Una profesora imparte una clase cinco días a la semana, de lunes a viernes. Le 
comunica a sus alumnos que hará un examen más, algún día de la última semana de 
clases, pero que los alumnos no sabrán sí el examen será ese día, sino hasta llegar al 
aula. ¿Cuál es el último día de la semana en* que puede hacer el examen, para 
satisfacer estas condiciones?
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Respuestas 
y comentarios

c a p i t u l o  0

0.1 { - ^ 3 , ^ 3 }

0.3 {1, - 1 ,2 ,  - 2 ,3 ,  - 3 ,4 ,  - 4 ,5 ,  - 5 ,6 ,  - 6 ,  10, -1 0 , 12, -1 2 , 15, -1 5 ,2 0 , -2 0 ,
30, -3 0 , 60, -60}

0.5 No es conjunto (no está bien definido).

0.7 Conjunto 0 .

0.9 Conjunto Q.

0.11 No es una relación de equivalencia.

0.13 Es una relación de equivalencia; 0 = {0}, á = {a, — a} para cada a e R dife
rente de cero.

0.15 Es una relación de equivalencia; T =  {1, 2, . . . ,  9}, T0 =  {10, 11, . . . ,  99}, 
TOO = {100, 101, . . . ,  999}, y en general T0* = {10", 10" + 1, . . . ,  10" + 1 -  1}.

0.17 Es una relación de equivalencia;
T = {1, 3, 5, 7 ,...}  =  {2(n -  1) +  1 |n  e Z +},
2 = {2, 4, 6, 8, ...}  =  {2/i\n e Z +}.

0.19 (No queremos estropear su diversión.)

0.21 2

0.23 15

CAPITULO 1

1.1 a) e, b, a. b) a, a. No se puede decir, c) a, c.-* no es asociativa,
d) No, b * e ^  e * b.
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1.3 d, c, c, d
1.7 F V F F F V V V V F  -

1.9 1. 16. 19683. w<"2)

1.11 a) Dos operaciones binarias * y *' en el mismo conjunto S  dan estructuras alge
braicas del mismo tipo si cada x e S  tiene una contraparte x' e S tal que la
correspondencia x *-* x' es uno a uno y tal que (a * ti)' = a' * b' para todas
las a, b 6 S. (Esto se puede expresar de otras maneras.)
b) 10

CAPITULO 2
2.1 a) No, falla í?3. b) No, falla c) Sí. d) No, falla í í3 en a =  0. e) Sí. f) Sí.

2-3 Respuesta parcial: (a * b' * c)' = c' * b * d
2.7 e a b

e e a b

a a e e

b b e e

(Son posibles otras respuestas.)

2.9 c) - i

CAPITULO 3 
3.1 

33

33

a) Sí. b) No. c) Sí. d) Si. e) Sí. 0 No.

a )0 ,2 5 ,5 0 ,- 2 5 ,- 5 0  b) I, i ,  2, 4, ¿
c) 1 ,7t, n2, 1/ji, 1/ji2. (Son posibles otras respuestas.)

a) 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

3.7

3.19

b) <2> = <4> = {0, 2, 4}
<3> =  {0, 3}
<1> = <5> =  Z6

c) 1 y 5

V F V F F V F F V F
d) Un grupo {e} de un solo elemento sólo tiene un subgrupo (impropio). 

Un ejemplo es el 4-grupo V de Klein. ~
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C A P ITU LO  4

4.1

43

a)

c)

b)

d)

a) < P i> =  < P 2> = {p 0> Pi> P i }  
<Pi> = {Po. Pl}

b)

( po- P i- P2)

e)

{po> #*3}

4.7 5 3 es un ejemplo. Véase el ejercicio 4.3 b).

4.9 |D .| =  2n
4.13 a) Si. b) No (no es cerrado), c) No (no hay inverso), d) Si.

CAPITULO 5
, / l  2 3 4 5 6 7  8\  , / l  2 3 4 5 6 7  8

5-1 • ) ! « , , , « . ,  «

c)

4 5 3 7 1 6 8 2) ' V3 7 2 8 5 4 1 6

1 2 3 4 5 6 7 8
5 8 3 2 7 6 1 4

53 a) 4 b) Un ciclo de longitud n tiene orden n.
c) a tiene orden 6, t  tiene orden 4. d) (a) 6 (b) 6 (c) 8
e) El orden de una permutación expresada como un producto de ciclos ajenos es el 
mínimo común múltiplo de las longitudes de los ciclos.

CAPITULO 6
6.1 2, 4, 4, 16

6 3  a) 6 b) 7 c) 4 d) 8 e) Un número infinito de elementos.

63  Z6: 1, 2, 3, 6
Z„: 1, 2, 4, 8 
Z 12: 1, 2, 3, 4, 6, 12
Z60: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60
Z i7: 1, 17

6.7 S3 da un contraejemplo.

6.9 Considérese (jeaje' ‘)2.

6.11 (p -  1 )(q - 1 )
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CAPITULO 7
7.1 I) Z4 es dclico mientras que V no lo es.

2) Z4 tiene sólo dos elementos que son solución de ,v + .v =  0, mientras que V 
tiene cuatro soluciones a la ecuación correspondiente .v2 = e.

7.5 V V F V F V V V F V

7.15 Respuesta parcia l: aip =  a  — I

CAPITULO 8

Elemento Orden Elemento
(0,0) 1 (0,2)
(1,0) 2 (1. 2)
(0, 1) 4 (0,3)
(1. O 4 (1.3)

El grupo no es cíclico.

Z 2q x Z 3, Z,g x z 4, Z ,2 x Z 5, Z

8.7 V V F V F F F F F V

8.9 Respuesta parcial: Hay siete de ellos.

8.13 S3

8.15 Si un grupo G es el producto directo in
abeliano.

8.19 HK = {p0, p2, p2}; H v K =  Si

Orden
2
2
4
4

x Z3 x Z4

de subgrupos abelianos, entonces G es

CAPITULO 9
9.1 Para 720: Z 16 x Z9 x Z 5 =: Z 720,

Z 2 x Zg x Z9 x Z 5 — Z2 x Z 36q,
Z4 x Z4 x Z9 x Z s — Z4 x ZjgQ,
Z 2 x Z 2 x Z4 x Z9 x Z ; — Z 2 x Z 2 x Z|gQ,
Z 2 x Z 2 x Z 2 x Z2 x Z 9 x Z s — Z2 x Z 2 x Z 2 x Z 99,
Z ,6 x Z 3 x Z 3 x Z 3 2: Z 3 x Z 240,
Z 2 x Zg x Z 3 x Z3 x Z 5 ^  Zg x Z l20,
Z4 x Z4 x Z 3 x Z 3 x Z 3 Z l2 x Z60,
Z 2 x Z 2 x Z4 x Z3 x Z 3 x Z 3 — Z 2 x Z6 x Zg9,
Z 2 x Z 2 x Z 2 x Z 2 x Z 3 x Z3 x Zg Z 2 x Z 2 x Zg x Z 30,

Para 1089: Z9 X Zl2l = z.1089,
z 3 X x Z l21 — Z3 x Z36J,
Z9 X z n x Zlt — Z || x Z99,
Z, X ^3 X ^ 1 1  X  ^11 — ^33 X ^33

9 J  {2, 3} genera Z 12. {4, 6} genera <2>. {8, 6, 10} genera <2>.

9.7 Hay tres de orden 24. Hay dos de orden 25. Hay seis de orden (24)(25).

9.9 49

9.13 Los números son los mismos.
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9.17 Un subgrupo de S„ no puede ser generado por dos elementos.

9.19 c) <p:G Z x Z donde (a. b)<p = (a, °
10

CAPITULO 10

10.5 Respuesta parcial: El grupo tiene orden 48.

10.7 c) 432 d) \H\ = 6; H ~  S3

CAPITULO 11

11.1 a) 18 b) 8 c) 6

11.3 Respuesta parcial: Las clases laterales izquierdas son
e = (0, 0) +  <(1, 2)> = {(0, 0), (1, 2)},
a = (1, 0) + «1, 2)> = {(1, 0), (0, 2)},
b =  (0, 1) + <(1, 2)> = {(0, 1), (1, 3)},
c =  (1, 1) +  <(1, 2)> =  {(1, 1), (0, 3)}.

La operación inducida en las clases laterales izquierdas está bien definida, y 
si forman grupo. Este grupo de clases laterales es isomorfo a Z4.

CAPITULO 12

12.1 a) Al trabajar con un grupo factor G/H, a y b se harían elementos de G, no de 
G/H. Quizás el estudiante no entiende cómo se ven los elementos de G/H y no 
podrá escribir algo sensato acerca de ellos.
b) Debemos demostrar que G/H es abeliano. Sean aH y bH dos elementos de G/H.

12.3 a) 3 b) 4 c) 8 d) 4 e) 6

125 a) Z b) Z c) Z x Z

12.7 (p 0, p,}, {Po- P2} y {Po> Pa}

12.9 V V V V V F V F V F
0 Z es libre de torsión, pero Z/nZ Z„, un grupo de torsión, 

h) Para n > 2, S„ es no abeliano, pero SJAn ~  Z 2, y Z2 es abeliano. 
j) nR = R, de modo que R/nR es de orden 1.

12-23 G' =  {po,p2}

CAPITULO 13

13.1 a) Sí. (Imagen </>) = Z. (Kernel <p) =  {0}.
b) No. 2 =  ( f )0  +  ( f )0  *  3<¿> =  3.
c) Sí. (Imagen </>) = R + . (Kernel <p) = {1, —1}.
d) Si. (Imagen <p) = Z 2. (Kernel <j>) =  (0, 2, 4}.
e) No. En Z 2, 0  =  1 +  1 =  +  5 0  /  (5  +  5 ) 0  = 10  =  1.

13.3 2 de Z sobre Z; 2 de Z en Z2; 1 de Z sobre Z 2.



4 6 2 RESPUESTAS Y COMENTARIOS

13.5 O de Z 12 sobre Z,; 6 de Z I2 en Z6; 2 de Z 12 sobre Z 6; 2 de Z I2 en Z )4; 4 de Z 12 
en Z 1#. .

13.7 V V F V F F V V V F
e) Si $  es un homomorfismo de G, entonces \G<j>\ =  |G|/|(Kernel <f>)\. 0 Véase e).
g) Una transformación de todo elemento de un grupo G sobre la identidad de 
cualquier grupo siempre es un homomorfismo.
h) Véase g). i) Véase el ejercicio 13.6. j) Véase el ejemplo 13.1.

13.11 Respuesta parcial: (Imagen <¡>) =  <o>. (Kernel (f>) =  nZ para algún n e Z no
negativo (incluyendo n = 0, 1).

13.13 b) Respuesta parcial: Si r no es primo relativo con |G|, (kernel tj>r) #  {e} y <$>, no
es una transformación sobre G. Así, para algún a e G, x ' = a no tiene solución. 
En el caso extremo de que |G| divida r, x ' = a no tiene solución para ningún 
a 6 G, a ■=£ e.

13.15 Respuesta parcial: </> es un isomorfismo si (kernel </>) = {c}, esto es, si el 
centro de G es el grupo trivial {e}.

CAPITULO 14

14.1 Los refinamientos {0} < 2940Z < 60Z <  20Z <  4Z <  Z de {0} <  60Z <  20Z <  Z
y {0} < 2940Z < 980Z < 245Z < 49Z <  Z de {0} <  245Z <  49Z <  Z son iso
morfos.

143 Todos son de la forma {(0, 0)} <  H < Z¡ x Z „  donde H puede ser cualquiera
de los subgrupos <(0, 1)>, <(1, 0)>, <(1, 1)>, <(1, 2)>, <(1, 3)>, y <(1,4)> de Z , x Z 3. 
Asi, hay seis en total.

14.11 {p 0} x Z4

14.13 {po} * Z4 <  {po} x Z4 <, {po} x Z4 < !

CAPITULO 15

153 b) G/L

153 a) K =  {0, 3, 6, 9}
b) 0 + K = {0, 3, 6, 9}, 1 + K = {1, 4, 7, 10}, 2 + K = {2, 5, 8, 11}
c) (0 + K)\¡t =  0, (1 + =  1, (2 + K)\¡t =  2

15.7 a) HN =  {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22}, H n  N  =  {0, 12}
b) 0 + N  = {0, 6, 12, 18}, 2 + N  = {2, 8, 14, 20}, 4 + N  = {4, 10, 16, 22}
c) 0 + (H n  N) =  {0, 12), 4 + (H n  N) =  {4, 16}, 8 + (H n  N) =  {18, 20}
d) (0 + N)i¡t =  0 + (H n  N), (2 + N)4> =  8 + (H n  N ), (4 + N)<¡> =  4 + (H n  N )

15.9 a) 0 + H =  {0, 4, 8, 12, 16, 20}, 1 + H =  {1, 5, 9, 13, 17, 21),
2 + H =  {2, 6, 10, 14, 18, 22}, 3 + H =  {3, 7, 11, 15, 19, 23}

b)0  + K =  {0,8,16}, 1 + K=  {1,9,17}, 2 + K=  {2,10,18}, 3 + K = {3,11, )9},
4 + K =  {4,12,20}, 5 + K =  {5,13,21}, 6 + K =  {6,14,22}, 7 + K = {7,15, ^3}

c) 0 + K =  {0, 8, 16}, 4 + K =  {4, 12, 20}
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d) (0 + K )  +  (H / K ) =  H / K  =  {0 +  K, 4 +  K }  =  {{0, 8, 16}, {4, 12, 20}}
(1 +  K)  +  ( HIK)  =  {1 +  K , 5  +  K )  = {{1,9, 17}, {5, 13, 21 //
(2 + K )  + ( H/ K)  = {2 + K,  6 + K )  =  {{2, 10, 18}, {6, 14, 22}}
(3 +  K)  +  ( H¡K)  =  {3 +  K , 1  +  K }  =  {{3, 11, 19}, {7, 15, 23}}

e) Í0 +  H )4, =  (0 +  K)  +  ( H/ K) ,  (1 +  //)«/< =  (1 +  K)  +  (H/K) ,
(2 +  H)y/> =  (2 +  K ) +  ( H/K) ,  (3 +  H)x¡> =  (3 +  K )  +  ( H/ K)

15.11 Cadena (3)
{0} < {0} < <12>

< <6> < <3>
< <3> < Z 36

Cadena (4)
{0} <  {0} < <18> <  <18> 

< <6> < <3> < Z36

Isomorfismos
{0}/{0} *  {0}/{0} *  {0}
< 12>/{0} *  <6>/<18> *  Z 3 
<6>/<12> =  <18>/{0} ^  Z 2 
<3>/<6> ~  <3>/<6> ~  Z 2 
<3>/<3> a  < 18>/< 18> a  {0} 
Z 36/<3>  a  Z 36/<3> s  Z 3

CAPITULO 16

16.1 Jf„0 =  X, Xpl =  {C}, Xp2 =  {m„ m2, dt, d2, C}, Xp¡ =  {C},
K i  =  { J I .  *̂ 3» m i> m 2, C, P¡, P3}, X Pl =  { í2, Í 4, m „ m 2, C, P2, PA}<
Xtí = {2, 4, dx, d2, C}, Xtl = {1, 3, dit d2, C )

163 {1, 2, 3, 4}, {s„ s2, í 3, s4}, {mx, m2}, {d„ d2}, {C}, {/>„ P2, P3, P4}

163 Todo sub-G-conjunto de un G-conjunto X  consta de una unión de órbitas 
en X  bajo G.

16.7 a) No.
6) (1. 2, 3, 4}, {j¡, í 2, í 3, í4}, {/*!, P2, P2, /*4}

16.11 b) El conjunto de puntos en el círculo con centro en el origen y que pasa 
por P.
c) El subgrupo ciclico <2ji> de G =  R.

16.15 a) Af =  g ñ 1 Hg0
b) Conjetura: H y K deben ser subgrupos conjugados de G.

16.17 Hay tres de ellos.

* a b a b c

0 a a b a b c

1 a b a b c a

2 a a b c a b

3 a b a a b c

4 a a b b c a

5 a b a c a b
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CAPITULO 17
17.1 5

17.3 2

17.5 11712

17.7 a) 45 b) 231

17.9 a) 90 b) 6426

CAPITULO 18
18.1 a) 3 b) 27 c) 1, 3 d) 1, 85, 1, 51

18.7 V V V F V F V V F F

18.9 H = {/, (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4, 3, 2), (1, 3), (2, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 4)(2, 3)},
K =  (1, 3, 2. 4), (1. 2)(3, 4). (1, 4, 2, 3), (1, 2), (3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)},
*  =  (2, 3)tf(2. 3)

CAPITULO 19
193 V V F V V V V V F F

e) Es cuestión de opinión.
i) Un grupo de orden 42 no puede tener ningún subgrupo de orden 8, pues 8 no 

divide a 42.

19.7 e) /* 1) =  1. p(2) =  2. p(3) =  3. p{A) = 5. p<5) =  7. p(6) = 11. p(7) =  15

19.9 120 =  1 +  10 +  15 +  20 + 20 +  30 + 24,
720 =  1 + 15 +  45 +  40 + 15 +  120 + 90 + 40 +  90 +  144 + 120

CAPITULO 20
203 Respuesta parcial: Sí.

203 |ad -  bc\ =  1

20.7 V V V V V F F V V F

CAPITULO 21
21.1 a) a2b2aicib~ 2, b1c~ia~3b~2a~2 b) a~lb1a*c6a~t, ac~6a~*b~3a 
213 a) 16 b) 36 c) 36

213 a) 16 b) 36 c) 18

21.9 a) Respuesta parcial: {1} es una base para Z4. c) Si.

21.11 c) Un grupo blop en 5  es isomorfo al grupo libre F [S ]  en S.

CAPITULO 22
22.1 (a:a4 =  1). (a, b:a* = 1, b = a2), (a, b, c:a — 1, b* =  1, c =  1). (Son posibles 

otras respuestas.)
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223 Grupo octai:

22.9 Z 21. (a, b-.a1 =  1, ó3 =  1, ba =  a2b)

22.11 Z 12. Z2 x Z 6
~ (a, b, c'.a2 =  b2 = c3 = 1, ab =  óa, ca = be, cb = aóc, cab =  ac)

(s, t:s3 — 1, f2 = 1, (if)3 =  1)
Z)6 es (a, ó:a6 — 1, ó2 = 1, ba =  a 5f>)
(a, ¿>:a3 =  1, ó4 = 1, ba — a2b)
(Véase Dean [7, pág. 246] para una solución completa.)

CAPITULO 23

23.1 a) Sí. b) No. Z + no tiene identidad para la suma, c) Sí. d) Sí. e) Sí. f) Sí.
g) No. La multiplicación no es cerrada en {ri \ r e R¡.

233 a) 1 , - 1  b )( l, 1),(1, - 1 ) , ( - 1 ,  1 M -1 . -1 )  c) 1,2, 3,4
d) Todas las q e Q distintas de cero.
e) (1, q, 1), (1, q, — 1), (— 1, q, 1), (— 1, q, — 1) para todas las q e Q distintas de cero. 
0 1,3

+ 0 W { b } s 0 S {«} {*}

0 0 W { b } s 0 0 0 0 0
w {«} 0 S { b } S 0 S M { b }

m {b} s 0 {«} W 0 W M 0
s S { b } w 0 w 0 { b } 0 { b }
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CAPITULO 24

24.1 0, 3, 5, 8, 9, 11

243 a) 0 b) 0 c) 0 d) 3 e) 12 0 30

24.7 No hay soluciones de x2 + 2x + 2 = 0. 2 es una solución de x2 + 2x + 4 = 0.

24.17 1 5 7 11

1 1 5 7 11

5 5 1 II 7

7 7 11 1 5

11 11 7 5 1

Es isomorfo a <Z2 x Z 2, + ).

24.19 I

CAPITULO 25  

25.1

a) — 6 + i + 13y + 2k253

25.9

( 1  I3 \ /  —8 63\
( í  2) y ( 2 9  i )

(¿ ?) (? ¿) (! “)• C ')■ (ó 0 y (¡
b)y c) -  iy  d) ioj -  &k

25.13 lp0 +  0p, +  lp 2 +  0p, +  lp 2 + lp 3

25.15 {a, + a3j\a „  a3 e R¡ y {«, + a4* | «„ «4 e RJ

CAPITULO 26

26.1 {</, +  </2'|</i. </2 e Q}
263 D = Q y D' =  Z da un ejemplo.

263 V F V F V V P V V V

26.13 4, pues 1 y 3 ya son unidades en Z4. 

f m I
26.15 /w 6 Z,

CAPITULO 28

28.1 N1 — {0 Í.Z 12/yV, 2: Z 12;
JV2 =  {0, 2, 4, 6, 8, 10}, Z 12/yv2 =  z 2;
/V, = ¡0. 3, 6, 9¡, Z ,2//V3 =, Z 3;
yv4 = {0. 4, 8¡, Z 12//V4 ~ Z4;
N5 =  {0, 6¡, Z i2/A/5 = Zft;

~  Z 12, Z |2/ Z |2 2: {0}

28.3 {(/i. 11) | // 6 ZJ. (Otras respuestas son posibles.)
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28.15 Respuesta parcial: Por la definición en el ejercicio 28.15, y / R  =  R  para todo anillo 
R. Sin embargo, de acuerdo con la definición del ejercicio 28.11, el radical de R no
siempre es todo R. Así, esta terminología es inconsistente si N  = R.

28.17 Si y J N ¡N  se considera como un subanillo de R/N,  entonces es el radical de R¡N  en
el sentido de la definición del ejercicio 28.11.

CA PITU LO  29

29.1 </>, tal que I <f>í =  1. <f>2 tal que 1 <t>2 =  0.

29.3 Sea <¡>.Z -* Z x Z dado por n<f> =  (n, 0) para n e  Z.

29.5 2Z x Z  es un ideal maximai de Z x Z. Z x {0} es un ideal primo que no es
maximai. 4Z x {0} es un ideal que no es primo.

29.7 V F V V V F V V F V
d) Un campo no tiene ideales propios y un grupo simple no tiene subgrupos
normales propios. En ambos casos todas las estructuras cocientes son triviales o
bien isomorfas a la estructura original.

29.15 No. Si se agrandara el dominio hasta un campo de cocientes, se tendría un campo 
que contendría dos campos primos diferentes Z p y Z r  lo cual es imposible.

CAPITULO 30
30.1 /(.v) + g(.v) =  3.v4 + 2.v3 + 4.v2 + 1,

/(.Y)g(.Y) =  .Y7 +  2.Y6 + 4.Y5 +  .Y3 +  2.Y2 +  .Y + 3

303 a) 0 b) 2 c) 2 d) - 1

303 0, 4 =  - 1

30.7 V V V V F F V V F V
0 En Z6[.y], (2.Y3)(3.Y4j  =  0.

30.9 b) F c) £[.y]

30.11 0 ,1 , 2, 3

30.13 a) Sea F un subcampo de un campo E, sean a , .a„ elementos cualesquiera de E
y sean .y,, . . .y. indeterminadas. La transformación -vii] E
definida por

   ' C
para

 • • • - O  e F[.y„ . . . ,  .y„]

es un homomorfismo de F [.r„  . . . ,  y„] en E. Además, x,4>,t .=  a„ y 4>,t v
transforma F isomórficamente, mediante la transformación identidad. <f>2¡ Jn es
un homomorfismo de evaluación.
b) 558
c) Sea F un subcampo de un campo E. Entonces, (a,, . . . ,  a„) e  (£ x £  x • • • x £)v •v ■"

n factores

es un cero dé/(.v„  . . . ,  ,y„) e  £ [.y ,...........y„], s i/( .y ,..........x„)<j>,t...........=  0.

283 F V F V V V V F F F
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CAPITULO 31
31.1 q(x) = xA + x 3 + x2 +  x — 2, r(x) =  4x +  3

313 (jc — 1 )(jc  + \)(x — 2)(x + 2)

313 Respuesta parcial: f(x) no es irreducible sobre R y no es irreducible sobre C.

31.9 V V V F V F V V V F

31.11 Sí. Es de grado 3 sin ceros en Z 5. Ix3 +  x2 +  2jc +  2.

31.15 No. <x2 — 5x +  6) no es un ideal maximai de Q [x] pues x 2 — 5x + 6 =
= (.x — 3)(x — 2) no es irreducible sobre Q. Sí, <x2 — 6x +  6> es un ideal
maximai de Q[x].

CAPITULO 32

32.1 a) Sí. b) Sí. c) No. d) Sí. e) No. f) Sí. g) Sí. h) Sí.

323 En Z[x]: (2)(2)(jc2 -  x + 2).
En Q[x]: 4x2 -  4x + 8.
En Z m[jc]: (4x 4- 2)(jc + 4).

32.9 Respuesta parcial: D* — V no es un grupo bajo la multiplicación, pues I £ (D* — U).
32.11 No toda no unidad #  0 de Z x Z tiene una factorización en irreducibles. Por

ejemplo, (1, 0) no es unidad y toda factorización de (1, 0) tiene un factor de la 
forma (±  1, 0), el cual no es irreducible, pues (±  1, 0) =  (± 1 , 0)(1, 50). Los únicos
irreducibles de Z x Z son (±  1, p) y (qy ± 1), donde p y q son irreducibles en Z.

32.17 Z 

CAPITULO 33

33.1 a) Sí. b) No. Se viola (1). c) No. Se viola (1).
d) No. Se viola (2). e) Sí.

333 x 3 +  2x -  1

333 a) Sí. Z es un DFU y se aplica el teorema 32.3. c) No.
d) No. Por el teorema 33.1, Z[x] dominio euclidiano implicaría Z [x] DIP, con
tradiciendo c).

33.7 V F V F V V V F V V

33.9 61 =  29(49 349) + ( —92)(15 555)

33.17 Respuesta parcial: La ecuación ax — b tiene una solución en ZH para at b e Z„ 
distintos de cero, si y sólo si el mcd positivo de a y n en Z divide b.

CAPITULO 34

34.1 a) 5 =  (1 +  2i)(l — 2/) b) 7 es irreducible en Z[í].
c) 4 + 3/ =  (1 +2i)(2 -  /) d) 6 -  7/ =  (1 -  2/)(4 +  i)

343 a =  1 +  U P =  3/ ~
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3-1.13 c) |i> o n lcn  '■>. c a rac te rís tica  3. (¡i) o rd en  2, ca rac te rís tica  2. (iii) o rd en  5. caractc-
riMica '

C A P U L L O  35 

35.1

35.3

a) a ' — 2 v — I b | v4 -  11> >. - i
d) v1' -  3 v4 +  3a- - 3  e) a  ’ <

el  : 2 v j  2

s 4a-*' +  3 v 4 +  1 2a -  t 5

a) A lgebraico , g ra d la . / ')  — 2. r )  A k e b ra io  . g rad (a . / 'I  =  2 e) T ran sa , m íen !,
d) A lgebraico . g ra d la , F) =  I. e) A lgebraico . g rad la . /  / - 2 0  T ran scenden te ,
gl A lgebraico . g ra d la , F) =  I. hl A ¡cebra ico g r a d l a . / ' ) -  3.

35.7 bi

+ 0 1 ií.

0 0 1

1 i : 2 0 1

2 2 0 1 i 2

7 7 1 +  7 2 +  a ’

27 27 1 +  27 2 +  2a

1 +  a 1 +  a 2 +  7 a 1

1 +  27 1 +  27 2 +  2a ! 2a

2 +  7 2 +  7 ’
¡

7 i1 1 + a 2

2 +  27 2 +  27 2a !
[

1 + 2a i

1 +- y

0

- t -  27

I

17

17

2 + 27 

7

1

1 + 7

2

2 + 7

I +  V

1 4- ■!

2 A a

7

1 +  27

1

2 +  27

2

27

0

i i _a

1 +• 2a

2 + :-/ 

27

1

1 + 1 

2

2 + 7 

0 
7

■t- •> I r  17

17.

2 + 17 

2 

2a 

0

I +  27 

I

2 t- y
0 

7

I

1 + '/

0 1 2 a 2a . 1 + a 1 + 2a :1 2 + a 2 + 2a

0 0 0 i 0 0 0 : 0 : 0 1 0 0

1 0 1 2 * 27 1 + a 1 + 2a 2 + a 2 + 2a

2 0 2 1 2a 7 2 + 2a 2 + a 1 +  2a 1 + a

a 0 a 2a 2 1 2 + a 1 + a 2 + 2a 1 + 2a

2a 0 |  2a a 1 2 i 1 + 2a : 2 + 2a 1 + a 2 + a

1 + a 0 1 + a 2 +  2a 2 + a 1 + 2a ^ 2a ; 2 1 a
1 + 2a 0 1 +  2a 2 + a 1 + a 2 + 2a j 2 ¡ a 2a 1

2 + a 0 2 + a 1 + 2a 2 +  2a 1 + a | 1 2a a 2

2 + 2a 0 2 +  2a 1 +a~1 1 +  2a
. . .  ...j 

2 + a i a ! 1 2 2á

35.9 Es el polinomio mónico en F [jc] de grado m in im al que tiene como cero a.
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CAPITULO 3 6

36.1 {(O, 1), (1, 0)}, {(1, 1), (—1, 1)}, {(2, 1). (2, 1)}. (Son posibles otras respuestas.)

363 x 2 + x  + 1

36.7 a) Un subconjunto W de un espacio vectorial V sobre un campo F es un sub-
espacio de V sobre F si las operaciones inducidas de suma vectorial y multiplica
ción por un escalar están cerradas en W, y ÍV es un espacio vectorial sobre F bajo
estas operaciones.

36.9 Respuesta parcial: La suma directa V¡ © • • • © V, de espacios vectoriales V¡ es el
conjunto V¡ x ■ ■ - x Vñ de vectores, junto con las operaciones de suma vectorial 
y multiplicación por un escalar, definidas por

(a„ . . . ,  a„) + (j?„ . . . ,  PJ =  (a, + /?„ . . . ,  a„ + /?„)

y a(a„ . . . ,  a.) =  (aa„ . . . ,  aa„) para a„ P¡ e V¡y a e F.

36.15 a) Un homomorfismo.
b) Respuesta parcial: el kernel (o espacio nulo) de <p es {a £ F\ <x<t> = 0}.
c) <p es un isomorfismo de V con V  si (kernel <p) =  {0} y <p transforma a V 
sobre V.

CAPITULO 3 7

37.1 <G, O, *, •). (Son posibles otras notaciones.)

373 <F, F, 0 ,  O, + . •> x )• (Son posibles otras notaciones.)

373 Z2 x {0} no es un subgrupo característico de <Z2 x Z 2, +>, pues existe un
automorfismo de Z 2 x Z 2 que transforma a Z 2 x {0} sobre {0} x Z 2.

37.7 Respuesta parcial: una transformación <¡>:G -+ G' es un <9-homomorfismo del
0-grupo G en el (P-grupo G' si para todas las a, /? £ G y a e 0, se tiene (a +  P)<fr = 
= a<¡> + P<p y (out)<j> = (a<p)a.

37.11 Un homomorfismo de un /{-módulo (izquierdo) M en un /{-módulo (izquierdo) M' es
una función <p:M -» M' tal que (a + P)tp = <x<p + P4> y (ra)<t> =  ria</>) para 
todas las a, P £ M y r € R.

CAPITULO 3 8

38.1 a )2 ,{ l)V/2}
b) 4, {1,1/2, y/i, y/l}
c) 8, {1, y/5, y í5 ,  y/l, y/l, y ió ,  v/30}
d) 6, {1, / / l ,  ( 2ñ )2, y /3, ^ 2 y / i,  (^/2)2(73)}
e) 6, {1, y/l, / / l , y /l(//l), ( //i)2, y /l{ //l)2}

383 a) 4 b) 2 c) 6 d) 9 e) 2 f) 2 g) 1 h) 2

383 e) {1, y/2} O í l .V 5} g) U) h ){ l)%/2} '
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38.7 V F V F F V F F F F

38.9 Respuesta parcial: se obtienen extensiones de grado 2" para n 6 7 / .

CAPITULO 39

39.5 V V V F V F V V V F

CAPITULO 4 0

40.1 a) J i ,  - J l  h ) J Í  c) 3 + J í ,  3 -  J í
d) J l  -  ^ 3 ,  s f l  +  y/í, - y /2  -  v/3, - J l  +  7 3
e) >/2 + 1, ^ 2  — i, — y 2  + I, - , / 2  -  i. f) >/2 + í, y 2  -  /
g) yi + yi, - yr+yj, yi - y?, -yi - y¿
h) y i  + y j ,  - y i  +  y i

40.3 a) 3 — y jí  b) Son las mismas transformaciones.

40.5 a )Q (y 2 , y 5 )  b) Q (y2 , y f \  y 5 )  c)Q (y 5 ) d) Q<y3, y íO )
e )Q (y 6 ,y íO )  OQ

40.7 F F V V F V V V V V

40.9 0*t2 =  0, lffj =  1, »x2 = 1 +  a, (1 + a)<r2 = a. Z2(a)(<Fl) =  Z 2

40.11 Sea F =  Z /x)  donde x es una indeterminada. Entonces, la imagen de F bajo ap
es Z¿xp\, un subcampo propio de ZJ^x). Mientras ap es una transformación iso- 
morfa para todos los campos E de característica p, ap no necesariamente es sobre E, 
de modo que no necesariamente es un automorfismo.

40.17 Todo automorfismo de F(x) transforma x sobre algún y  =  (ax +  b)/(cx +  d), 
donde a, b, c, d e F y ad — be ¥= 0. En forma recíproca, cada una de dichas 
y  e F(x) da lugar a un automorfismo de F(x) que transforma x sobre y  y deja fijo F.

CAPITULO 41

41.1 a) La transformación idéntica de E  en Q.
t  dada por J l z  -  J l ,  J i x  =  - y f t ,  -Jlx =  -  J i .

b) r , dada por y 2 t ,  =  y/2, y /lx x =  y/i, =  - y / l ;
t 2 dada por J2.x 2 =  y /l, y /ix2 =  - y / i ,  y/5x2 =  y/5.

c) t ,  dada por J l x x =  y/l, y /ixx =  J l ,  J i x x =  - - J l \
x2 dada por s/ lx 2 =  y/ix2 =  - y / i ,  J 5 x 2 = y/5;
x3 dada por yfíx2 =  -y ¡ X  >Jit3 =  y/i, y /is3 =  y/5;
xA dada por y/lxA =  -y¡2 , y/ixA =  - y / i ,  y/SxA =  - y / l .

41.3 a) Q(tt2) b) t ,  dada por y/ñx¡ =  iy/ñ; x2 dada por y/ñx2 =  — iy/ñ.
41.5 F V F V F V V V V F  .

c) Q y Q(v/2) no son isomorfos, pero tienen cerraduras algebraicas isomorfas.
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CAPITULO 42

42.1 a) 2 b) 2 c) 4  d) 6 e) 2 0 12

42.3 a) I b) 6 c) 2

42.7 Sean F = Q y E — Q(v/2). Entonces

/ ( . y ) =  .y* -  5 .v 2 +  6  =  (.y 2 -  2 ) ( .v 2 -  3 )

tiene un cero en E pero no se descompone en E.

CAPITULO 4 3

43.1 / ( . v )  =  ,v4 — 4 .y 2 +  4  =  (.y 2 — 2 ) 2. Aquí, / ( . y ) no es un polinomio irreducible. 
Todo factor irreducible de / ( . y ) tiene sólo ceros de multiplicidad 1.

433  F V V F F V V V V V

43.15 Calcúlese un mcd de /( .y) y /'(.y) usando el algoritmo euclidiano. Entonces,/(.y)
tiene un cero de multiplicidad > 1 si y sólo si este mcd es de grado > 0.

CAPITULO 4 4

44.1 l i ( y \  _-9)

44.5 Z3( / ,  --4)

CAPITULO 4 5

45.1 a) 3, 5 b) 3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6
c) 5, 10, 20, 17, 11, 21, 19, 15, 7, 14

45.5 V F V F V F V V F V

45.9 b) Es irreducible.

CAPITULO 4 6

46.1 a) 8 b) 8 c) 8 d) 2 e) 4 0 4 g) 2 h) 1

46J El orden es 3. Un generador del grupo es <x9, donde okt9 =  a9 para a e CG(729).

46^ a) Sean a, =  */l, a2 = */l— 1 *  y a3 = */l— 1 2

Las transformaciones son

p0, donde p0 es la transformación idéntica; 
p „  donde a ,p , =  a2 y i^/Sp, =  iyj3;
p2, donde a ,p 2 =  a3 y i f í p 2 =  i^/3;
Pi, donde a ,p , =  a, y iy/lp , =  — iV/3;
p2, donde a ,p 2 = a3 y iy fíp2 =  - iy / l;
pit donde a ,p 3 = a2 y iy/3pi'=  - t v/ 3.
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b) S_v L a  n o tac ió n  en a) se escogió p a ra  q u e  co in c id ie ra  con  la n o tac ió n  p a ra  .S', 
en el e jem plo  4.1.

Diagrama reticular de grupos

46.7 F F V V V F F V F V

46.9 a) 4 b) 1 c) 36 d) 16 e) 0 0 0 g) 0 h) 8

46.11 El campo de descomposición de (x4 — 5.x2 +  6) e Q [x] es q ísA  \/3)> y eI s rup° 
es el del ejemplo 40.4.

46.19 G(K¡(E n  L)) =  G(K/E) v G(K¡L)

CAPITULO 47

47J  Q (^2 , /): </2 + /, x8 + 4x6 + 2x4 + 28x2 +  1;
Q(^2): f/2, x4 -  2;
Q(/( */2)): Ki/2), x4 -  2;
QL/2. 0: J l  + i, x* -  2x2 + 9;
Q « /2  + 1( ^ 2)): f j l  + t(^2), x4 +  8;
Q (fó  ~ i(t/2)): *fl -  i(Z/2), x4 +  8;
Q(v/2): J l ,  x2 -  2;
Q(/): i, x2 + 1;
Qfi^/l): iyfl, x2 + 2;
Q: 1, * -  1

47.5 El grupo es cíclico de orden 5 y sus elementos son

l Ot °3 <74
&  -* C(^2) C2(^/2) C3(^/2) í4(^2)

donde f / l  es la raíz 5.* real de 2.
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47.7 El campo de descomposición de xs — I sobre Q es el mismo que el campo de 
descomposición de x* + I sobre Q, de modo que una descripción completa está 
contenida en el ejemplo 47.2. (Es la manera más fácil de resolver el problema.)

47.9 a) sj — 2s2 b) ,íJ.í2 — 4sjs3 — 4s2 + 18s,s2s3 — 27.v3

s,s2 -  3s¡
c)-------------

s 3

CAPITULO 48

483 a) 16 b) 400 c) 2160

48.7 V V F V V F V V F V

48.9 a) 4 b) Respuesta parcial: G(KjQ) — <Z2 x Z 2, + >.

48.11 3;JL¡ es el campo de descomposición.

CAPITULO 49
493 V V V F V F V F F V

i) jc3 — 2jc sobre Q es un contraejemplo.

APENDICE

A7 El concepto de «propiedad interesante» no se ha precisado; no está bien definido. 
Además, trabajamos en matemáticas con lógica de dos valores; una afirmación es 
verdadera o falsa, pero no ambas cosas. La afirmación de que no tener una 
propiedad interesante sería una propiedad interesante parece contradecir esta lógi
ca bivalente. Estaríamos diciendo que el entero tiene y no tiene una propiedad 
interesante.
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e, a e S  
0

i ,  a i S  
l-vlA-v)} 

Z

z +
Q

Q+
R

R +
C

, a = b (mod n) 
*, a * b 
<G. *>

«1. »2, ^3
e

a~ l, —a
\S\

B ^  A
B a  A

H ^  G \K  ^  L

H < G; K < L
_ <<*>

Notaciones

pertenencia, 3 
conjunto vacio, 2 
no pertenencia, 3
conjunto de todas las .v tales que P(x), 3 
enteros, 3
grupo aditivo de los enteros, 60
anillo de los enteros, 209
enteros positivos, 3
números racionales, 3
campo de los números racionales, 208
números racionales positivos, 3
números reales, 3
campo de los números reales, 208
números reales positivos, 3
números complejos, 3
campo de los números complejos, 208
congruencia, 7, 120
operación binaria, 11
grupo, 19
axiomas de grupo, 19 
elemento identidad, 19 
inverso de a, 30 
orden de 5, 30
contención de conjuntos; inclusión, 30 
subconjunto B #  A, 30
inclusión de subgrupos, 31; inclusión de subestruc- 

tura, 212
subgrupo H  ^  G, 31; subestructura K  ^  L, 212 
subgrupo cíclico generado por o, 34, 57 
ideal principal generado por o, 285
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<¡>(a), c/</>, O* 
<j>:A -* B

SA
I

S„
n\

Dn
¿n
Z„

mcd 
G -  G' 

S*
n?-.

S, x S2 x x S.

f W  s 
O S2 *"' O Sg

HK
H  V K  

aH ,a + H  
Ha, H  + a 

(<G:H) 
<P
l9

G/N: R/N  
G' 

/

■fe
Z(G)

X.

Gx

xG
Gy

*C

NIH]

subgrupo de Z  generado por n, 34 
subanillo (ideal) de Z  generado por.//, 212  
imagen de a bajo (¡>, 38 39 
transformación de A en B, 38 
función compuesta, 39 
grupo de permutaciones de A, 41 
transformación identidad o idéntica, 42 
grupo simétrico de // letras, 42 
// factorial, 42
/i-ésimo grupo diédrico, 43, 44 
grupo alternante de // letras, 54
grupo cíclico ¡0. I  n — 1¡ bajo la suma

módulo //, 61 
grupo de clases residuales módulo /?, 120 
anillo ¡0, 1 , . . . , / /  — 1¡ bajo la suma y multiplica

ción módulo n, 209 
anillo de clases residuales módulo n, 253 
máximo común divisor, 62, 307 
grupos isomorfos, 66 
elementos de S  distintos de cero, 71 
producto cartesiano de conjunto, 78

producto directo de grupos, 79 
suma directa de grupos, 79 
subgrupo natural de f  J"=, G¡, 82 
intersección de conjuntos, 82

conjunto de productos, 83 
ensamble de subgrupos, 84 
clase lateral izquierda, 108 
clase lateral derecha, 108 
Índice de H  en G, 113 
función fi de Euler, 115, 221 
conjugación por g, 118 
grupo factor, 120; anillo factor, 253 
subgrupo conmutador, 124 
transformación canónica de clases residuales, 131, 

257
conjunto de automorfismos internos de G, 138 
centro de G, 144
subconjunto de elementos de x  que quedan fijos 

bajo g, 157
subgrupo de isotropía de elementos de G que dejan 

fija x, 158 
órbita de x  bajo G, 158
subgrupo de G que deja fijo cada elemento de Y, 

160
subconjunto de elementos de X  que quedan fijos 

bajo G, 168 
normalizador de H, 170
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FÍA-] grupo libre en A, 192
(x/.r,), (Xj:r¡ = 1) presentación de grupo, 198 -

<R , + , •) anillo, 208
íM2, axiomas de anillo, 208

n • a n sumandos de a, 209
R x x R 2 x ••• x Rn producto directo de anillos, 212

b[a cociente, 217
K-) matriz, 224

MÁF) anillo de matrices de n x n sobre F, 226
Hom(A) anillo de endomorfismos de A, 227

R(G) anillo de grupo de G sobre R, 231
F(G) álgebra de grupo de G sobre F, 231

£ cuatemiones, 232
m polinomios en x, 267

R[x\ anillo de polinomios en x  sobre R, 268
X l* i' • • anillo de polinomios en jc,, . . . ,  x„ sobre R, 269

F(x) campo de funciones racionales en x  sobre F, 270
F(xi, . . x„) campo de funciones racionales en x„ sobre 

F, 270
4>a homomorfismo de evaluación, 270

m imagen de f (x)  bajo <f>x, 273
a\b a divide a b, 291

DFU dominio de factorización única, 292
DIP dominio de ideales principales, 292

Ufe/ unión de conjuntos, 293
CCA condición de la cadena ascendente, 293

V evaluación, 304
Z[f| anillo de enteros gaussianos, 312
m norma de a, 312, 315

irr(a, F) polinomio irreducible mónico para a sobre F, 324
grad(a, F) grado de a sobre F, 324

F( a) extensión simple de F por a, 325
njr n¿r «jtr 1> ' 2’ '  3i '4 ’ '  5 axiomas de espacio vectorial, 331

[F:F] grado de E sobre F, 348
F{au . . a„) extensión de F por a,, . . . ,  a„, 351

cerradura algebraica de F  en E, 353
cerradura algebraica de F, 354
isomorfismo básico, 368, 369
campo fijo de {<t¡}, 372

G{EIF) grupo de E  sobre F, 373
ae {.E-.F}

automorfismo de Frobenius, 375
índice de E  sobre F, 383

CG^") campo de Galois de orden p", 409
4^*) n-ésimo polinomio ciclotómico, 435
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